
















































































































Midttermineksamen, FYS 4110, høsten 2010
Løsninger

————————————————————————-

OPPGAVE 1

a) Hamiltonoperatoren i {|ψL〉, |ψR〉} basis er

H =
(
E0 λ
λ E0

)
(1)

Egenverdiene E er bestemt av ligningen,∣∣∣∣E0 − E λ
λ E0 − E

∣∣∣∣ = 0 ⇒ (E − E0)2 − λ2 = 0 (2)

Løsninger

E±0 = E0 ± λ (3)

Egenvektorer på matriseform

ψ±0 =
(
α±0
β±0

)
, |α±0 |

2 + |β±0 |
2 = 1 (4)

Koeffisientene er bestemt av egenverdiligningen(
E0 λ
λ E0

)(
α±0
β±0

)
= E±0

(
α±0
β±0

)
⇒

(E0 − E±=)α±0 = −λβ±0
⇒

α±0 = ±β±0 =
1√
2

(5)

I braket-formulering

|ψ±0 〉 =
1√
2

(|ψL〉 ± |ψR〉) (6)

Egenvektorene er den symmetriske og antisymmetriske superposisjon av |ψL〉 og |ψR〉. Den anti-
symmetriske superposisjon har lavest energi. Kan forstås ved at den har lavere sannsynlighet for at
N -atomet befinner seg i potensialbarrieren hvor den potensielle energien er høyere.

b) Ny egenverdiligning∣∣∣∣E0 + ∆− E λ
λ E0 −∆− E

∣∣∣∣ = 0 ⇒ (E − E0)2 = λ2 + ∆2 (7)

1



-6 -4 -2 2 4 6

-4

-6

-2

2

4

6

∆/λ

(Ε−Ε
0
)/λ

Ε
−

Ε
+

Løsninger

E± = E0 ±
√
λ2 + ∆2 (8)

c) Egenvektorer, matriseelementer

(E0 + ∆− E±)α± + λβ± = 0 ⇒
(∆∓

√
λ2 + ∆2)α± + λβ± = 0 (9)
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Normerte løsninger

α± =
1√

2
√
λ2 + ∆2

√√
λ2 + ∆2 ±∆

β± = ± 1√
2
√
λ2 + ∆2

√√
λ2 + ∆2 ∓∆ (10)
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Tilstander på braket-form

|ψ±〉 =
1√

2
√
λ2 + ∆2

(
√√

λ2 + ∆2 ±∆ |ψL〉 ±
√√

λ2 + ∆2 ∓∆ |ψR〉) (11)

Overlapp

|〈ψL|ψ±〉|2 =
1
2

(1± ∆√
λ2 + ∆2

) (12)

Avoided crossing: Når ∆ øker og passerer∆ = 0 vil energinivåene nærme seg hverandre men
unngår en direkte krysning ved en effektiv frastøtning mellom nivåene. Den minste avstanden er
bestemt av λ. Tilstandsvektorene til de to nivåene byttes om nær dette punktet slik at grunntilstanden
|ψ−〉 svarer til |ψL〉 for stor negativ ∆ og til |ψR〉 for stor positiv ∆.

d) Hamiltonoperator og tilstander i {|ψL〉, |ψR〉} basis,

Ĥ =
(
E0 + ∆ λ

λ E0 −∆

)
, ψ±0 =

1√
2

(
1
±1

)
(13)

Matriseelementer til Ĥ i |ψ±0 〉 basis

ψ±†0 Ĥψ±0 =
1
2

(1 ± 1)
(
E0 + ∆ λ

λ E0 −∆

)(
1
±1

)
= E0 ± λ

ψ±†0 Ĥψ∓0 =
1
2

(1 ± 1)
(
E0 + ∆ λ

λ E0 −∆

)(
1
∓1

)
= ∆ (14)

Det gir følgende matriseform for H i |ψ±〉 basis,

Ĥ =
(
E0 + λ ∆

∆ E0 − λ

)
= E01 + λσz + ∆σx (15)

og i det oscillerende elektriske felt, hvor ∆ = ∆0 cosωt, blir Hamiltonoperatoren

Ĥ = E01 + λσz + ∆0 cosωtσx (16)

e) I den roterende bølge-tilnærmelsen får H følgende form

Ĥ = E01 + λσz +
1
2

∆0(eiωtσ− + e−iωtσ+)

= E01 + λσz +
1
2

∆0(cosωtσx + sinωtσy) (17)

Den har samme form som Hamiltonoperatoren for et spinn-1/2-system i et konstant magnetfelt langs
z-aksen superponert med et roterende magnetfelt i xy-planet. I forelesningsnotatene er Hamiltonop-
eratoren

Ĥ =
1
2
ω0~σz +

1
2
ω1~(cosωtσx + sinωtσy) (18)

hvor ω0 er proporsjonal med styrken på det konstante feltet og ω1 er proporsjonal med styrken på det
roterende feltet. Sammenligningen av uttrykkene gir relasjonene

λ =
1
2
ω0~ , ∆0 = ω1~ (19)
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I det følgende benyttes disse identitetene. Hamiltonoperatoren (17) har også et konstantledd E01,
men dette er ikke av betydning for tidsutviklingen av systemet, siden den bare bidrar med en felles
fasefaktor for alle tilstandene. I det følgende settes E0 = 0.

Hamiltonoperatoren transformeres til tidsuavhengig form med den unitære, tidsavhengige trans-
formasjonen

T̂ (t) = e
i
2
ωtσz (20)

Den transformerte Ĥ blir

ĤT̂ = T̂ (t)ĤT̂ (t)† + i~
dT̂

dt
T̂ (t)

=
1
2

~Ω(cos θσz + sin θσx) (21)

hvor

Ω =
√

(ω − ω0)2 + ω2
1 =

1
~

√
(ω~− 2λ)2 + ∆2

0 (22)

er Rabifrekvensen og hvor θ er bestemt ved ligningene

cos θ =
ω0 − ω

Ω
=

2λ−∆0√
(ω~− 2λ)2 + ∆2

0

sin θ =
ω1

Ω
=

∆0√
(ω~− 2λ)2 + ∆2

0

(23)

Resonansfrekvensen er

ω0 = 2λ/~ (24)

Tidsutviklingsoperatoren i det transformerte bildet er

ÛT (t) = cos(
Ω
2
t)1− i sin(

Ω
2
t)(cos θσz + sin θσx) (25)

I Schrödingerbildet

Û(t) = e−
i
2
ωtσz ÛT (t) =

(
A B
C D

)
(26)

med matriseelementer

A = (cos(
Ω
2
t)− i cos θ sin(

Ω
2
t))e−

i
2
ωt

D = (cos(
Ω
2
t) + i cos θ sin(

Ω
2
t))e

i
2
ωt

B = −i sin θ sin(
Ω
2
t))e−

i
2
ωt

C = −i sin θ sin(
Ω
2
t))e

i
2
ωt (27)

(For detaljerte mellomregninger refereres til forelesningsnotatene.)
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f) Tilstander i |ψ±0 〉 basis,

|ψL〉 =
1√
2

(|ψ+
0 〉+ |ψ−0 〉) , |ψR〉 =

1√
2

(|ψ+
0 〉 − |ψ

−
0 〉) (28)

På matriseform

ψL =
1√
2

(
1
1

)
, ψR =

1√
2

(
1
−1

)
(29)

Overlapp

〈ψR|ψ(t)〉 = 〈ψR| Û(t)|ψL〉

=
1
2

(1 − 1)
(
A B
C D

)(
1
1

)
=

1
2

((A−D) + (B − C)) (30)

Innsatt for A,B,C,D,

〈ψR|ψ(t)〉 = −[sin θ sin(
Ω
2
t) sin(

ω

2
t) + i{cos(

Ω
2
t) sin(

ω

2
t) + cos θ sin(

Ω
2
t) cos(

ω

2
t)}] (31)
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g) Kvadrert uttrykk

|〈ψR|ψ(t)〉|2 = [sin θ sin(
Ω
2
t) sin(

ω

2
t)]2 + [cos(

Ω
2
t) sin(

ω

2
t) + cos θ sin(

Ω
2
t) cos(

ω

2
t)}]2

=
1
2

[1− cosωt+ cos2 θ(1− cos Ωt) cosωt+ cos θ sin Ωt sinωt] (32)

Plot av funksjonen |〈ψR|ψ(t)〉|2 med τ = 2πλt som tidskoordinat: De to figurene svarer til
ω = ω0 = 2λ/~ og ω = ω0/10 = λ/5~. I begge tilfeller er ω1 = ∆0/~ = 2λ/~ = ω0.
Kommentar:
Ved resonans er oscillasjonene rene sinus-oscillasjonere med sirkelfrekvens ω0. Det er det samme
som når det periodiske feltet er slått av. Det er lett å sjekke av uttrykkene ovenfor at det oscillerende
feltet ved resonans bare påvirker fasen til 〈ψR|ψ(t)〉. Ved ω = ω0/10 er svingningene modulert av
en langsommere oscillasjon som svarer omtrent til frekvensen ω. Den raskere frekvensen er også noe
påvirket av oscillasjonene til det elektriske feltet. Uttrykket ovenfor viser at funksjonen |〈ψR|ψ(t)〉|2
er en lineær kombinasjon av tre periodiske funsjoner med frekvenser ω, Ω− ω og Ω + ω.

OPPGAVE 2

a) Hamiltonoperator

Ĥ = ω(Ŝ1z + Ŝ2z) +
α

~
[(Ŝ1 + Ŝ2)2 − (Ŝ2

1 + Ŝ2
2)]

= ωŜz +
α

~
[Ŝ2 − 3

2
~2
1] (33)

Egenverdier og egenvektorer

Ĥ|s,m〉 =
(

(s(s+ 1)− 3
2

)α+mω

)
~ |s,m〉 (34)

for de aktuelle tilstandene

Ĥ|1, 1〉 = (
1
2
α+ ω)~ |1, 1〉

Ĥ|1, 0〉 =
1
2
α~ |1, 0〉

Ĥ|1,−1〉 = (
1
2
α− ω)~ |1, 1〉

Ĥ|1, 1〉 = −3
2
α~ |1, 1〉

(35)

b) Initialtilstand

ρ̂(0) = |ψ(0)〉〈ψ(0)|

=
1
2

(|+ +〉〈+ + | + |+−〉〈+− | + |+ +〉〈+− | + |+−〉〈+ + |) (36)

6



Tilstanden er ren siden kan uttrykkes ved en enkelt tilstandsvektor. Den er ukorrelert siden den kan
skrives som en produktvektor,

|ψ(0)〉 =
1√
2
|+〉 ⊗ (|+〉+ |−〉) (37)

Det er derfor ingen klassisk korrelasjon eller kvantemekanisk sammenfiltring mellom delsystemene.
Redusert tetthetsoperator for spinn 1

ρ̂1(0) = Tr2 ρ̂(0) = |+〉〈+| = 1
2

(1 + σz)

⇒ r1 = k (38)

Redusert tetthetsoperator for spinn 2

ρ̂2(0) = Tr1 ρ̂(0)

=
1
2

(|+〉〈+| + |−〉〈−| + |+〉〈−| + |−〉〈+|)

=
1
2

(1 + σx)

⇒ r2 = i (39)

c) Initialtilstand

|ψ(0)〉 =
1√
2

(|+ +〉+
1
2

(|+−〉+ | −+〉) +
1
2

(|+−〉 − | −+〉))

=
1√
2

(|1, 1〉+
1
2
|1, 0〉+

1
2
|0, 0〉) (40)

Tidsutvikling

|ψ(t)〉 =
1√
2

(e−i(
1
2
α+ω)t |1, 1〉+

1
2
e−i

1
2
αt |+−〉+

1
2
ei

3
2
αt |0, 0〉)

=
1√
2

(e−i(
1
2
α+ω)t |+ +〉+

1
2

(e−i
1
2
αt + ei

3
2
αt) |+−〉+

1
2

(e−i
1
2
αt − ei

3
2
αt) | −+〉)

=
1√
2

(e−i(
1
2
α+ω)t |+ +〉+ ei

1
2
αt cosαt |+−〉 − iei

1
2
αt sinαt | −+〉)

≡ A |+ +〉+B |+−〉+ C | −+〉) (41)

Tetthetsoperator

ρ̂(t) = |A|2 |+ +〉〈+ + |+ |B|2 |+−〉〈+− |+ |C|2 | −+〉〈−+ |
+AB∗ |+ +〉〈+− |+A∗B |+−〉〈+ + |
+AC∗ |+ +〉〈−+ |+A∗C | −+〉〈+ + |
+BC∗ |+−〉〈−+ |+B∗C | −+〉〈+− | (42)

Koeffisienter

|A|2 =
1
2
, |B|2 =

1
2

cos2 αt , |C|2 =
1
2

sin2 αt

AB∗ =
1
2
e−i(α+ω)t cosαt , A∗B =

1
2
ei(α+ω)t cosαt

AC∗ =
i

2
e−i(α+ω)t sinαt , A∗C = − i

2
ei(α+ω)t sinαt

BC∗ =
i

4
sin 2αt , B∗C = − i

4
sin 2αt (43)
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d) Redusert tetthetsoperator for spinn 1

ρ̂1(t) = (|A|2 + |B|2) |+〉〈+|+ |C|2 |−〉〈−|+AC∗ |+〉〈−|+A∗C |−〉〈+|

=
1
2

(1 + cos2 αt) |+〉〈+|+ 1
2

sin2 αt |−〉〈−|

+
i

2
e−i(α+ω)t sinαt |+〉〈−| − i

2
ei(α+ω)t sinα |−〉〈+| (44)

Benytter

|±〉〈±| = 1
2

(1± σz) , |±〉〈∓| = 1
2

(σx ± iσy) (45)

Det gir

ρ̂1(t) =
1
2

(1 + cos2 αt σz + sin[(α+ ω)t] sinαt σx − cos[(α+ ω)t] sinαt σy (46)

og

r1(t) = sinαt{sin[(α+ ω)t]i− cos[(α+ ω)t]j}+ cos2 αtk (47)

Når ω >> α presseserer vektoren raskt rundt z-aksen, mens vinkelen mellom vektoren og z-aksen
gjennomfører en mer langsom periodisk variasjon.

1 2 3 4 5 6

0.1

0.2

0.3

αt

S(t)

e) Tetthetsoperatoren ρ̂1 = 1
2(1 + r1 · σ) har egenverdier

p± =
1
2

(1± r1) (48)

Sammenfiltringsentropien

S = −
[

1 + r1
2

log
1 + r1

2
+

1− r1
2

log
1− r1

2

]
(49)

Tidsavhengighet til r1,

r1 = [cos4 αt+ sin2 αt]1/2 = [1− 1
4

sin2 2αt]1/2 (50)
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Lign. (49) og (50) benyttes til å plotte tidsavhengigheten til S(t). Basis-2 logaritme brukes.
Spinn 1 har maksimal blanding når r1 er minst. Det svarer til størst sammenfiltringsentropi. Den

størst mulige verdien for S svarer til r1 = 0, som gir Stotmax = log 2 = 1.0. Den maksimale verdi
under tidsutviklingen oppnås når sin2 2αt = 1, som gir r1 =

√
3/2. Den tilsvarende sammenfil-

tringsentropien er Smax = 2− (
√

3/2) log[2 +
√

3] = 0.35.
f) Heisenbergs ligning for det totale spinn er

d

dt
Ŝ = ω k× Ŝ (51)

Forventningsverdien er 〈
Ŝ
〉

=
〈
Ŝ1

〉
+
〈
Ŝ2

〉
=

~
2

(r1 + r2) =
~
2
r (52)

Det gir bevegelsesligning

dr
dt

= ω k× r (53)

Vektoren r presseserer om z-aksen med sirkelfrekvens ω. Ved t = 0 er vinkelen mellom r og z-aksen
45o. Denne vinkelen er konstant under bevegelsen.
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Midterm Exam FYS4110, 2016
Solutions

Problem 1

a) The expectation values P1, P2 and P12 determine the probabilities of detecting photons with the
given polarization, respectively at detector 1, detector 2 and at both detectors. This implies the fol-
lowing correspondences, n1

N ≈ P1 for large N , similarly n2
N ≈ P2 and n12

N ≈ P12.

b) Density operator, two-photon system

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| = 1

2
(|HV 〉〈HV |+ |V H〉〈V H|+ eiχ|V H〉〈HV |+ e−iχ|HV 〉〈V H|) (1)

Reduced density operators

ρ̂1 = Tr2ρ̂ = 〈H2|ρ̂|H2〉+ 〈V2|ρ̂|V2〉 =
1

2
(|H〉〈H|+ |V 〉〈V |)1 =

1

2
11

ρ̂2 = Tr1ρ̂ = 〈H1|ρ̂|H1〉+ 〈V1|ρ̂|V1〉 =
1

2
(|H〉〈H|+ |V 〉〈V |)2 =

1

2
12 (2)

Both reduced density operators have maximum von Neuman entropy S1/2 = −Trρ̂1/2 log ρ̂1/2 =
log 2. Since the two-photon system is in a pure state, S1/2 is equal to the entanglement entropy, which
gives the measure of the degree of entanglement between the two photons. Thus, the photon pairs
have maximum entanglement for all values of the phase angle χ.

c) Since the reduced density operators are independent of χ, the results for P1 and P2 are the same in
the three cases,

P1(θ1) = Tr(ρ̂P̂1(θ1)) = Tr1(ρ̂1P̂1(θ1)) =
1

2
Tr P̂1(θ1) =

1

2
〈θ1|θ1〉 =

1

2

P2(θ2) = Tr(ρ̂P̂2(θ2)) = Tr2(ρ̂2P̂2(θ2)) =
1

2
Tr P̂2(θ2) =

1

2
〈θ2|θ2〉 =

1

2
(3)

The probabilities P1 and P2 are independent of the polarization angles.

The joint probability is given by

P12(θ1, θ2) = Tr(ρ̂|θ1θ2〉〈θ1θ2|) = |〈ψ|θ1θ2〉|2 , |θ1θ2〉 = |θ1〉 ⊗ |θ2〉 (4)

case I: χ = π

|ψI〉 =
1√
2

(|HV 〉 − |V H〉)

⇒ 〈ψI |θ1θ2〉 =
1√
2

(cos(θ1) sin(θ2)− sin(θ1) cos(θ2))

= − 1√
2

sin(θ1 − θ2)

⇒ P12(θ1, θ2) =
1

2
sin2(θ1 − θ2) (5)
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case II: χ = 0

|ψII〉 =
1√
2

(|HV 〉+ |V H〉)

⇒ 〈ψII |θ1θ2〉 =
1√
2

(cos(θ1) sin(θ2) + sin(θ1) cos(θ2))

= − 1√
2

sin(θ1 + θ2)

⇒ P12(θ1, θ2) =
1

2
sin2(θ1 + θ2) (6)

case III: χ = π/2

|ψIII〉 =
1√
2

(|HV 〉+ i|V H〉)

⇒ 〈ψIII |θ1θ2〉 =
1√
2

(cos(θ1) sin(θ2) + i sin(θ1) cos(θ2))

⇒ P12(θ1, θ2) =
1

2
(cos2(θ1) sin2(θ2) + sin2(θ1) cos2(θ2))

=
1

4
(sin2(θ1 − θ2) + sin2(θ1 + θ2)) (7)

d) The result (7) is the same as half the sum of the corresponding results for the cases I and II. This
means that the expression for P12 in case III is the same as for the density operator

ρ̂′III =
1

2
(ρ̂I + ρ̂II) =

1

2
(|ψI〉〈ψI |+ |ψII〉〈ψII |) =

1

2
(|H〉〈H| ⊗ |V 〉〈V |+ |V 〉〈V | ⊗ |H〉〈H|) (8)

which is a separable (unentangled) state.
e) Define the function

F (θ) = F (0, θ, 2θ) = P12(θ, 2θ)− |P12(0, θ)− P12(0, 2θ)| (9)

This function should be non-negative if Bell’s inequality is satisfied. Three plots are shown of this
function, corresponding to the three cases I, I, III. In case I and II the curves do not satisfy the inequal-
ity, in accordance with the expectation that when the two-photon state is entangled Bell’s inequality is
nor respected. In case III the function is non-negative, which means that the Bell inequality is unbro-
ken. This can be understood as due to the fact that the same expression for F (θ) can be found for a
separable (unentangled) two-photon state. Since also in case III the state is maximally entangled, the
Bell inequality studied here can not be sufficient general to register entanglement for all values of χ.
f) Results with detector 2 projecting on the new polarization states with φ = ±π/4.
The two-photon polarization state corresponds to case III (χ = π/2).

Polarization state of the two projectors,

|θ1θφ2〉 = cos θ1 sin θ2e
−iφ|HV 〉+ sin θ1 cos θ2e

iφ|V H〉+ (terms |HH〉, |V V 〉) (10)

The joint probability is now

P12(θ1, θ2) = |〈ψIII |θ1θφ2〉|2

=

∣∣∣∣ 1√
2

(e−iφ cos θ1 sin θ2 − ieiφ sin θ1 cos θ)

∣∣∣∣2
=

1

4

(
(1 + sin 2φ) sin2(θ1 + θ2) + (1− sin 2φ) sin2(θ1 − θ2)

)
(11)
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Problem1e) 

Case I:  χ=π

Case II:  χ=0

Case III:  χ=π/2

Bell’s inequality: Plots of F(0,θ,2θ)
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Case A:

φ = π/4⇒ sin 2φ = 1⇒ P12 =
1

2
sin2(θ1 + θ2) (12)

Case B:

φ = −π/4⇒ sin 2φ = −1⇒ P12 =
1

2
sin2(θ1 − θ2) (13)

We note that P12(θ1, θ2) in case A is the the same function of θ1 and θ2 as earlier found in case I
(Eq. (5)). Similarly P12(θ1, θ2) in case B is the the same function as earlier found in case II (Eq. (6)).
In both cases Bell’s inequality is broken, and similarly this will be true in cases A and B. Consequently
breaking of Bell’s inequality is found also for the state |ψIII〉, but only if one of the detectors register
non-linear photon polarization.

2 Atom-photon interactions in a microcavity
a) Action of Ĥ on the basis states

Ĥ|g, 1〉 = (
1

2
~ω − iγ~)|g, 1〉+

1

2
λ|e, 0〉

Ĥ|e, 0〉 =
1

2
~ω|e, 0〉+

1

2
λ|g, 1〉

Ĥ|g, 0〉 = −1

2
~ω|g, 0〉 (14)

The ground state |g, 0〉 is disconnected from the other states and can be disregarded. Extracting the
matrix elements of Ĥ from (14) we find that the Hamiltonian, restricted to the subspace spanned by
the vectors |g, 1〉 and |e, 0〉, takes the matrix form

H =
1

2
~(ω − iγ)1 +

1

2
~
(
iγ λ
λ −iγ

)
(15)

b) The time evolution operator is

Û(t) = e−
i
~ Ĥt = e−

i
2

(ω−iγ)te−iΩ·σt (16)

with Ω = 1
2(λi + iγk). The second term can be expanded in powers of the Pauli matrix σ ·Ω/Ω,

e−iΩ·σt = (1− 1

2
Ω2t2 +

1

4!
Ω4t4...)1

−iω
Ω
· σ(Ωt− 1

3!
Ω3t3 + ...)

= cos(Ωt)1− iΩ
Ω
· σ sin(Ωt) (17)

where we have exploited the property of Pauli matrices that even powers are proportional to the iden-
tity and odd order are proportional to the Pauli matrix. From this follows the result

Û(t) = e−
i
2

(ω−iγ)t(cos(Ωt)1− i sin(Ωt)
Ω

Ω
· σ) (18)

Ω = 1
2(λi + iγk) gives Ω2 = 1

4(λ2 − γ2) and Ω = 1
2

√
λ2 − γ2, which is real and positive when

λ > γ.
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c) In matrix form the time dependent wave function is

ψ(t) = Û(t)ψ(0)

= e−
1
2

(iω+γ)t

(
cos Ωt+ γ

2Ω sin Ωt −i λ2Ω sin Ωt

−i λ2Ω sin Ωt cos Ωt+ γ
2Ω sin Ωt

)(
1
0

)

= e−
1
2

(iω+γ)t

(
cos Ωt+ γ

2Ω sin Ωt

−i λ2Ω sin Ωt

)
(19)

In bra-ket form this gives

|ψ(t)〉 = e−
1
2

(iω+γ)t

(
(cos Ωt+

γ

2Ω
sin Ωt)|e, 0〉 − i λ

2Ω
sin Ωt|g, 1〉

)
(20)

d) Assuming Tr ρ̂cav = 1 we find

f(t) = 1− Tr ρ̂(t)

= 1− 〈ψ(t)|ψ(t)〉

= 1− e−γt
(
λ2

4Ω2
− γ2

4Ω2
cos(2Ωt) +

γ

2Ω
sin(2Ωt)

)
(21)

When the photon escapes through the walls, the system inside the cavity ends up in the state |g, 0〉.
The term added to the density matrix ρ̂ takes care of this in such a way that the sum of the probabilities
for the atom to be in one of the states |e〉 and |g〉 is constant, equal to 1.

e) Occupation probabilities for the atom; the excited state

pe(t) = 〈e, 0|ρ̂tot(t)|e, 0〉
= 〈e, 0|ρ̂(t)|e, 0〉
= |〈ψ(t)|e, 0〉|2

= e−γt(cos Ωt+
γ

2Ω
sin Ωt)2

= e−γt(
λ2

8Ω2
+
λ2 − 2γ2

8Ω2
cos(2Ωt) +

γ

2Ω
sin(2Ωt) (22)

and the ground state

pg(t) = 1− pe(t) (23)

The probability for one photon being present in the cavity is

pph(t) = 〈g, 1|ρ̂(t)|g, 1〉
= |〈ψ(t)|g, 1〉|2

=
λ2

8Ω2
e−γt(1− cos(2Ωt)) (24)

f) Eigenvalues of ρ̂cav(t),

ρ̂cav(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)|+ f(t)|g, 0〉〈g, 0|
= 〈ψ(t)|ψ(t)〉|ψ̃(t)〉〈ψ̃(t)|+ f(t)|g, 0〉〈g, 0|
= (1− f(t))|ψ̃(t)〉〈ψ̃(t)|+ f(t)|g, 0〉〈g, 0| (25)

5



where |ψ̃(t)〉 is normalized to 1. Since this state is orthogonal to the normalized state |g, 0〉, the
above expression gives the spectral decomposition of ρ̂cav, with eigenvalues f(t) and 1 − f(t). The
corresponding von Neuman entropy is

S = −f log f − (1− f) log(1− f) (26)

with f given by (21). With the cavity system viewed as a part of a larger system in a pure state, which
includes also the photon states of the escaped photon, the above expression for S can be identified as
the entanglement entropy of the larger, composite system.
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