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Plan for uke 40

Tirsdag 29. sept:
@ Oppgave 5.14, 5.29 fra "A primer on..."
@ Lgsning av likninger (lysbilder fra forrige uke)
o Newton's metode
@ Oppgave A.10 fra "A primer on..."

o Diskret modellering (differensligninger) (Kap. 13 i
"Programmering for naturvitenskap...")

Torsdag 1. oktober:
@ Oppgave A.7, A.19 fra "A primer on..."
@ Systemer av differensligninger

@ Oppgave A.4 fra "A primer on..."




Tallfglger

Tallfglger er viktige i matematikk:

X0y X1y X2y -« o5 Xpy o v vy

Eksempel: alle oddetall

1,3,5,7,...,2n+1,...

For denne tallfglgen har vi en formel for det n-te leddet:

xp=2n+1

og vi kan skrive tallfglgen mer kompakt som

(xn)ozo, xn=2n+1




Andre eksempler pd tallfglger

1,4, 9, 16, 25,... (x2) g, Xp = N°
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1,1, 2,6, 24,... (Xn)peg, Xn=n!
1, 14 % 14+ x4+ 2x%, 14 x+ 232 + 253 ixj
- - =X ,... Xp = -
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Differensligninger

o Fglger kan brukes til & modellere (simulere) fenomener fra den
virkelige verden, som for eksempel:

Vekst av penger i banken

Stgrrelsen p& en populasjon (biologi)

Antall smittede under en epidemi

@ Vanligvis umulig & utlede en formel for det n-te leddet, men vi
kan utlede en ligning for hvordan leddet x, relaterer seg til det
forrige leddet x,_1

@ Slike ligninger kalles differensligninger




Hvorfor studere differensligninger?

o Differensligninger er vanskelige og/eller kjedelige & lgse for
h&nd, men enkle & lgse med |gkker og arrayer i et dataprogram
@ Mange viktige anvendelser:

e Simulering av dynamiske prosesser
o Effektiv beregning av fglger og approksimasjoner
o Nert beslektet med Igsningen av differensialligninger




Modellering av renter

Problem:

Sett xg penger i en bank i 8r 0. Hva er verdien etter N &r hvis
renten er p prosent per &r?

Lgsning:

Vi har fglgende formel for hvordan verdien i &r n, dvs x,, av verdien
aret for, x,_1:

p
Xp = Xp—1 + mxn—l

Hvordan Igser vi denne ligningen for x,? Start med xg, beregn xq,
22y coa




Simulering av differensligningen for renter

Program for x, = x,—1 + (p/100)x,_1:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x0 = 100 # startbelgp
p=>5 # rente
N = 40 # antall ar

years = range(N+1)
x = np.zeros(N+1)

x[0] = x0
for n in years[i:]:
x[n] = x[n-1] + (p/100.0)*x[n-1]

plt.plot(years, x, 'ro')
plt.xlabel('Ar")
plt.ylabel('Belgp')
plt.show()




Vi trenger ikke & lagre hele fglgen, men det er praktisk for

programmering og senere plotting

@ Det forrige programmet lagrer alle x,-verdiene i en
NumPy-array

@ For & beregne x,, trenger vi bare én tidligere verdi, x,_1

Derfor kunne vi lagret bare de to siste verdiene i minnet:
x_old = x0

for n in years[1:]:

x_new = x_old + (p/100.) * x_old

x_old x_new # xz_new blir xz_old ¢ neste steg

Men programmering med en array x[n] gjgr det enkelt & plotte
fglgen, s vi vil fortsette 8 bruke arrayer i eksemplene




Hvorfor bruke differensligningen...?

Vi har en eksakt formel: x, = xo(1 + 1f5)" ]




Hvorfor bruke differensligningen...?

Vi har en eksakt formel: x, = xo(1 + 1f5)"

Hva hvis renten p endrer seg over tid?
@ Formelen kan ikke lenger brukes

@ Enkelt & inkludere i programmet: bare fyll en array p med
korrekt rente p[n] for &r n

o Modifisert program:
p = np.zeros(N) #eller p = np.ones(N)
# fyll p[n] med korrekte verdier
x[0] = %0

for n in years[1:]:
x[n] = x[n-1] + (p[n-1]1/100.0)*x[n-1]




Fibonacci-tallfglgen

Intet programmerings- eller mattekurs er komplett uten et eksempel
pd Fibonacci-tall:

Xp = Xp—1+Xp—2, Xo=1, x31=1

.

Matematisk klassifisering

Dette er en homogen differensligning av andre orden (andre orden
betyr tre nivder: n, n—1, n—2). Denne klassifiseringen er viktig for
matematisk lgsningsteknikk, men ikke for simulering i et program.

Fibonacci utledet fglgen for & modellere rottepopulasjoner,
men tallfglgen har mange spesielle matematiske egenskaper og
har derfor f&tt mye oppmerksomhet fra matematikere.

.




Program for & generere Fibonacci-tall

import numpy as np
import sys

N
X

int(sys.argv[1])
np.zeros(N+1, int)

o

x[0] =1

x[1] =1

for n in range(2, N+1):
x[n] = x[n-1]1 + x[n-2]

print(n, x[nl])




Nytt eksempel: eksponentiell vekst med begrensede

miljgressurser

Modellen for vekst av penger i en bank har en Igsning av typen

Xp = xpC"
C = (1+ p/100)
Dette kan skrives som
Xy = XOenln C

som er eksponentiell vekst i tid (n)

@ Populasjoner av mennesker, dyr og celler viser ogsd samme
type vekst s& lenge det er ubegrensede ressurser (plass og mat)

@ De fleste miljger kan bare understgtte et maksimalt antall R
individer

@ Hvordan kan vi modellere denne begrensningen?



Modellering av vekst i et miljg med begrensede ressurser

| starten, nér det er nok ressurser, er veksten eksponentiell:

Xp = Xp—1 + n—1 (r = p/100)

Vekstraten r m3 avta mot null ndr x, nermer seg R. Den enkleste
formuleringen av r(x,) som gir denne effekten er en lineaer funksjon:

wo=n(1-7)

Her har vi r(n) ~ p ndr x, < R, og r(n) — 0 nér x, — R.

Logistisk vekstmodell:

Xpn—
Xn = Xp—1 + PXn—1 (1 - r:,_?:l)

(Dette er en ikke-linezer differensligning)




Utviklingen av logistisk vekst

| et program er det enkelt & introdusere logistisk i stedet for

eksponentiell vekst, bare erstatt
x[n] = x[n-1] + r * x[n-1]

med
x[n] = x[n-1] + rho * x[n-1] * (1 - x[n-1]1/R)




Differensligninger m& ha en startbetingelse

@ | matematikk trengs en startbetingelse xp for & sikre en unik
lgsning x,

@ Startbetingelsen er enda viktigere nér vi Igser ligningen med
programmering; ellers kan vi ikke starte programmet (xo trengs
for & beregne x1)

@ Men: hvis du glemmer x[0] = x0 i programmet, far du ofte
x[0] = 0 (siden vi bruker x = zeros(N+1)), som (vanligvis)
ikke gir svaret vi gnsker!




Systemer av differensligninger

@ Noen anvendelser kan kreve flere variabler som er koblet

o En variabel ved steg n avhenger av verdien til flere variabler
ved steg n — 1
o Slike fglger kan beskrives av systemer av differensligninger

@ Eksempler:
o Fglge med p& verdien av et 18n (x) og de ménedlige avdragene
(v) (Oppg A.4 fra "A primer on..." av H.P. Langtangen)
o Populasjonsdynamikk for arter som konkurrerer om de samme
ressursene, eller hvor en art spiser en annen




Eksempel 1: avdrag pa et lan

o Oppgave A4 J




Eksempel: Lotka-Volterra-ligningene

Modellerer dynamikken til to populasjoner; byttedyr x, og rovdyr
Yn-

Xpn = Xp—1 + aXp—1 — banl)/nflv

Yn=Yn-1+ denfl)/nfl — CYn—-1-

@ a; vekstrate for byttedyr i fravaer av rovdyr (eksponentiell
vekst)

@ b; dgdsrate for byttedyr per mgte mellom byttedyr og rovdyr
@ c; naturlig dgdsrate for rovdyr i fraveer av mat (byttedyr)

o d; effektiviteten av 8 omgjgre spiste byttedyr til rovdyr




Fullstendig Lotka-Volterra-kode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

100 # startpopulasjon byttedyr
8 # startpopulasjon rovdyr
0.0015
0.0003
0.006
0.5

10000 # antall tidsenheter (dager)
ime = range(N+1)

= np.zeros(len(time))

= np.zeros_like(x)

al
o
nn

Hat=2aooe

for n in time[1:]:
x[n-1] + a * x[n-1] - b * x[n-1] * y[n-1]
y[n-1] + d * b * x[n-1] * y[n-1] - ¢ * y[n-1]

plt.plot(time, x,label = 'Byttedyr')
plt.plot(time, y, label = 'Rovdyr')
plt.xlabel('Tid"')
plt.ylabel('Populasjon')
plt.legend()

plt.show()




Har du noen gang tenkt over hvordan sin x egentlig

beregnes?

@ Hvordan kan du beregne sin x, In x, €* uten en kalkulator eller
et program?

@ Disse funksjonene ble opprinnelig definert for & ha visse
gnskede matematiske egenskaper, men uten en algoritme for
hvordan man evaluerer funksjonsverdier

o Idé: tilnzerme sin x, osv. med polynomer, siden de er enkle &
beregne (sum, multiplikasjon), men hvordan??




Ville du forventet disse matematiske resultatene?
Utrolig resultat av Gregory, 1667:

00
” X2k+1

sinx = Z(—l) kT

k=0

v
Enda mer utrolig resultat av Taylor, 1715:

00 k
) = 3 (o FO)

k=0

For en hvilken som helst f(x), hvis vi kan kjenner den deriverte til
en funksjon i punktet x = 0, kan vi evaluere f for en hvilken som
helst x, bare ved hjelp av addisjon og multiplikasjon.

A




Taylor-polynomer

| praksis brukes en endelig rekke:

Nop o gk
- L.oa k
k=0
Det mest populaere valget er faktisk N = 1, som er grunnlaget for
lgsningsmetoder for differensiallikninger, og har vart essensielt i
utviklingen av fysikk og teknologi.

A




Eksempel 1: exp(x)

Eksponentialfunksjonen har seg selv som derivert:

d* exp(x)

ok exp(x) for alle k
Ix

Vi har at exp(0) = 1, og setter inn i formelen

o0 k
) =3 1 (g Ok

dx
k=0

som gir

=

exp(x)

[
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Q
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Eksempel 2: sin(x)

For sin(x) har vi

k . O for k:0,2’4,...
dSI7n(X)(XZO): 1 for k:1)5797"‘
dxk
-1 for k=3,7,11,...
Satt inn i formelen
= 1 d* K
f(x)= kz_o H(W (0))x

far vi




Taylor-polynomer rundt et vilkarlig punkt

De forrige Taylor-polynomene er mest ngyaktige nzer x = 0. Vi kan
gjgre polynomene ngyaktige rundt et hvilket som helst punkt x = a:

N k
)~ 3 (S F(@)x— o)t
k=0




Taylor-polynom som en differensligning

Taylor-rekken for e rundt x = 0 er

e = i X!
= n!
Definer
Canl W O -1
en_k:oH _k:oHJr =2k

én = éep_1+ e =0

(n—1)V




Mer effektiv beregning: Taylor-polynomet som to

differensligninger

Vi har

X
X

n (n—1) n

Hvis vi lar a, = x"/n! kan vi effektivt beregne a, med

N& kan vi oppdatere hvert ledd via a,-ligningen og summere
leddene via e,-ligningen:

€ =é€p—1+ap-1, € = 0’ ap =1

X
dn = —dp-1
n




