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NYTT TEMA

Innhomogene likninger:

Oppdeling i partikulær og homogen løsning
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Inhomogen differensiallikning av andre orden

y ′′ + p(x)y ′ + q(x)y = f (x) (INH2)

Klassifisering: lineær, inhomogen, variable koeffisienter, orden 2.

Oppdeling av løsning (K. 10.6.1)

Den generelle løsningen av (INH2) kan skrives

y = yp + yh

der yp er en vilk̊arlig løsning av (INH2);

y ′′
p + p(x)y ′

p + q(x)yp = f (x),

mens yh løser den homogene likningen

y ′′
h + p(x)y ′

h + q(x)yh = 0.
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Bevis (K. 10.6.1)

y ′′ + p(x)y ′ + q(x)y = f (x) (INH2)

Anta at y ogs̊a er en løsning av (INH2). Vi må da vise at
z = y − yp er en løsning av den homogene likningen

z ′′ + p(x)z ′ + q(x)z
= (y − yp)

′′ + p(x)(y − yp)
′ + q(x)(y − yp)

= y ′′ + p(x)y ′ + q(x)y − (y ′′
p + p(x)y ′

p + q(x)yp)

= f (x) − f (x) = 0
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NYTT TEMA

Ukjente koeffisienters metode for løsning av

inhomogene likninger
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Ukjente koeffisienters metode

Metoden anvendes p̊a

y ′′ + py ′ + qy = f (x),

der p og q er konstante ⇒
Klassifisering: andre orden, lineær, inhomogen, konstante
koeffisienter
Metoden kan brukes for vilk̊arlig orden, men vi har allerede en mer
generell metode førsteordenslikninger.

Ide

Når f er av en gitt form gjetter vi p̊a en yp som likner og som
inneholder koeffisienter som vi bestemmer ved innsetting.
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...

For hvilke f kan vi bruke metoden?
f er uttrykt ved funksjoner som ikke skifter form n̊ar de de
deriveres

Polynomer

Eksponentialfunksjoner

Trigonomeriske funksjoner

Dette er beslektet med bruken av eksponentialfunksjoner for å
gjette p̊a homogenløsninger av lineære likninger med konstante
koeffisienter.
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...

Regel 1: f (x) er et polynom
yp velges vanligvis som et polynom av samme grad som f
Unntak: yh = 1 er homogenløsning ⇒ grad økes med 1.
Er yh = x ogs̊a homogenløsning økes graden med 2. (da er
p = q = 0 og likning er y ′′ = f )

Regel 2: f (x) = p(x)eαx , der p er et polynom.
yp = Q(x)eαx der Q er et polynom av samme grad som p.
Unntak: eαx er homogenløsning ⇒ grad økes med 1.
Er xeαx ogs̊a homogenløsning (α dobbel rot i kar. pol.) ⇒ grad
økes med 2.

Kalkulus: eαx = ax , der a = eα
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Ukjente koeffisienters metode, forts. 2

Regel 3: f (x) = p(x)eαx (A cos bx + B sin bx),
p - polynom.

yp = eαx(Q cos bx + P sin bx) der Q, P er polynomer av samme
grad som p.
Unntak: eαx cos bx homogenløsning ⇒ grad av Q, P økes med 1.

Litt generalisert i forhold til Kalkulus, der p = 1
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Prosedyre for inhomogent initialverdiproblem

y ′′ + py ′ + qy = f (x), y(c) = d , y ′(c) = e,

der p og q er konstante.

1 Vi løser den homogene likningen (tilfelle 1–3)
yh(x) = Cy1(x) + Dy2(x),
der C og D enn̊a er ubestemte..

2 Sjekk hvilken regel, om noen, som kan brukes for f . Vi finner
en yp(x) og generell løsning y = yh + yp.

3 Konstantene C og D finnes fra sidebetingelsene.
d = y(c) = yp(c) + yh(c) = yp(c) + Cy1(c) + Dy2(c)
e = y ′(c) = y ′

p(c) + y ′
h(c) = y ′

p(c) + Cy ′
1(c) + Dy ′

2(c)
Et lineært 2 × 2 likningssystem

Punkt 3 må komme til slutt.
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NYTT TEMA

Generell metode for andreordens lineære

likninger:

Variasjon av parameter
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“Variasjon av parameter”

For likninger av andre orden: generell metode for å finne yp fra en
yh. Forenklet utgave av Kalkulus, kap. 10.6: ∗Variasjon av
parametre, s. 549.

Brukt allerede i bevis for K. 10.5.3

Finne alle løsninger av y ′′ + py ′ + qy = 0

Gjett y = erx ⇒ karakteristisk likning for r .

To relle r (tilfelle 1) ⇒ y = Cer1x + Der2x .
Inneholder denne alt ?

Knep y = uer1x : ukjent = (ny ukjent) × (èn løsning)

F̊ar førsteordenslikning for u′ ⇒ finner alle u og derved alle y
Resultat: jo, y = Cer1x + Der2x er fullstendig

Brukt igjen for tilfelle 2 og 3 i Kalkulus.
NB: u er parameteren som varieres
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Generell variasjon av parameteren

y ′′ + p(x)y ′ + q(x)y = f (x) (INH2)

NB: tillater variable koeffisienter.
Dersom vi kjenner en homogenløsning, v(x), kan vi sette inn
y(x) = u(x)v(x).

(uv)′′ + p(uv)′ + quv = f
u′′v + 2u′v ′ + uv ′′ + p(u′v + uv ′) + quv = f

u(v ′′ + pv ′ + qv) + vu′′ + 2u′v ′ + pvu′ = f
vu′′ + 2u′v ′ + pvu′ = f

Ledd faller fordi v er homogenløsning. Divisjon p̊a v ⇒

u′′ + (2
v ′

v
+ p)u′ =

f

v
(VL)

Lineær førsteordenslikning for z ≡ u′ (ledd med u har falt bort)
(Husk v er kjent akkurat som p, q og f .)
Kan løses generelt Kalkulus, kap. 10.1–3
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...

Likning for z ≡ u′

z ′ + (2
v ′

v
+ p)z =

f

v
(VL)

Løsning

f = 0 finner alle andre homogenløsninger. Brukt i bevis for
K. 10.5.3 etc.

f 6= 0 (VL) er en inhomogen, lineær førsteordenslikning for
z = u′. Vi kan feks. bruke formel K. 10.1.3
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Bruk av K. 10.1.3

Integral av koeffisient foran z

F =

∫

(2
v ′

v
+ p)dx = 2 ln |v | +

∫

pdx

Integrende faktor

eF = e2 ln |v |+
R

pdx = v2e
R

pdx

Innsetting i K. 10.1.3

z = e−F (x)

(
∫

f (x)

v(x)
eF (x)dx + C

)
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...

Tilfellet f = 0; nye homogenløsninger

u′(x) = z(x) = e−F (x) = v−2e−
R

p(x)dx

og

y = vu = v

∫

z(x)dx = v

∫

1

v2
e−

R

p(x)dxdx
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Alternativ løsning av y ′ + f (x)y = g(x)*

Starter med homogenløsning

v ′ + f (x)v = 0

Vi skriver den om til (fri variabel x)

1

v
v ′ = −f (x)

som har form:

Funksjon av v ganger v ′ = funksjon av x , dvs. separabel likning
Standard regning (hopper over detaljer) ⇒

v = Ae−
R

f (x)dx
.
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...*

y ′ + f (x)y = g(x) (IN)

Variasjon av parameteren
y = vu ⇒

vu′ + u(v ′ + fv) = g

Ledd i parantes kansellerer og

u′ =
g

v
⇒ u =

∫

g(x)e
R

f (x)dxdx + C

Insetting gjenskaper K. 10.1.3

y = uv = e−
R

f (x)dx

(∫

g(x)e
R

f (x)dxdx + C

)

.
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Variasjon av to parametere*

y ′′ + p(x)y ′ + q(x)y = f (x) (INH2)

To homogenløsning y1, y2. Setter inn yp = c(x)y1 + d(x)y2.

(cy1 + dy2)
′′ + p(cy1 + dy2)

′ + q(cy1 + dy2) = f

c(y ′′
1 + py ′

1 + qy1) + d(y ′′
2 + py ′

2 + qy2)
+(c ′y1 + d ′y2)

′ + c ′y ′
1 + d ′y ′

2 + p(c ′y1 + d ′y2) = f

⇒ ledd med nulltederiverte av c og d faller og

(c ′y1 + d ′y2)
′ + c ′y ′

1 + d ′y ′
2 + p(c ′y1 + d ′y2) = f

Tidligere d = 0 eller c = 0 kan i stedet velge c , d s.a.

c ′y1 + d ′y2 = 0, c ′y ′
1 + d ′y ′

2 = f ⇒

c ′ = − y2f
W

, d ′ = y1f
W

W = y1y
′
2 − y ′

1y2 – Wronski-determinanten

Kan overføres til likninger av høyere orden.
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NYTT TEMA

Oppsummering av differensiallikninger
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Førsteordenslikning

Lineær førsteordenslikning; y ′ + f (x)y = g(x)

Integrerende faktor: eF (x), der F ′ = f . Snur likning:

eF g = eF y ′ + eF fy = eF y ′ + (eF )′y = (eF y)′

Integrasjon ⇒

y = e−F (x)

(
∫

eF (x)g(x)dx + C

)

Sidebetingelse y(a) = ya ⇒

y = e
−

x
R

a

f (x̂)dx̂





x
∫

a

g(x̂)e
R x̂

a
f (t)dtdx̂ + ya



 .
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Separable og andreordenslikninger

Separabel førsteordenslikning; q(y)y ′ = p(x)

∫

q(y)dy =

∫

p(x)dx

Kan løses dersom integraler kan bestemmes (og algebraisk likning
for y løses)

Lineær, homogen, andreordenslikning med konst. koeff;
y ′′ + py ′ + qy = 0

Gjett: erx der r2 + pr + q = 0 (karakteristisk likning).
Tilfeller: 1: to r ∈ R, 2: en r ∈ R, 3: to r ∈ C.
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...

Initialverdiproblem andreordenslikning med konst. koeff;
y ′′ + py ′ + qy = 0, y(a)=d, y’(a)=e

Har entydig løsning.

Inhomogen andreordenslikning; y ′′ + py ′ + qy = f (x)

y = yp + yh

gen. part. hom.

yp finnes med

Ukjente koeffisienter (p, q konstante)

Variasjon av parametere ( en yh kjent)
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Sett av likninger

Koblede likninger av første orden

y ′ = F (x , y , z),

z ′ = G (x , y , z),

der x er fri variabel.

Omskrivning av andreordenslikning

y ′′ = F (x , y , y ′)

omskrives ved z ≡ y ′ til

y ′ = z
z ′ = F (x , y , z)

Nyttig for numerisk løsning av initialverdiproblemer
Generalisert: likning av orden n ⇒ sett av n førsteordenslikninger
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Numerisk løsning av y ′ = f (x , y), y(0) = y0

Tilnærmelse i diskrete punkter xn = nh: y(xn) ≈ yn.
Derivert i differensiallikning erstattes med endelig differens.

Euler’s metode: yn+1 = yn + hf (xn, yn)
Eksplisitt; y1, y2, ... beregnes etter tur

Midtpunkt Euler: Mellomsteg, stadig eksplisitt, mer nøyaktig.

Runge-Kutta: Flere mellomsteg, eksplitt og nøyaktig.

Differensiallikning for y ⇒ Differenslikning for yn

Konstante koeffisienter og lineære likninger:
Vi kan løse b̊ade differensial-likning og differenslikning i formel
⇒ vurdering av numerisk metode.

Sett av førsteordenslikninger løses med samme metoder som
enkle likninger.
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Eksistens er ikke selvsagt*

y ′ = 1 + y2
for x ≥ 0, y(0) = 1

Klassifisering: Ikkelineær, orden 1, separabel
Eksisterer løsning ?

Separabilitet ⇒
∫

dy
1+y2 =

∫

dx = x + C .

Integrasjon av venstre side:

arctan(y) = x + C ⇒ y = tan(x + C ) (må ha med null)

Initialbetingelse ⇒ C = π

4⇒ y = tan(x + π

4 )

lim
x→π

4

y(x) = ∞

Løsning eksisterer ikke for x ≥ π

4 ;
SPONTAN SINGULARITET – mulig i ikkelineær likning
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