Lgsningsforslag til underveiseksamen i MAT 1100,
14/10-03

Oppgaveteksten star i kursiv i begynnelsen av hver oppgave.

Oppgave 1. Den deriverte til f(x) = arcsin(y/x) er:
Riktig svar: e) m
Begrunnelse: Vi bruker kjerneregelen:
1 11
1— (z)? 2y 21—z

fl(x) =

Oppgave 2 Den deriverte til f(x) = z? arctanz er:

Riktig svar: a) 2z - arctanx + 11?

Begrunnelse: Vi bruker produktregelen:

2
f’(m) = 2z - arctanz + 27 - 11 22 = 2x - arctanx + 1—?—7
Oppgave 3. Det komplekse tallet —11+_2ii er lik:

Riktig svar: b) =13
Begrunnelse: Ganger med den konjugerte oppe og nede:

142 (14+2)1+i) 1+i+2i4+23 1+i+2i—2 —1+3i

1—i  (1—=d)(1+i) 1— 42 B 1+1 2

Oppgave 4. Polarkoordinatene til det komplekse tallet \/3 —i er:
Riktig svar: e) r =2,0 = —%

6
Begrunnelse: Vi har r = Va2 +b2 = /(V3)2+(-1)2 = V/3+1 = 2 og

cos = & = @ Siden tallet ligger i fjerde kvadrant, ma 0 = —& (som
forgvrig er det samme som 6 = HT”)

Oppgave 5. Et komplekst tall har polarkoordinater r = 8,0 = %’T. Tallet

er:
Riktig svar: a) —4v/2 — 4iv/2
Begrunnelse: Vi har z = r(cosf + isin6) = 8(cos 2F + isin 2T) = 8(—?

iYZ) = —4/2 — 4iv/2.

Oppgave 6. Det komplekse tallet 5 er lik:
et Sp) L3
Riktig svar: b) 5 +i%> .
Begrunnelse: Vi bruker at %” =2r+ Fogfarat: e3 =e-e3 =13 =

Ty ian T 14 V3
c053+251n3—2+12.



Oppgave 7. Det reelle polynomet P(z) = 23 + az? + bz + ¢ har 2 og i som
rotter. Da er P(z) lik:

Riktig svar: e) 23 — 222 + 2 — 2

Begrunnelse: Siden polynomet er reelt, vil den konjugerte —i til ¢ ogsa veere
en rot. Dermed har vi P(2) = (z —2)(z —i)(z +14) = (z — 2)(22 + 1) =
22222422

Oppgave 8. lim, g () o ik
Riktig svar: ¢) 3

1
Begrunnelse: Vi bruker L’Hopitals regel: lim,_o n(§+1) = lim,_o =+ = 1.

Oppgave 9. lim, . r(arctanz — 5) er lik:
Riktig svar: b) —1
Begrunnelse: Vi omformer uttrykket og bruker deretter L’Hopitals regel:
1
1+CE2 . "EQ 1

= lim 7 = lim ——s =
T=00 — 25 z—oo 142

) T arctanz — §
lim z(arctanz—) = lim ———F—-=
—00 2 —00

T
1

Oppgave 10. hmx_, (cotz)*~ T er lik:

Riktig svar: e) e ™2

1 In(cot x)

Begrunnelse: Vi omformer forst uttrykket (cotx)® T =e *~71 | og bruker
sa L’Hopital pa eksponenten:

1 1
11y Lo
im M = lim <ot ( Sin2z) _ ! 2 — 2
it s !
Altsa er
1 In(cot x)
. T : -7 -
lim (cotz)* T = lime *° 7 =e 2
=7 T—7

Oppgave 11. Nar x — oo har f(x) = Va2 + 3z asymptoten:
Riktig svar: a) y = = + %
Begrunnelse: Vi fglger oppskriften i seksjon 6.5. Fgrst ser vi pa
Va2 +3 24+3
lim 1) = lim AEaR lim /2 + Y — lim 1—1—7

T—00 T—00 T —00 —00

Dette betyr at dersom funksjonen har en asymptote y = ax + b nar x — oo,
sa er a = 1. Vi ser sa pa:

| - L EEE W )
Tim (f(x)—az) = lim (Va? + 35-2) = lim (V& + 32+ 2) -

22+ 3x — 22 . 3z . 3 3
=lim ———=1lm ——— = lim ————— =

S a0 /72 {3z + 1 UV + 3w a) T 143 4 ) 2
x




Altsa er y = x + % en asymptote.

2B+2c+1 narz<0

. er deriverbar
axr +1 nar x >0

Oppgave 12.Funksjonen f(x) = {

i 0 nar a er lik:

Riktig svar: d) a = 2

Begrunnelse: Det er flere mater & lgse denne oppgaven pa. Her er en variant:
Definer funksjoner g og k (for alle z) ved g(z) = 23 +2x+1 og k(z) = az+1.
Da er ¢'(z) = 322 + 2 og k'(z) = a, og folgelig er

L 90+ 1) = g(0)

=4'(0)=2

og

=k0)=a

h)— .
g(0+ })L 9(0) _ 9 og limy_o4 f

Siden hmh_,o_ w = hmh—>0— M

limp 0+ w = k'(0) = a, ser vi at f er deriverbar i 0 dersom a = 2.
Oppgave 13. Funksjonen f(z) = x>+ 5x+3 har en omvendt funksjon f~*.
Den deriverte (f~1)(3) er lik:

Riktig svar: d) 1

Begrunnelse: Vi ser at f(0) = 3 og at f/(0) = 5. Dermed er

Oppgave 14. fol ﬁ dx er lik:
Riktig svar: a) §

Begrunnelse: Vi har

/1 L 4z = [arctan ]} tan1 — arctan0 = — — 0 =
——F axr = |arctan x| = arctan 1 — arctany = — — = —
0 1+a2 0 4 4

Oppgave 15. [ Smgﬁ dt er lik:
Riktig svar: e) — cot(t?) + C

Begrunnelse: Vi setter u = t2. Da er du = 2t dt, og vi far:

2t du

———dt = [ —5— = —cotu+ C = —cot(t?) + C
/sinQ(tZ) /sin2u cotur cot(t") +

Oppgave 16. Det komplekse tallet (14 iv/3)" er lik:

Riktig svar: b) 219(1 — i1/3)

Begrunnelse: Skriver z = 1 4 iy/3 pa polarform: z = 2¢'F. Dermed er:

1 1lim 11 12im i

_in _in T
Al =ole™™ = 2lle 5 e =2le™5 = 2 (cos(— =

3) +1 sin(—g))




= 2“(% - z'\f) = 210(1 — iV/3)

Oppgave 17. Funksjonen f(xr) = 223 + 32% — 36z + 12 er injektiv pd
intervallet:

Riktig svar: ¢) [2,00)

Begrunnelse: Deriverer funksjonen og faktoriserer:

f'(z) = 62% 4+ 62 — 36 = 6(x* + z — 6) = 6(x + 3)(x — 2)

Vi ser at funksjonen er voksende pa intervallene (—oo, —3] og [2,00). Det
betyr at f er injektiv pa intervallet [2,00).

Oppgave 18. Du skal bruke definisjon av kontinuitet til a vise at funksjonen
f(z) = 5x + 3 er kontinuerlig i punktet a = 2. Gitt € > 0, hvor liten ma du
velge 6 > 0 for at |f(x) — f(2)| < enar|z—2|<d?

Riktig svar: d) £

Begrunnelse: Setter h = x — 2. Da er x = 2 + h, og vi har:

[f (@) = fFR) =152 +h) +3—(5-2+3)[ = 5|

Skal dette uttrykket vaere mindre enn €, ma vi ha h < ¢. Det far vi til ved
avelge 6 = £.

Oppgave 19. Hvilken ulikhet gjelder for alle x > 07

Riktig svar: a) arctanz > =25

Begrunnelse: For a se at denne ulikheten holder, bruker vi middelverdiset-
ningen pa funksjonen f(z) = arctan z pa intervallet [0, z]. Setningen sier da

at det finnes en ¢, 0 < ¢ < x, slik at

arctanx — arctan 0 - 1 S 1
z—0 1427 14a2

der vi det siste skrittet har brukt at ¢ < x. Bruker vi at arctan 0 = 0, far vi:

arctan x S 1
T 1+ 22

Ulikheten folger ved & gange over x (husk at x > 0).

Oppgave 20. [ en likebeint trekant er de to like sidene 5 c¢cm hver. Det
storste arealet trekanten kan ha er:

Riktig svar: ¢) 2

Begrunnelse: Det er mange mater & finne svaret pa. Den enkleste er rent
geometrisk. Pa figuren nedenfor har vi lagt trekanten slik at den ene av
de like lange sidene er grunnlinje. Siden arealet er gitt ved A = %gh, der
g = bcm og der h maksimalt kan vaere bcm, ser vi at den stgrste verdien til

25
Aer 5.



5cm h

5cm

Oppgaven kan selviglgelig ogsa lgses som en tradisjonell maks-min-opp-
gave. Det enkleste er nok da & bruke vinkelen v pa figuren nedenfor som
variabel. Da ser vi at grunnlinjen er 2 - 5sinv og hgyden 5cosv. Dermed
er arealet gitt ved A = %gh = % -2-5sinv - bcosv = 25sinwv cosv. Husker
vi at 2sinwvcosv = sin2v, kan dette uttrykket skrives som A = %sin 2v.
Siden sin 2v oppnar sin stgrste verdi 1 for 2v = 7, ser vi at den maksimale
verdien til A er % (kommer man ikke pa formelen for sin2v, finner man

greit maksimalverdien til A = 25sinv cosv ved derivasjon).

5cm h 5 cm

Du kan ogsa lgse oppgaven ved a innfgre stgrrelsen x pa figuren nedenfor.

5cm 5 cm

- X—>

Da er hgyden i trekanten gitt ved h = /25 — 22 og arealet blir A(x) =
2v/25 — 2. Du kan na finne maksimalpunktet ved derivasjon, men utreg-
ningene blir litt styggere enn ovenfor.



