Fasit til utvalgte oppgaver MAT1100, uka 6-10/9

Oyvind Ryan (oyvindry@ifi.uio.no)
September 9, 2010

Oppgave 1.5.8

Hvis P(x) er delelig med = — a, s kan vi skrive P(z) = (x — a)Py(x). Hvis
P(x) ogsa er delelig med z — b sd mé jo P(b) = 0. Men da er det klart at ogséa
Py(b) =0, siden b — a # 0. Men da folger det fra Setning 1.5.5 at P; er delelig
med x — b ogs, slik at vi kan skrive Pj(x) = (z — b) P2(x), og vi har derfor

Plz)=(x—a)Pi(z) = (z — a)(z — b) Py (x),

slik at P ogsa er delelig med (x — a)(z — b).

Oppgave 3.1.10
Anta at z = z1 + 422 og w = wy + iws er slik at bade z + w og zw er reelle. At
z4+w =21 +ize +wy +iwe = 21 +wy + (22 + wa)
er reell betyr at imaginaerdelen er 0, det vil si at 2o + wy = 0, som betyr at
Wy = —22.
At zw er reell betyr at

zw = (21 + iz9) (w1 + iwse) = zyw1 — 2wy + (w129 + wozy)

er reell, som pa samme mate bare kan skje hvis wy 2o + we2z1 = 0.
Vi har na brutt ned problemet vart til & finne alle reelle lgsninger av

Wy = —29

Wiz = —W2Z21.

En lgsning av disse er opplagt, nemlig at zo = wy = 0, som svarer til at bade z
og w er reelle. Hvis z3 # 0 blir den unike Igsningen av likningene

wo = —2Z9
w21 w221
wl = — = — = Zl)
22 —Ww2

som uttrykker at z og w ma vaere konjugerte av hverandre.



Oppgave 3.2.13
a)

Vi regner ut

aw = (1+iV3)(1+4d)=1-V3+i(V3+1)=1-V3+i(V3+1)

1+iv3  (1+iv3)(1—1i)

z
w 1+ 1+1

= %(1+\/§+z‘(\f3—1)): \/§2+1ﬂ_\/§2f1.

b)

For zhar vir =+/1+3 =2, og cosf = %,sin@z @, som gir 6 = %
For w har vi r = /1 +1 = /2, og cosf = %ﬁin@ = %, som gir 6
c)

Fra b) ser vi at Z har polarform r =
dermed

\/i: Q’Ogezg_

Z_ 2 cos (1) +i\/§SiIl<1) = V341 +i\/§_1.

w 12 12 2 2

Sammenligner vi realdelene og imaginaerdelene ser vi at

Vicos (L) = Yt

12 2
3—1
Vasn () = VBl

som gir

COS (1) = 7\/64_ \/i

12 4
w(T) - V6-v2
Sin 12 = 4 .
Oppgave 3.2.14
Vi har at
lz+w* = +wztw=(2+w)(Z+w0)

= zZ4+zw+ wz + ww
2|2 + |w|?® + zZw + Zw
= \z|2+|w\2+2§R(2w)

= 2P+ P,



Geometrisk betyr R(Zw) = 0 at vinklene z og w star vinkelrett pa hverandre:
Hvis argumentet til z er  og argumentet til w er ¢, sa blir jo argumentet til Zw
lik ¢ — 6 (siden argumentet til Z er —6), og Zw har null i realdel hvis argumentet
er =7, som skjer bare hvis 6 og ¢ skiller seg med 7, det vil si at z og w
star vinkelrett pa hverandre. Men da danner z,w, z + w sidene i en rettvinklet
trekant, og det vi har vist er da ikke noe annet enn Pythagoras laeresetning.

Oppgave 3.2.16
a)

Vi har at
z—1 (z—1(+1_ (2-1)(Z+1) 2Z+2-2Z-1_  2-%
z+1  (z+1z4+1  |z+12 |z + 1|2 oz 412

der vi har brukt at 2z = |2|? = 1. Dette tallet er rent imagineert, siden z — % er
det (realdelene kansellerer hverandre.

b)

0, z—1, og z + 1 ligger alle pa en sirkel med sentrum i z med radius 1 (0 ligger
pa denne sirkelen siden |z| = 1). z — 1 og z + 1 ligger ogsa pa samme diameter
i sirkelen, og det at Zi er rent imaginger betyr at vektorene z — 1 og z + 1 i
planet star vinkelrett pa hverandre, siden hvis a har vinkel 6 og b har vinkel ¢,
sé har § vinkel 6 — ¢, og ¢ er rent imaginger hvis og bare hvis 6 — ¢ er 90 grader.
Med andre ord, i en trekant innskrevet i en sirkel der to av hjgrnene ligger pa

diameteren, si vil vinkelen i det tredje hjgrnet vaere 90 grader.

Oppgave 3.2.18
a)

1+ti og 1 —ti har samme modulus (v/1 + ¢2), og hvis argumentet til 1+ ¢i er ¢,

s& blir argumentet til 1 —t: lik —¢. Men da har % modulus lik 1 og argument

lik @ = 2¢. For alle ¢ ligger dermed punktene pa sirkelen om origo med radius
1, som var det vi skulle vise.
b)

Fra a) vet vi at argumentet til % er = 2¢, der ¢ er argumentet til 1 + ¢i.

Sistnevnte er lgsningen pa tan ¢ = ¢, slik at tan () =¢.
Oppgave 3.2.21
Fra trekantulikheten kan vi skrive

2l = - wtw[<|z—w| +|w|

lw| = |w—z+z[<|w—z|+]2] = [z —w[+]7],



som ogsa kan skrives

2| =

|w] =

w| <
<

2| = [z —wl.

Siden en av de to venstresidene her er lik ||z|
at ||z] = [w]| <[z —wl|.

— |wl], s& kan vi konkludere med

Oppgave 3.3.8

Vi skal regne ut (1 + 7)%04 og (3 — )73 ved hjelp av de Moivres formel. Da
1 + 4 har modulus /2 og argument 7 far vi

(v2(eos ()i (7))
\[2804 ( (8 47r> (80477))

V3% (cos (201) i sin (2017))
2192 (cos (200 + 7) i sin (2007 + 7))

2192 (cos (1) i sin ()
_2402.

(1+14)%04

isin

sin

= )

v/3 — i har modulus 2 og argument — &> 0g vi far dermed ogsé

™ ™
2 cos (— ) sin (=
( cos (— ) isin

173
:))
s <COS< 1737r>‘, ( 1737r)
173 (cos <287r + —
( T
o0s

(V3 —1i)'73

Wiy

5
5 > 7 8in (287r +

(o (5):0 )

)

_ g (x/ﬁ - %)
2 2
= —2'7(V3+1).



Oppgave 3.3.9

. sing \ ™
1+itan@\" _ 1—|—z§;‘;9
1—itané ] — gsiné

cos 6

B (cos@—i—z’sin&)n

Vi har at

cosf —isinf

(&) -5

e cos(nb) + isin(nf)

e~m® — cos(nf) — isin(nb)
1 +itan(nd)
1 —itan(nf)’

Oppgave 3.3.10
Vi har forst bruk for at formlene
e’ = cosf+isind
e = cosf —isind,
som jo gjelder for reelle 6, ogsa gjelder for komplekse z, det vil si
e = cosz+isinz

e = oSz —1isinz.

Disse vises ved at vi fgrst regner ut cos z + i sin z ved hjelp av definisjonene

eiz _’_efiz

CcCoOsz = _—
2

) el _ iz
sinz = -
21

fra Seksjon 3.3 (e ~**-leddene vil da kansellere), deretter regner vi ut cos z—i sin z
pa samme méte (e**-leddene vil da kansellere). Vi far na
ei(z+w) _ e—i(z+w) ezl _ =iz p—iw
sin(z +w) = =
(24 w) 2i 21
(cosz + isin z)(cosw + isinw) — (cos z — isin z)(cosw — isinw)

2i

2i(cos z sinw + sin z cos w) . .
= % = SIn 2 CoS W + CoS z sinw,
)




der halvparten av leddene i telleren kansellerte. Pa samme mate far vi at

ei(erw) +efi(z+w) etz piw + e~ tZe—iw
cos(z +w) = 5 = 5

(cosz +isinz)(cosw + isinw) + (cos z — isin z)(cos w — i sinw)

2

2(cos z cosw — sin zsinw) S
= = cos z cosw — sin zsinw.

2

Oppgave 3.3.12
a)

Formelen >~ _, 2k = ——7 kan bevises ved induksjon péa ngyaktig samme méte
som for reelle tall. Formelen er opplagt sann for n = 0. Hvis vi har vist den for
0,1,...,n,safar vifor n+1

P |

n+1 n o

§ Zk — E Zk + Zn+1 = 4 Zn+1
z—1

k=0 k=0

Zn—i—l -1 Zn+2 _ Zn+1

+
z—1 z—1
Zn+1 _ 1 +Zn+2 _ Zn+1 Zn+2 _ 1

z—1 oz

)

som viser at formelen holder ogsa for n + 1. Dermed holder formelen for alle n.

b)

ik

Setter vi inn z = ¢™*? i formelen fra a) far vi forst at 2% = ¢?*?

, og deretter

ei(n+1)9 -1

n
iko
e
e —1
k=0

som var det vi skulle vise.

c)

Hgyresiden fra svaret i b) kan omskrives slik:

6i(n+1)0 -1 6i(n+1)9/2 6i(n+1)0/2 _ e*i(n+1)9/2
00 _ 1 = 0i0/2 0i0/2 _ o—i0/2
ei(n+1)6/2_ ,—i(nt1)6/2
ind/2 2i
€ ci0/2 _o—i6/2
21
1
sin (%9)
_ ein9/2

som er det uttrykket vi skulle frem til. Vi har her brukt formlene for cosinus og
sinus uttrykt ved hjelp av eksponentialfunksjoner.



d)
Setter vi opp realdel og imaginaerdel i uttrykket i c) far vi

Z et = Z(cos(k@) + isin(k0)) = Z cos(k@) + 1 Z sin(k0)
k=0 k=0 k=0 k=0
n ./m sin (%9)
(cos (59) + isin (59)> (0 (3)
cos (%0) sin (”THF)) n Z,sin (%0) sin ("—10) '
sin (g) sin (g)

Sammenligner vi realdelene og imaginaerdelene i disse uttrykkene far vi

n cos (26) sin (”—10)
cos(k@) = :

Sin (g)
- S hg) — sin (20) sin("Tle)7
2o =

som var det vi skulle vise.



