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Oppgaver fra Kalkulus

8.3.9
8.3.15
8.3.14

Bruk at kontinuerlige funksjoner ikke kan ha isolerte positive (eller negative
verdier), men ma veere ikke-null pa et intervall.

8.2.12

NB! Denne er lang og litt kronglete, men ganske laererik!



Fasit

8.3.9
Definer N
P = [ o

Bruker man middelverdisetningen pa denne med intervall [a,b] finner man

—a
for en eller annen ¢ € (a,b). Vi vet at F'(t) = f(t) og at F(b) = fabf(t) dt
mens F'(a) = 0. Dette gir at

flo) = 2 S0 %

som er det oppgaven vil ha.

8.3.15
a)
lim —fogc S dt = lim J(z)

x—0 x z—0 1

= f(0)
Her har jeg brukt at dette er et 0/0-utrykk og at f er kontinuerlig. Siden

lim g() = ¢(0)

z—0

er g kontinuerlig.

b)
Anta at |f(z)| < M for all . Anta at z > 0. Da er

é/oxf(t) dt‘ < i/o |f(2)] dt

1 M
g—/ Mdt =22 — M
x J T

dvs |g(x)] < M og g er begrenset for positiv x. Negativ = er helt analogt.

lg(z)| =




8.3.14

Siden g(c) > 0 og g er kontinuerlig ma det finnes et intervall I5 = (¢—d, c+0)
for en eller annen ¢ > 0 slik at g(x) > € for alle € I5. Dermed er

b
/g(ﬂi)dLUE/g(a:)dx>e-25>O
a ]5

Hvis det ikke hadde funnes noe slikt interval vil det si at lim, . g(z) =
0 # g(c), slik at g ikke er kontinuerlig.
Uten antagelsen om kontinuitet er utsagnet feil. Et enkelt moteksempel

f(w)z{o e

1 z=c¢

er

Denne oppfyller klart f(c¢) > 0 men den er ikke kontinuerlig, og har integral
lik 0.

8.2.12
)

i+ +2)--(t+k—=1)>di-i---i>i(i—1)---(i—k+1)
Ulikhetene skyldes at i +1>%>¢—1,7+2 > 17> 17— 2 osv.

b)

Merk at for i = Leri* =1-(1+1)---(1+k—1) = kl. For n = 1 sier

venstresiden
1

> i — 1k = k!

=1

x>

Hgyresiden er % = k! slik at formelen stemmer for n = 1. Anta den

stemmer opp til en eller annen n. For n + 1 har vi da

n+1 n E+1

~E_Z-E E_ N k
Yo=Y i+ (n+ 1)k = +(n+1)
=1 =1 k+1

nn+1)---(n+k)+k+1n+1)---(n+k)
k+1

(n+E+D))n+D)n+2)---(n+k)  (n+1)F!

E+1 k41




Dette viser at formelen stemmer ogsa for n + 1.
Merk at 12 = 1(1 — 1)(1 —2) -+ = 0 slik at med n = 2 er venstresiden 0.

Hgyresiden er

2L nn—1)---(n—(k+1)+1)

k+1 k—+1
Hvis man i tillegg antar at £ > 1 er hgyresiden 0. Med k = 1 er ikke 0, slik
at utsagnet slik det star i oppgaven er litt upresist. Anta derfor k£ > 1 slik at
utsagnet er korrekt for n = 2. Anta formelen stemmer opp til en eller annen
n. n + 1-leddet ser da slik ut:

k+1

sz sz—l—n* k;—}-l—i_ni

nn+1)---(n—k)+k+nn—-1)---(n—k+1)

k+1
(=K +(FE+1))nn—-1)---(n—k+1) (n4 1)L
B k+1 ket
c)
Intervallene er
[z’—l z}
a,—a
n n

for i = 1,2,---n. Den maksimale verdien til z* er ved hgyre endepunkt i
hvert intervall, dvs M; = (%)k, mens lengden pa intervallene er %. Vi kan
derfor skrive

i=1
n n
k1 . ak+l T
= — g 1 < E 1
nk+1 £ = pk+l 2
=1 1=1

Den siste ulikheten kommer fra a).

ok
For nedre trappesum, med m; = (%a) .
k+1 ™

N(IT,) = Z (’ - 1a)k% = S - 1)

i=1 =1

Merk at forste ledd i denne summen er 0, slik at summen reelt gar fra 2
til n. Skift variabel til 7 =7 — 1 og fa

n n—1
Y i-pF=) "
i=2 Jj=1



Tenk over grensene her!
Hvis vi bytter navn tilbake til ¢ igjen viser dette at

gkl L i P i
N(IT,,) = < -
) = 2= k+1§l
hvor jeg igjen har brukt a).
d)
Ved b) og ¢) har vi at
b+l pk+l
I, < ———
O) < 371
mens T
a"tt piE
N(IT,
(M) = nkt1k+1
Merk at
T (1) (nk) 1141 (148
nktl n---m N 1
Slik at -
Rl
i =
og dermed ogsa
gkt
i <
2 O = 375
Et tilsvarende argument viser at
k1, k41
lim ——1
n—o0 =
og dermed at
a1
lim N(II,) >
i NI 2 37

Siden N(II,,) < O(I1,,) for alle n har vi ogsa at

lim N(IL,,) <
Jim N(IL) < 7

0g

lim O(IL,) >

n—oo

o
+
—



Dette viser at

ak+1

lim O(1I,) = = lim N(II,)

Dette betyr at integralet finnes og er lik det oppgaven pastar.



