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Oppgavesettet er pd 8 sider.

Vedlegg: Formelsamling.

Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator, vedlagt formelsamling.

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Du ma begrunne alle svar, og vise nok mellomregninger
til at man lett kan fplge argumentene dine.

Oppgave 1

Sett

O N

QLN O
~—

— Q

der a er et reelt tall.

a

Regn ut determinanten til A. For hvilke a er A invertibel?

Svar: Vi regner ut langs fgrste rad,
det(4) =a(a®—2) —2a=a(a’® —4).

A er invertibel hvis det(A) # 0, altsa for a ¢ {0, £2}.

(Fortsettes pa side 2.)
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b
Bestem nar ligningen
T b1
Aly] =|b
z b3

har entydig lgsning, har uendelig mange lgsninger, og ikke har noen lgsninger.

Svar: Den utvidede matrisen til ligningsystemet blir

a 1 0 b1
2 a 2 bg
0 1 a bg
1 a/2 1 by /2
" 0 1 a b3/2

0 0 —2a(1—a?/4) by —bya—bz(1—a?/2)

Vi vet allerede at for a ¢ {0 £ 2} har ligningsystemet entydig lgsning. Vi far tre tilfelle der vi
enten kan ha ingen eller mange lgsninger. Hvis siste raden i matrisen blir “0O = 0” har vi mange
Igsninger, hvis ikke, har vi ingen Igsninger.

a =0, Mange lgsninger hvis b; — b3 = 0, ellers ingen,
a=2, mange lgsninger hvis b; — by + b3 = 0, ellers ingen,
a=—2, mange lgsninger hvis b; + by + b3 = 0, ellers ingen.

C

Finn egenverdiene og tilhgrende egenvektorer til A.

Svar: Det karakteristiske polynomet til A blir
(@) ((a— A2 - 4),

som har rgtter \y = a, \o =a+20g A3 =a — 2.

For \; blir ligningene for egenvektoren (z,y, 2)': ax +y = ax, 2z + ay + 2z = ay og
y + az = az, Igsinger gir (z,y, z) = (1,0, —1).

For ), blir ligningene ax +y = (2+a), 2z +ay+ 2z = 24+ a)yog y + az = (2+ a)z.
Disse har lgsning (z,y, z) = (1,2, 1).

For A3 blir ligningene az +y = (—2+a), 2c+ay+2z = (—=2+a)yogy+az = (—2+a)z.
Disse har lgsning (x,y, z) = (1,—2,1).

(Fortsettes pa side 3.)
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d

Sett zp = zg = 1 og yo = 0. Skriv vektoren
Lo

Xo = | Yo | som en lineerkombinasjon av egenvektorene du fant i forrige punkt.
<0

Svar: Vi ser at

1 1 1 1
Xo = 5 2 + 5 —2
1 1
€
Definer en folge {x,} ved
Tn
X, = | yn | = A"X.
Zn,
Vis at x,, = z,,. For a = 1, bestem grensen
lim %.
n—oo 2,

Svar: Vi har at
L[ @+ +@-2r
Xn = 5 2((a+2)"—(a—2)")
(@+2)" + (a—2)"

Vi ser at x,, = z,,. For a = 1 blir

nar n — oo.

Oppgave 2

Finn den minste avstanden fra kjeglen 2% + y* — 22 = 0 til punktet (z,y, 2) = (3,3,0).

(Fortsettes pa side 4.)
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Svar: Vi bruker Lagranges multiplikatormetode pa
f(z,y,2) = (x —3)* + (y — 3)? + 2*, med bibetingelse g(x,y, z) = 2* + ¢y*> — 2> = 0.

Vi far ligningene
r—3 =\
y—3=2\y og 2* = 2° + ¢*.
z=—Az
Hvis z = 0, sa blir z = y = 0 ved den siste ligningen, f(0,0,0) = 18. Hvis z # 0 blir A = —1,
ogr =y =3/2. Dablir 22 = 9/2, og
£(3/2,3/2,£1/9/2) = 9 < 18 = £(0,0,0).

Altsa blir minste avstand 3.
Hvis vi ikke ville bruke Lagrange, sa kunne vi sett geometrisk at minste avstand blir 3,
(likesidet trekant).

Oppgave 3
Betrakt avbildningen F' fra (u,v) planet til (z,y) planet gitt ved

r=u-+0v, y:v—u2.

a
Regn ut Jacobideterminanten til F'.

Svar:
1 1

AV
det(F)| = | 3,

’—]—1—2u]—2u+1.

b
La T vere trekanten i (u, v) planet med hjgrner (0,0), (2,0) og (0, 2). Skissér F'(T').

Svar: Nedre kant blir avbildet til linjen F'(u,0), u € [0, 2], som blir kurven (u, —u?). Den skré
linjen blir avbildet pa kurven F'(u,2 — u) = (2,2 — u — u?), u mellom 2 og 0. Den vertikale

(Fortsettes pa side 5.)
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linjen blir avbildet pa kurven F(0,v) = (v,v) for v mellom 2 og 0. Tilsammen gir dette bildet
under.

Hva blir

/ / dxdy
ey (T —y+1)?
(Du kan fa bruk for formelen

/ dv 2t 1 (2v=5 + konstant. )
—————— = —=tan onstant.
v2=5v+T7 /3 V3

Svar: Vi har at

_|o(z,y)
dody = ‘awv)

dudv = (2u + 1)dudv,

(Fortsettes pa side 6.)
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samtatr —y+ 1 =u+v—v+u®>+1=u?+ u+ 1 Derfor blir integralet
2u+1 2 2yl
// ut dudv = / vt dudv
(u? +u+1) o Jo  @Hu+1)2
2 1
= 1-— dv
/0 < (2—v)2+(2—v)+1>
2 1
Y S
/0 2 b7

v=0

e (e 2)

Oppgave 4

a

La

x y
F -
(z,y) (x2+y2+17x2+y2+1)

0 va&re den parametriserte kurven gitt ved r = (f —sIn — COoS , UL € |—m,m|. beregn
gC den p iserte k gitt ved r(f) = (t —sin(?), 1 (t)),t € [-m, 7]. Bereg

/F-dr.
c

Svar: Viser at F = V¢, der ¢ er
1
d(x,y) = Flog (¢* +y° +1).
Videre er r(—m) = (—m,2) og r(m) = (m,2). Vi far at

/ F - dr = ¢(x(r)) — $(x(~7)) = 0.

c

(Fortsettes pa side 7.)
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b
La D vere omradet i (z,y) planet beskrevet ved 0 < = < 10g 0 < y < /1 — . Beregn

dobbelintegralet
// vV (x+y?)dedy
D
(Hint: Bruk koordinatskifte z = 72 cos?(6), y = rsin(6).)

Svar: Vi regner ut at
T

e+

z+y? =1 og cos(d) =

Videre blir Jacobideterminanten

‘ggf g;‘ = 2r° cos(6) = 2v/z (z + ).

Derfor blir
1 w/2
// vV (r+y?)dedy = / 2/ r* cos®(0)dfdr
D o Jo
1 [m/? T
_5/0 cos(29)+1d0—ﬁ.
Oppgave 5

Konvergerer disse rekkene? Svarene skal begrunnes

a
S (V¥ T —n)

Svar: Vi regner fgrst ut at
1

B vnZ+1+n’

Qn

og sammenligner med ) 1/n,
’ n 1

im na, = ——— = -.

n—o0 vn2+1+n 2

Rekka divergerer.

(Fortsettes pa side 8.)
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b

[e.9]

-
(log(n))*="”

(Hint: Nar du tester, kan det Ignne seg a sette u = log(n).)

n=2

Svar: Vi sammenligner med > 1/n?,

2

n
lim n%a, = lim ————
n—00 n—00 log(n)bg(”)
e210g(n)

- nh—>nolo log(n)bg(”)

i o2 log(n)
o n1—>oo 10g<n)

_ i lostm@—log(n)

_ 6lim(log(n)(2—10g(n))) —e>® =
Derfor blir rekka konvergent.
C
=~ 1
Z nl—‘rl/n
n=1
Svar: Vi sammenligner med > 1/n,
lim na, = lim —— = lim e~ 8™/ — 1
n—00 " n—00 n1+1/" n—00 ’

Rekka divergerer.



