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Oppgave 5.10.1a)
Ser at </ f(z,y) = (4,-3), og vyg(z,y) = (2z,2y). wvg(x,y) = 0 hvis og bare hvis

x =y = 0, og dette er ikke kompatibelt med bibetingelsen. Vi trenger derfor bare
finne lgsningen av

v f(z,y) = ( _;f ) =/\< ;ﬁ ) =Avg(z,y).

Vi ser her at = # 0,y # 0. Deler vi fgrste komponent pa andre komponent far vi

at £ = —%, eller z = —%y. Setter vi dette inn i bibetingelsen far vi at ¥y? 4+ ¢? =
1, som gir at y = j:;, med tilhgrende verdi for z, x = F3. Vi far dermed de
to kandidatene (%, -%,5), (—%, %, —5). det forste er et maksimum, det andre et

minimum.

Oppgave 5.10.1 b)

Ser at v f(x,y) = (y,x), og Vg(x,y) = (18x,2y). Vi ser forst at 7g(z,y) = 0 ikke
har noen lgsning som lar seg kombinere med bibetingelsen. Ligningen \7f = A/ ¢
blir til

y = 18\x
r = 2\y.

Vi ser at bibetingelsen lar seg bare oppfylle hvis x,y, A # 0. Fra de to ligningene
ser vi at 18% = 2\, som gir 36\% = 1, og dermed \ = :I:%. Den fgrste ligningen
sier at y = £+18z = +3z. Innsatt i bibetingelsen gir dette at 922 + 922 = 18,
eller x = £1. Vi ser derfor at alle kandidatene er (+1,+3). Det er derfor klart at
f(z,y) = xy har minimum (-3) for (z,y) = (-1, 3), (1, —3), og maksimum (3) for

(‘Ta y) = (*13 73)7 (L 3)

Oppgave 5.10.1c)

Vi trenger derfor bare finne lgsningen av

2z 2
Vf(xvyvz): 2y =A -3 :)‘vg(xay,z)
2z 2



En lgsning her er A = 2 = y = z = 0, men denne lgsningen er ikke kompatibel med
bibetingelsen. Deler vi komponentene pa hverandre far vi likningene

z = x
3
= ——zx.
Y 2
Setter vi dette inn i bibetingelsen far vi
9 17
20 — 3y + 2z =2z + 53@—}—235: 2%= 17,

slik at = 2. Var kandidat blir dermed (2, —-3,2). Det er klart at dette ma bli
et minimum, siden problemet er & minimere/maksimere avstanden fra et plan til
origo.

Oppgave 5.10.1f)

Likningen for gradientene blir her

2z -2 1 2
4y :)\1 1 +/\2 -1
22 +1 1 -1

De to gradientene pa hgyre siden ser vi fort at er linezert uavhengige, slik at vi ikke
far ekstra lgsninger pa grunn av linezr avhengighet. Vi kan videre uttrykke x,y, z
ved A1, A2 ved hjelpe av komponentlikningene over:

1
X = §>\1+)\2+1
1 1
= -\ —-A
Y 1M T g
1 1 1
= “AM—-Xd——.
: 2™ T 27 g
Setter vi inn dette i1 bibetingelsene far vi
5 1 1
= =-M+-X+=-=1
91(2,y,2) Trytz= M+ ety
1 11 b)
= 2r—y—z=-M+—X+=-=5.
92(2,y,2) T-Yy—2=4 1+ 1 2+2

Setter vi konstantleddene pa samme side kan vi danne oss den utvidede matrisen

5 1 1
(1 d38)
i1 2
0 2
Radreduserer vi denne far vi matrisen ( | g ), slik at Ay = 2, A2 = 3. Setter
9
vi inn dette i likningene for z,y, z far vi
1)\ + X +1 1+ +1=2
r = - = — — =
PR 99
1 1 1 2 1
e P VR S R
Y AT’ 9 6
1 1 1 1 4 1 5
z = *)\1—*>\2—*: ***** = ——.

Vi ser derfor at vart minimum er (z,y,z) = (2, —%, —g). At dette faktisk er et
minimum kan lett begrunnes ved & sammenligne med verdien i et annet punkt, eller
ved & se pa problemet som det a finne et punkt pa en linje som ligger naermest et

annet punkt.



Oppgave 5.10.3

Vi skal minimere f(z,y,z) = 22 + y? + 2z? under de to bibetingelsene

n(zy.2) = ®+y*=1
gp(z,y,2) = ®—ay+y* -2 =1
Vi ser at
v o= (22,2y,22)
Vg = (27"7 2?47 O)
Vg2 = (2$ - Y —T + 2y7 _22)

For & bruke teorem 5.9.2 finner vi fgrst ut nar \yg; og \vgo er linezert avhengige.
Dette kan vi finne ut av ved a bringe matrisen

2z 2z —y
2y —z+2y
0 —2z

pa trappeform (nér er ikke alle sgylene i den radreduserte matrisen pivotsgyler?)
En mulighet for dette er at + = y = 0, men da er ikke den fgrste bibetingelsen
oppfylt. Det er lett a sjekke at hvis ngyaktig en av z,y er lik 0, sa er begge sgylene
pivotsgyler. Hvis bade z,y # 0 kan vi skrive

2x 20 —y 2y 2xy — y? 2cy  2xy — y>
2y —x+2y ~ 2ry  2zy — 2 ~ 0 y?—a?
0 —2z 0 —2z 0 —2z

Det er klart at andre sgyle ikke er en pivotsgyle kun nar y = £x,2 = 0. y = +x
kombinert med fgrste bibetingelse gir at (z,y) = (:I:%, :t%) Det er fort gjort
a sjekke at dette sammen med z = 0 ikke passer sammen med andre bibetingelse,
sa linesert avhengige Vg1, Vg2 gir oss ingen kandidater. Det gjenstar na a lgse
ligningen

VI=MVg+AVee.

Pa komponentform er denne

2Mx 4+ 2 0 — Aoy = 2z
20y — Aax + 2 0y = 2y
-2z = 2z,
Den tredje ligningen sier at z = 0 eller Ay = —1.

Anta forst at = 0 (s& y = £1 fra den forste bibetingelsen). Da sier de to forste
ligningene at
—Xy = 0
2)\13/ + 2)\211/ 2y.

Da blir A2 = 0, A\; = 1. Den tredje ligningen er da oppfylt kun nar z = 0. Det er
klart at (0,41, 0) oppfyller begge bibetingelsene. Helt tilsvarende far ved & anta at
y =0 at (£1,0,0) oppfyller begge bibetingelsene ogsé.

Anta til slutt z,y # 0. Vi ser z = 0 sammen med dette ikke er forenlig med de
to bibetingelsene. Vi skriver om de tre ligningene til

2xizy 4+ 2\oxy — Moy = 2ay
2xhzy — Aoz + 2x0zy = 2ay
—22’>\2 = 2z.



Trekker vi den fgrste ligningen fra den andre far vi at Agy? = Aoz, Den tredje
ligningen sier derfor at Ay = —1 siden z # 0. Mulighetene der x og y har motsatt
fortegn gir oss en annen verdi for A\; enn der de har samme fortegn. Imidlertid ser
vi fort at det er kun der de har motsatt fortegn at det lar seg forene med andre
bibetingelse. Ved & sette inn i andre bibetingelse ser vi at fglgende punkter er
kandidater i tillegg til de vi allerede har:

I N U U U TS S S BNV B

Alle disse gir verdi 2 for f, mens punktene (0,+£1,0),(£1,0,0) gir 1, som dermed
blir minimumspunktene.

( ).

Oppgave 5.10.5
Funksjonen L kan na skrives
L(z,y,z) = 4o + 2y + 2z,

og bibetingelsen er at g(z,y, z) = xyz = 500. Likningene for gradientene blir

4 Yz
VL(,y,z)=| 2 [ =XA| 2z | =Avg(z,y2)
2 Ty

Deler vi forste og andre komponent pa hverandre far vi at £ = 2, eller y = 2x. Deler
vi fgrste og tredje komponent pa hverandre far vi at 2 = 2, eller z = 2z. Setter vi
inn i bibetingelsen far vi £222x = 500, eller 23 = 125. Altsa er x = 5, og lgsningen
var blir (z, 2z, 2z) = (5,10, 10).

Oppgave 5.10.10
a)

Vi fullfgrer kvadratene i 92% + 4y? — 18z + 16y = 11 og far 9(z — 1)? + 4(y + 2)* =
114+ 9+ 16 = 36. Kjeglesnittet kan derfor skrives

(z— 1) y+2)2,1
9z T 32 7

Kjeglesnittet er derfor en ellipse med sentrum i (1, —2), og med store halvakse 3, lille
halvakse 2. Brennvidden er ¢ = /32 — 42 = /5. Brennpunktene er (1,-2- \/5) og
(1, =2 +/5).

b)

Vi skal maksimere/minimere funksjonen f(z,y) = 2z + y, under bibetingelsen
g(z,y) = 92% + 4y?> — 182 + 16y = 11. Siden bibetingelsen beskriver et lukket,
begrenset omrade og f er kontinuerlig, sa vet vi at f antar bade maksimum og
minimum. Likningen for gradientene blir

vian = (1) =r("s il ) = ATt



Sammenligner vi komponentene ser vi at 18z — 18 = 2(8y + 16), som gir at 18z =
16y + 50, eller 92 = 8y + 25. Setter vi dette inn i bibetingelsen far vi at

922 +4y2 —50 = 11
81x? +36y> = 549
(8y +25)% + 36y = 549
100y +400y +76 = 0
25y% + 100y +19 = 0.
Bruker vi formelen for andregradsligningen far vi y = —1—59, eller y = —%. Losningene

vére blir dermed (z,y, f(z,y)) = (-2, -12,-5) og (z,y, f(z,y)) = (%, —1,5), der
den fgrste er et minimum, den andre er et maksimum.

vg(x,y) = 0 hvis og bare x = 1,y = —2, men der er lett & se at dette punktet
ikke tilfredsstiller bibetingelsen.

Oppgave 5.10.13

La y vaere den horisontale lengden péa siden av renna, og z veere den vertikale lengden.
Arealet av tverrsnittet er da gitt ved

A= flr,y,2) = (z+y)z =22 +yz,

og bibetingelsen er
9(5571/72) = .’E+2\/ y2 +Z2 =b.

Ligningen vi skal lgse tar dermed formen

1
z 2y
z = )\1 /y2+z2
2z
Tty ]

Vi ser at de to forste komponentene pa hgyresiden mé veere like, som gir at 4y? =
y? + 2%, og dermed 3y? = 22. Dermed er 2= V3, som gir at u = %. Siden \; = z
gir den tredje ligningen dermed at

222 _ 61>

Ty= = =3y,
Vyi+22 2y

og dermed x = 2y. Siden lengden av siderenna lik er /92 + 22 = 2y, ma alle sidene
i renna veere lik g.

Oppgave 5.10.14

Arealet er gitt ved A(z,y,z) = v/s(s —2)(s —y)(s — z), der s = L2 Vi skal
maksimere dette under bibetingelsen g(z,y,z) = x +y + z = O, der O er en gitt
omkrets. Gradienten til g er (1,1,1), som aldri er null. Siden A er litt kronglete &
derivere kan vi i stedet maksimere funksjonen f(x,y,z) =In A(z,y,2). Vi far da

1 1 1 1
f(z,y,2) = ilns—i— iln(s—x) + iln(s—y) + iln(s—z).



_ T—y+z _
8§ =Y = T8 — 2 =

, sd ser vi ved bruk av
I(s—x) __ _l)‘
oz - 2/

Siden s — x = w

T+y—=z2
2
kjerneregelen (for eksempel er

1 1 1 1
s 4(s—=x s— s—z
dsAlspe) D Alsoy) o A(sr)

1

Vf = 4s + i(s—z)  4(s—y) + 4(s—z)
1y 1 4 1
4s 4(s—x) 4(s—y) 4(s—=z)

For at \7f = Ay g ser vi at fgrste og andre komponent i 7 f ma veere like. Dette
gir at
1 1 1 1 1 1 1 1

ZTs_4(5—36)—'_4($—y)—’_4(3—2) 4s  4(s—x) 4(s—y)+4(s—z)7

som gir at
1 1

20s—y) 2(s—a)
og fra dette ser vi forat at * = y. At y = 2z viser vi pad samme mate ved &

sammenligne andre og tredje komponent i 7f. Vi har dermed vist at z = y = z,
og trekanten er derfor likesidet na vi har maksimum areal.

Oppgave 5.10.16
a)

Vi har at
VP(z,y) = (aKa* "y’ BKz°7T).

For bibetingelsen g(x,y) =z +y = S har vi

vy(z,y) = (1,1).

aKzelyf '\ Na
BKxz~38-1 ) — 1

far vi at aK2* 'yP = BKxz%y~!, og dermed at ay = [Bx. Kombinerer vi med
bibetingelsen far vi ligningssystemet

Fra ligningen

r+y = S
fr—ay = 0.

Lgsningen = = (;“—JFS,B, Y= f—fﬁ far vi ved radreduksjon. verdien for profitten blir

( aS  BS ) _acse pRgs aepBgets
a+B a+pB) T (a+p)(a+B)PF T (a+B)ts
b)

Samme fremgangsméte som i a), men na blir ligningssystemet med gradientene gitt
ved

-1
o Kaf' ™ ay? - aon 1
An—1 o, —1 1

o Kot -ox, " el

For hver ¢ ma derfor i’te komponent pa venstresiden veere lik n’te komponent pa

venstresiden. Dette gir ligningen a; Kz ‘20" = a, Kz z%~', og dermed at
o;xy, = apxi. Vihar altsd at x; = %2,

QAn



Siden x1 + -+, = S far vi da at

Qo Qo Qp
eller
anS
€T =
" ap+ -+ ay
Tilsvarende far vi at
O L B o 1.
g oyt a, ot tag
Profitten blir na
Kxal man _ a?l Sal a%n San
1 n (a1 + -+ ay)™ (1 + -+ ap)on

oz?l .. ,a%nsa1+-~an

(al + e + an)al“r"'an ’

Oppgave 5.10.17

Nyttefunksjonen U(z,y) = alnx + blny har gradient
a b
ry

For bibetingelsen g(x,y) = px + qy = S har vi vg(z,y) = (p,q). Vi ma altsa lgse

ligningen
T (P
(1)=2(7)

For & eliminere A deler jeg komponentene pa hgyre og venstre side pa hverandre, og
far da at $¥ = g, som ogsa kan skrives

bpx = aqy.
Gang sa opp med b i bibetingelseligningen:
bS = bpzr + bqy = aqy + bqy = (a + b)qy,

eller y = (az-isb)q' P& helt samme mate far vi at = ﬁ,

Oppgave 12.1.1 b)

Viser at ag = 14, r = % Dermed er summen %% = 11_4; = % = %—9.
7

Oppgave 12.1.1c)

Den geometriske rekken faes ved & gange hvert ledd med —% < 1 for & fa det neste
4 24

leddet. Summen blir derfor EEil

O

Oppgave 12.1.4 a)

Folger av at arctann — § nér n — oo.



Oppgave 12.1.4 b)

1

)—>1nﬁrn—>oo.
n

Folger av at cos (

Oppgave 12.1.4c)

Vi regner ut

1 n
lim a,, = lim (1—sin—
n—oo n—oo n
— lim en ln(lfsin 717)
n—oo

_ elimnﬂxnln(l—sin 717)
In(1—sin z)

elimwﬂo m

— cosx
l1—sinx

elimm_A)

= e L

Det folger dermed fra divergenstesten at rekken divergerer.

Oppgave 12.1.5
a)

Setter vi
1 A B (A+B)k+ A

RETD) k R+l kE+D)

ser vi umiddelbart at A = —B og at A = 1, slik at ﬁ = % — k%rl

b)

Bruker vi det vi viste i a) vil alle ledd i summen kansellere bortsett fra det positive
leddet (1) for k = 1, og det negative leddet (-—-) for k = n. Resultatet folger.

+1
c)

Det er klart fra b) at summen konvergerer mot 1.

Oppgave 12.2.1a)

Funksjonen f(x) = In(z+ 1) er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1,00]. Vi kan
derfor sammenligne med integralet

>~ 1
/1 . 1d:r = lim [In(z+1)]} = lim In(n+1) — In2.

n—oo n—oo

Rekken vil derfor divergere, siden integralet divergerer (In gér mot uendelig).



Oppgave 12.2.1 b)

Funksjonen f(z) = 12—1“ er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1,00]. Vi kan
derfor sammenligne med integralet

< 1
/1 mdw = nlin;o larctan x|} = nh—>ngo arctann — arctan 1 = g — % = %
Rekken vil derfor konvergere.
Oppgave 12.2.1 c)
Funksjonen f(z) = le_s_x er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1,00]. Vi kan

derfor sammenligne med integralet

& 1 <1 11"
/ 3 dacg/ —de: lim [—} =1.
1 Tt I n—o0 x|,

Rekken vil derfor konvergere.

Oppgave 12.2.1 d)

Funksjonen f(z) = 5= er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [1,00]. Vi kan
derfor sammenligne med integralet

<1 <1 1 |
/ s—dx < / Tdm = lim |—=e ?*| = -¢2
1 cosh”x 1 e~ n—oo | 2 L2

Rekken vil derfor konvergere.

Oppgave 12.2.1e)

Funksjonen f(r) = § — arctanx er positiv, kontinuerlig og avtagende pa [0, co]. Vi
kan derfor sammenligne med integralet

/O % —arctanxzdr = nlilréo ([x(g — arctan x)}o +/0 1—|g—vx2dx)

= lim (n(;T — arctann) + [; In(1+ x2)} >

n—oo
0

n—oo

1
= lim <n(72T — arctann) + 3 In(1+ n2)) .

Begge leddene her er stgrre enn 0, og det andre vil ga mot co. Rekken vil derfor
divergere.

Oppgave 12.2.2

Vi sammenligner med

o a(lnz)? i uP’

Hvis p # 1 vet vi at dette er

1 " 1
lim { ul_p] = lim (nl_p — (In 2)1_p).
n—oo | 1 — D 2 n—oo 1 — D



Det er klart at dette konvergerer hvis og bare hvis p > 1.
For p = 1 vil rekken divergere. Integralet ovenfor vil da i stedet bli en logarit-
mefunksjon, og integralet vil divergere siden Inn — oo nar n — oo.
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