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Oppgave 12.6.5

Rekken her er geometrisk. Hvis |1 —22| < 1 (dvs. = € (—v/2,0)U(0, v/2) er summen
gitt ved
T _ 1
S@)={ Ta= = ¥ € (—v2,0)U (0,v2)
0 z=0

For 2 = /2 og alle andre z-verdier divergerer rekken. Konvergensomradet er altsa
(—v2,v/2), og summen er altsa 0 hvis = = 0, og  hvis 2 # 0 og |2| < v/2. Vi ser at
summefunksjonen ikke er kontinuerlig i dette tilfellet. Dette kan virke som strider

mot Abels teorem. Legg imidertid merke til at potensrekken ikke har samme form
slik den har i Abels teorem.

Oppgave 12.6.7
a)

For at fplgene skal konvergere ma vi pa grunn av divergenstesten ha at a,, — 0. Vi
regner ut

og dermed kan vi bruke grensesammenligningstesten til & sla fast at den ene rekka
konvergerer hvis og bare hvis den andre gjor det.

b)
Den gitte rekka konvergerer pa grunn av a) hvis og bare hvis > >° | In (1 + n%,) gjor

det. Denne konvergerer igjen pa grunn av a) hvis og bare hvis rekka }°>° | -1 gjor
det. Fra tidligere vet vi fra integraltesten at denne konvergerer hvis og bare hvis

p> 1

c)

Vi kan bruke grensesammenligningstesten som i a) til & se at rekka har samme
konvergensradius som Y >, %x", og denne ser vi lett at har konvergensradius 1.
For 2 = 1 ser vi at rekka divergerer siden > 7 % divergerer, for x = —1 ser vi at
rekka konvergerer siden den tilsvarende rekka er alternerende. Konvergensomradet

er derfor [—1,1).



Oppgave 12.7.1 a)

Vi bruker setning 12.7.1 og 12.7.3 for f(z) = Y o n?z™
f/(fI?) _ Z n3xn—1

x 0 n .
/Of(t)dt = 27”1:5 +

Oppgave 12.7.1 b)

, B 2 37 (z+2)n !

flz) = ; ——
> 3 (g 2)n+1

Flz) = z_jl n(n+1)2

— n—1)! = n!
Oognx_4n+1 1°°3nx_4n 1
P = I =y T = e -

Oppgave 12.7.2
a)

>oo2 o™ er en geometrisk rekke som konvergerer for |z| < 1. Bruker vi summe-

formelen for geometriske rekker far vi L.

b)

Vi kan skrive

e ) 1 1 1

n __ — 2 2 .
Zx 1 — a2 1—x+1+x
n=0



Integrerer vi begge sider far vi
© ¢/ 1 1
> p = / 2y 2t
2n 41 o \1—t 1+t
1
= §[fln|1 —t|+In|l+¢]§

1 1+z
= —In .
2 1—2z

Ganger vi med 2 pa begge sider far vi

142 N
1 =2) ——g¥t!
n(l—x) 2 mmre

n=0

som var det vi skulle vise.

c)
Sett inn z = % i b), da far du ligningen som du skal komme frem til.

Oppgave 12.8.1 a)

Taylor-rekken rundt 1 er

o0

DO

n=0

=

Forholdstesten viser at denne konvergerer for alle z. Hvis |x| < M er restleddet

(:TMI),(:U —1)"*+L. Det er klart at vi kan fa denne s liten vi vil bare vi

velger n stor nok. (eller bruk setning 12.8.2).

begrenset av

Oppgave 12.8.1d)

Taylorrekka blir

oo

Z zfl Z a:fl

k=0 k=0

Ved forholdstesten er det klart at Taylor-rekken konvergerer i (—1,1). Ved di-
vergestesten er det klart dette ogsa er hele konvergensintervallet (d.v.s. endepunk-
tene er ikke med).

Oppgave 12.8.1 e)

Den deriverte av In(x + 1) er

Hgyresiden ma derfor vaere Taylor-rekken til 1-&-% Integrerer vi fra 0 til x far vi

n(z+1) i )" i#x"
n=0 n=1



Vet vet derfor at hgyresiden her er Taylor-rekken til In(x + 1) (og har samme kon-
vergensintervall (—1,1) som rekken for %H Konvergensintervallet her blir faktisk

(=1,1], siden vi n& har fatt konvergens i det ene endepunktet ogsa (alternerende
rekke).

Oppgave 12.8.3a)

Vi vet at sinz =Y o, %x%“, slik at
: o (DR, o~ (DF e
sin(a?) = oL (2?)2k+1 =) a2
! !
2 2k + 1)! 22k +1)!

Oppgave 12.8.3b)

Vihar e* =37, %T, slik at

Oppgave 12.8.3f)

Vi har e” = >"77, %, slik at

Oppgave 12.8.3g)

k
Vi vet at sinz = Y o %x%*l, slik at

sin(z) <~ (D%,
z kz:o(%—i—l)!xk'

Siden f(x) er definert slik at den er kontinuerlig i 0, s& vil rekken over veere Tay-
lorrekka til f.

Oppgave 12.8.5
a)

Vi ser forst at
fV(z) = (222 + 2z + 22 4 1)e® = (22 + 4z + 1)e**.

Vi ser umiddelbart at dette stemmer med induksjonshypotesen for n = 1. Anta at
vi har vist at

fM(z) = (272 + 2"(n+ )z + 2" 2n(n + 1))e*.
Da blir
f(”+1)(1:) = @22 2" (4 Do+ 2" n(n +1) + 2" e + 27 (n 4 1))e*”
(2"t g% 42" (n + 2)x + 2" (n + 1) (n + 2))e*”,

som viser at induksjonshypotesen er riktig for n + 1 ogsa.



b)
Vi ser at f("(0) = 2"~ 2n(n + 1). Taylor-rekken blir dermed
n—2
(n—1)!

n>1

Ved hjelp av forholdstesten ser vi at denne konvergerer for alle x.

c)
Det er lett & se at vi kan fa restleddet sa lite vi vil ved & velge n stor nok. Dermed
vil Taylor-rekken konvergere mot f for alle x. Setter vi inn x = —1/2 ser vi at
Taylor-rekken blir
n+1
Z(_l)n 1’
= 4(n —1)!

som er rekken fra oppgaveteksten. Summen blir dermed f(—1/2) = (1/4—1/2)e" ! =
1
—L

d)
Vi har

n

T
SR >
n!

n>0
n,.n
o2 2"y
Z n!
n>0
on annJrl 271711.71
e = E —_— = —_—
nl 2 (n— 1)
n>0 n>1
N ann+2 2n—2xn
xle = E —_— = E —
n! (n—2)!
n>0 n>2

Legger vi sammen de to siste rekkene ser vi at vi far for n > 2 (for n = 1 er det lett

& se at vi far samme bidrag som i Taylor-rekken over)
2n71xn + 2n*21‘n _ 2n*22 + (7’L — 1)1‘” _ 27172 n -+ 1 Jjn7

(n=1!" (n—2)! (n—1)! (n—1)!

som stemmer med Taylor-rekken over.



Oppgave 12.8.8
a)

Vi bruker forholdstesten:

3?"+1
. an+1 . log v/n+1
lim (2L = gy [loeynED
n—oo (o7 n—oo Tog Vi
I >
= lim |———
n—oo | logv/n+1
log /1
_ a
: log v/n+1
limy, log /n
_ |z
- 1
lim,, o0 |22
2n
= |af.
Konvergensradien er derfor 1. Rekka konvergerer for z = —1 pa grunn av testen for

alternerende rekker. For z = 1 kan vi sammenligne med den divergente rekka > %:

1
. log /1 . n
1 = 1
i B R e

n— 00
n

3=

m
loge e tlnn
1
im
2loge n—oo

1

- 2loge nh_)m =

Det er dermed klart fra grensesammenligningstesten at denne rekka ogsa divergerer
for z = 1, slik at konvergensomradet er [—1,1).

b)

. . . £(310) (g . ) B
Sl(lien potensrekken er lik Taylorrekka til f er 310!( ) — logxl/m’ slik at f(310)(0) —
oo Vi begrenser sa feilen for ledd N + 1, N +2, .. slik:

1 1
+ +...
2N+l1og/N +1  2N+2]log /N + 2

1 1 1
logv/N +1 (QNH + 2N+2 +)
1

2N logv/N + 1
< 0.1.

Det holder derfora velge N slik at 2V log /N + 1 > 10. Prgver vi oss frem finner vi
at N = 5 er den minste slike verdien.



Oppgave 12.8.12
a)

Forholdstesten viser at konvergensradien er 1. Rekken er alternerende i endepunk-
tene, slik at konvergensomradet blir [—1, 1].

b)

Kall summen for s(z). Deriverer vi rekka leddvis far vi
1o - n—-12n-1_ _ T
3(55)—;(_1) x 1.2

der vi har gjenkjent rekka som en geometrisk rekke. Integrerer vi far vi

— x _ 1 2
s(x)f/l_Fxdelen(l—i-x )+ C.

Setter vi inn « = 0 pa begge sider far vi at C =0, og dermed s(z) = 7

Oppgave 12.8.13

a)
Z nx"

n>1

konvergerer nar |z| < 1 (bruk forholdstesten). Siden rekken divergerer nar |z| =1
(divergenstesten), s& er konvergensintervallet (—1,1).

b)
Vi har at

S(x) _ - n—1
" _;nx :

Integrerer vi begge sider fra 0 til x far vi

TSy a1
f) =S =

n=1

Deriverer vi na far vi

S(x) 1
r  (1—-x)?
slik at S(z) = (lfm)Q. Det eneste problemet som kunne oppsta her er nar vi deler

med z, siden x kan vaere 0. Dette er ikke noe problem likevel, siden vi kan bruke
det vi vet om at summefunksjonen er en kontinuerlig funksjon, ogsa i 0.

Oppgave 12.8.14

a)
Forholdstesten gir at rekka konvergerer for |z| < % Rekka konvergerer for x = —1

ved testen for alternerende rekker. Rekka divergerer for z = 1 ved sammenligning
med den divergente rekka Y L.



b)
Vi ganger forst med x og far
s n,.n+1
xS(x) = 3
n=0

n+1"

Deriverer vi na far vi
1

1—3x"

(xS(x)) = Z 3"a" =
n=0
Integrerer vi dette far vi
1 1
xS(x) = —gln|1 —3z|+C = —gln(l —3z) + C.

Setter vi inn z = 0 ser vi at C' = 0, slik at

_f =im(1-3z) z#0
S(x)_{l x=0

Oppgave 12.8.16
a)

Ved forholdstesten blir konvergensradien 1. Rekka konvergerer i begge endepunk-

tene ved sammenligningstesten pa rekka Z% derfor blir konvergensomradet
[—1,1]. Deriverer vi rekka leddvis to ganger far vi

(oo}

Fr@) = () =

n=2

b)

Vi integrerer fgrst og far
@) =Infl+a]+C,

og dermed f'(z) = In(1+x) (sett inn & = 0), der vi kunne ta bort absoluttverditeg-
net. Vi integrerer s& pa nytt og bruker delvis integrasjon:
X

xln(1+x)—/x+1
= zln(l4+2)—z+hn(z+1)+C

= (z+Dln(z+1)—z+C.

f(x) dzx

Setter vi inn z = 0 ser vi at C' =0, slik at f(z) = (x +1)In(z + 1) — .

c)

Viser at f(1/2) =3/21In(3/2) — 1/2. Altsa har vi at

In(3/2) = % + %f(1/2) = % + % (Z m) '

n=2
Rekken til hgyre er her alternerende. Hvis vi klarer & finne N slik at

o= 2L oL
N+ 39NN + )N = 250°



sa far vi den ngyaktigheten vi skal ha. Vi ma altsa velge minste mulige N slik at
2N+ (N 4+1)N > 166.66. Vi finner fort at dett blir N = 3, slik at approksimasjonen

blir
2/ 1 1
In(3/2) 3 (222 T 933 2)

Q

+

l

<
=~
o
[\
o

Oppgave 12.8.18
a)

Ved forholdstesten blir konvergensradien 1, slik at rekka konvergerer i (—1,1).

Rekka konvergerer ikke i endepunktene x = —1,x = 1 pa grunn av divergenstesten.
Dermed blir konvergensomradet (—1,1).

b)

Kall summen av rekka for s(x). Deriverer vi rekka far vi forst

oo
s'(z) = Z nz™.
n=1

Deler vi med z far vi

s’(x) _ inxnfl
z n=1

Integrerer vi far vi

1—2x

S(T) N . _ =z
/wdx_nz_:la: +C = +C.

Deriverer vi far vi

s'(xz) 1 B 1 1
r  (1—-2x2)2 771—x+(1—x)2’

eller s'(x) = imz- Ny integrasjon gir at
s(x) —ln(l—ac)—&—i—&—C'
B 1—x '

Setter vi inn 2 = 0 ser vi at C' = —1, slik at s(z) =In(1 — ) + — — 1.

Oppgave 12.8.21
a)

ved forholdstesten ser vi at rekka konvergerer for alle x.



b)

deriverer vi rekka far vi at

f'(@)

som er en rekkeutvikling for f/(z).

c)

Integrerer vi ved delvis integrasjon far vi at

f(x)

—x2ef"”+/2zzzefzdx
—z%e® — 2%67$/2671dx

—2%e™ — 2z —2e7 " 4 C.

Setter vi inn z = 0 og f(0) = 2 ser vi at C = 4, slik at

flz) = —2%e™ — 2ze™® — 2" + 4.

10



	Oppgave 12.6.5
	Oppgave 12.6.7
	a)
	b)
	c)

	Oppgave 12.7.1 a)
	Oppgave 12.7.1 b)
	Oppgave 12.7.1c)
	Oppgave 12.7.1d)
	Oppgave 12.7.2
	a)
	b)
	c)

	Oppgave 12.8.1 a)
	Oppgave 12.8.1d)
	Oppgave 12.8.1 e)
	Oppgave 12.8.3a)
	Oppgave 12.8.3b)
	Oppgave 12.8.3f)
	Oppgave 12.8.3g)
	Oppgave 12.8.5
	a)
	b)
	c)
	d)

	Oppgave 12.8.8
	a)
	b)

	Oppgave 12.8.12
	a)
	b)

	Oppgave 12.8.13
	a)
	b)

	Oppgave 12.8.14
	a)
	b)

	Oppgave 12.8.16
	a)
	b)
	c)

	Oppgave 12.8.18
	a)
	b)

	Oppgave 12.8.21
	a)
	b)
	c)


