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1 Hvorfor akkurat e?

Visste du at bare 8 av 99 fgrstearsstudenter i realfag ved UiO vet hva definisjonen
av e er? Dette kom frem gjennom en liten spgrreundersgkelse gjennomfgrt varen
2015. 99 tilfeldige svarte. De aller fleste skrev at definisjonen var 2,718... eller
at definisjonen var at (e*)’ = e”.

I de norske laereplanene innfgres eksponentialfunksjoner, logaritmer og tallet e i
VGI1 eller VG2. Hvordan de norske elevene mgter pa e avhenger av hvilken type
matematikk de velger. Nar eleven med nysgjerrighet eller frustrasjon spgr deg
hvorfor akkurat tallet e er sa viktig, hva svarer du da?

I denne oppgaven gnsker vi & inspirere leerere til & se hvor viktig det er at vi
har en dypere forstaelse av tallet e. Vi vil vise hvilken spennende maéte tallet e
ble oppdaget pa, og videre hvordan funksjonen e” ble definert, samt se pa ulike
egenskaper tallet har. Vi gnsker at leerere skal ha grunnlag for & med trygghet
kunne forklare hva e er, og hvorfor dette tallet er s& viktig. Fgr vi gar lgs pa
oppgavens hovedinnhold, gnsker vi & starte med noen "fun facts” man kan krydre
matematikkskolehverdagen til elevene med:

e Visste du at e hverken kan representeres som en brgk, eller som et endelig
algebraisk uttrykk?

e Visste du at bokstaven e mest sannsynlig ble valgt ganske tilfeldig? Mange
tror bokstaven ble valgt fordi det er den forste bokstaven i det engelske
ordet “exponential”’, mens andre tror det er fordi det er forbokstaven til Eu-
ler, som var den fgrste til & bruke bokstaven e til tilnsermingen 2,71828...
Men med tanke pa at Euler var en sveert sjenert person og gjerne ventet
lenge med & utgi sine verk slik at studenter eller kolleger kunne bli med-
skribent, virker dette lite sannsynlig. Hovedhypotesen om valg av bokstav,
er dermed at e var den neste bokstaven i alfabetet som ikke allerede hadde
veert mye brukt. a, b, ¢ og d dukket allerede stadig opp i matematikken.
Ganske tilfeldig valg, med andre ord. ([1] s.156)

e Visste du at enhver endelig fglge av tall finnes inni tallet e? Selv om det
ikke er matematisk bevist, er det en verdensomfattende hypotese som sier
dette, og de aller fleste mener det er sant. Test for eksempel fgdselsdatoen
din pa http://www.subidiom.com/pi/. Er du fgodt 07041991, er dette det
18 029 512. sifferet i tallet e.

e Visste du at €™ er et transcendent tall, men at ingen klarer & bevise hva
slags tall 7€ er?

o Visste du at Eulers identitet, ¢/ +1 = 0, inneholder alle de viktigste tallene
og operasjonene i matematikken? Tallene e, 7,i,1 og 0, og operasjonene
addisjon, & opphgye i en potens og likhet.



e Visste du at begynnelsen av e er "2.7-Ibsen-Ibsen-krigen-dobbeltkrigen-
krigen", hvor Ibsen star for fgdselsaret hans "1828", krigen star for "45"og
dobbeltkrigen star for 2 - 45 = 90, altsa 2.718281828459045....

e Visse du at de fleste vekst- og nedbrytingsprosesser i naturen modelleres
som funksjoner pé formen Ce®?

e Visste du at for & kunne lage mp3-filer, ma man bruke e i Fouriertrans-
formasjonen for & kode lyden som frekvenser?

Tallet e har altsa flere morsomme egenskaper, og er til og med viktig nok til a
ha sin egen knapp pa kalkulatoren. La oss na begynne med historien til e.



2 Historien om e

Parallelt med studiet av logaritmer, prgvde man pa 1600-tallet & finne area-
let under hyperbelen y = % Arkimedes hadde ogsé prgvd seg pa dette nesten
2000 ar for, uten suksess. Grunnen til at det igjen kom pa dagsordenen, var
Keplers studier av planetbevegelse. Hans fgrste lov sier at planetenes baner er
ellipser med sola i det ene brennpunktet. Ellipser, parabler og hyperbler er sé-
kalte kjeglesnitt, og alle ble igjen aktuelle for studium. Det var lettere na enn
p& Arkimedes’ tid. Dette grunnet av at et uendelighetskonsept n& var mer ak-
septert. Matematikeren Pierre de Fermat klarte & finne arealet under funksjoner
pa formen y = z™ for alle heltall m, bortsett fra m = —1. Det var den mind-
re kjente Grégoire Saint-Vincent som skulle finne ut av dette spesialtilfellet,
noe vi vet fra et verk han utgav i 1647. Han kom frem til at arealet méatte
vaere logaritmisk. Det vil si at, dersom A(z) er arealet under kurven y = %, er
A(x) = log(z) for en eller annen base. Men hvilken base skal denne logaritmen
ha? Vi vet idag at denne logaritmen er den natulige logaritmen In(z) med base e.

Etter dette kan man se hint av e i ulike kilder, og gjennom arbeidet med lo-
garitmer nsermet matematikere seg definitivt en tilnserming til e. Da er det
kanskje ironisk at da dette tallet faktisk ble oppdaget var det ikke gjennom
logaritmer slik man lenge trodde, men faktisk gjennom studiet av rentes rente.
Jacob Bernoulli jobbet nemlig med dette i 1683. I forbindelse med & se pa kon-
tinuerlige rentes rente, studerte han grensen (1 + %)” nar n gar mot uendelig.
Han kom frem til at denne grensen matte ligge et sted mellom 2 og 3, som vi
skal vise senere i seksjon 3.1. Pa dette tidspunktet sa ikke Bernoulli sammenhen-
gen mellom hans arbeid og arbeidet med logaritmer som ble gjort pa samme tid.

La oss ta en titt pa uttrykket (1 + %)” Hvis man fgrst ser pa uttrykket inni
parentesen, ser man fort at dette uttrykket vil gd mot 1 ndr n — oo. Da kan
man konkludere med at uttrykket til sammen vil veere lik 1, fordi 1 opphgyet i
et stgrre og storre tall, allikevel alltid er 1. P& en annen side vet vi at uttrykket
(14 1) alltid vil veere stgrre enn 1. Dette er fordi 1 vil g& mot 0 nar n — oo,
men siden det er en grenseprosess, vil uttrykket aldri bli lik 0. Et tall som er
stgrre enn 1 og opphgyet i et voksende tall, vet man at vokser. For store verdier
av n, kan man dermed konkludere med at uttrykket vil vokse over alle grenser,
altsa ga mot co. Denne maten & resonnere pa, gir oss to mulige svar som ligger
uendelig langt fra hverandre. S& hvilke av disse resultatene er valide? Og hvor
gar egentlig grensen (1 -+ 1)"?



3 Definisjoner av e

Vi nevnte innledningsvis at mindre enn 8% av fgrstearsstudenter i realfag visste
hva definisjonen av e var. La oss na se pa fire definisjoner av e som er mye brukt:

LYok )
2. limy, 00 (1 + l)

x
3. e er det positive reelle tallet z slik at [ % dt =1
1

4. e er det grunntallet a slik at % a® |g=o =1

Vi har allerede kommentert grensen i 2. Det er ikke intuitivt hva denne grensen
er. Vi starter derfor med & vise at denne grensen eksisterer. Deretter gar vi
gjennom de fire ulike definisjonene, og viser at disse er ekvivalente.

3.1 Bevis for at lim (1 + %)n eksisterer nar n — oo
I dette beviset kommer vi til & trenge setningen:
Setning 3.1. Enhver begrenset, monoton folge i R kovergerer.

For vi gar videre, trenger denne setningen litt naermere forklaring. R er kom-
plett, det vil si at enhver fplge enten divergerer, altsd gér mot uendelig, eller
konvergerer mot et tall. Dersom vi vet at en fglge er voksende og begrenset,
kan vi dermed konkludere med at den konvergerer mot et tall, og ikke gar mot
uendelig. Dette er ikke tilfellet i for eksempel Q, mengden av rasjonale tall. I
Q kan fglger oppfgre seg pa tre forskjellige méater; enten konvergere mot et tall,
g& mot uendelig eller konvergere mot et tall som ikke er der. Det finnes fglger
av rasjonale tall som konvergerer til irrasjonale tall i R, men som i QQ ikke har
noen grense. Dette er fordi tallinjen til Q inneholder "hull” med tall som ikke
er med, som for eksempel irrasjonale tall. Vi gnsker derfor & arbeide i mengder
uten "hull”, hvor vi kan anta at det finnes et tall der det skal veere et tall.

For vi ser pa grenseverdien lim,, o (1 + %)n la oss se pa selve uttrykket (1 + %)n



Bruker vi binomialformelen far vi:

1 n
- (141)
n

1 nn-1)1 nn—1)(n-2) 1 nn—1n-2) -

St et 3] W !

1 1 1 1 1 2
“l+—+-(1-=)+=(1-=)(1-2
+1!Jr2!( n>+3!< n)( n>
1

Ved hjelp av denne viste Bernoulli at grensen lim,,_, (1 + %)" eksisterer. Vi
kan nemlig se pa folgende rekke, hvor vi ser pa faktorene foran hver parentes i
Th:

1 1 1 1

Vi ser at T,, < S, for alle n, dette fordi leddene med %7 %, e % i T, alle er
ganget med noe som er < 1. Bade S,, og T,, er monotont voksende, da T}, < T}, 41
0g Sy < Sp41 for alle n. For a vise at T, konvergerer, gjenstar det a vise at den
er gvre begrenset. Det holder a vise at S, er gvre begrenset, siden T,, < S, for

alle n. For n > 3 har vi at
n=1-2-3-...n>1.2.2.....2=2""1

Dermed har vi at

1 1 1
Sp <1+1+-+ 5+ +

5T 52 on=1 for n=3,4,5...

Flytter vi ledd nr 1. pa den andre siden av ulikheten, er forholdet mellom de
resterende leddene pa hgyre side % Vi kan derfor bruke summasjonsformelen
for geometriske rekker. Vi minner om denne formelen, der a er det forste leddet
i rekken og k er forholdet mellom de resterende leddene:

Sp,=a+a-k+a- k4. +a k"!

k" —1
1
=1 0 KF

=q -



I vart tilfelle far vi:

Dette medfgrer at S, < 1+ 2 = 3, og er dermed gvre begrenset. Videre kan
vi konkludere med at S,, konvergerer mot en grense S. Vi vet ogsé at denne
grensen ma ligge et sted mellom 2 og 3. Siden T, < S,,, vil ogsa T,, konvergere
mot en grense T nar n — 0o, og grensen var eksisterer slik vi gnsket & vise.

3.2 Definisjon 1 < Definisjon 2

Vi skal na se pa hva forholdet mellom T og S, fra det overstidende beviset, er.
Du har kanskje lagt merke til at S, er definisjon 1 fra begynnelsen av denne
seksjonen. Det viser seg nemlig at 7' = S | La oss vise dette.

Vi har at T' < S, s& det som gjenstar for & vise likhet, er & vise at S < T. For &
gjore dette, velger vi en m < n, m € N. Vi ser s pa de m fgrste leddene av T},:

1 1 1 1 1 2 1 1 2
v (1= )4 (1= 3) (1= 2+ (1-2) (1-2) (1

Dette ma veere mindre eller lik 7" siden T}, er monotont voksende. La s& n — oo,
og la m veere fiksert. Vi ser at alle parantesene da gir mot 0, og dette vil da
ga mot S,,, altsd de m forste leddene av S,,. Altsa har vi at S,,, <T. Lar vi sa
m — o0 ser vi at

lim S,, < lim T

m—00 m—00

S<T

Siden T'< S og S <T,er T =S5. Dette viser at definisjon 1 og 2 er ekivalente,
og vi kjenner begge definisjonene bedre som tallet e.




3.3 Definisjon 2 < Definisjon 3

Vi har na vist at definisjon 1 og 2 er ekvivalente. Na vil vi vise at ogsa definisjon
3 er ekvivalent med de to forste. Dette skal vi gjgre ved & vise at definisjon 2 og
3 er ekvivalente, som da medfgrer at 3 og 1 ogsa er ekvivalente. Hvis vi klarer
dette kan vi definere e” og In x, og vi kan vise at disse funksjonene er hverandres
inverse. La oss forst repetere hva definisjon 3 er:

T
e er det positive reelle tallet z slik at [ 1dt = 1.
1

La oss kalle denne funskjonen for f(z), altsa la f(z) = [ % dt. For vi starter
1

med a vise at lim,_, (1 —+ %)n er det spesielle reelle tallet som oppfyller at
f(x) =1, skal vi se pa en egenskap ved f(x).

x

Setning 3.2. Funksjonen f(z) = [ % dt har den egenskapen at for alle n og x
1
vil f(z") =nf(z)

Bewvis: Dersom to funksjoner har den samme deriverte og er like i et punkt,
er disse to funksjonene like. Dette vet vi fordi at hvis to funksjoner har samme
deriverte vil de se helt like ut men muligens ligge parallelt med hverandre. Hvis
de i tillegg er like i et punkt, ma de dekke hverandre helt og veere den samme
funksjonen. Definerer og deriverer de to funksjonene:

9(@) = fa™) = ¢/(2) = /(o) - nan = A ongn =

h(z) = nf(z) = W (z) = nf'(z) =2

Sjekker punktet z = 1, fordi f(1) = 0 og fordi tallet 1 kansellerer tallet n i g(z)
og h(z), som gir oss enkle uttrykk & jobbe med:

F1)=0= g(1) = h(1) = 0

Dermed er g(z) = h(x) for alle > 0.

Det er ogsa mulig & se pa differansen til de deriverte, for dersom differansen
mellom de deriverte til funksjonene g og h er lik null, er funksjonen f konstant.
Vi har at n o n
/ !
z)—h(z)=——-——=0
o) -Wa="-"

og kan derfor konkludere med at de to funksjonene ma veere like.



Bevis: (definisjon 2 < definisjon 3)
Beviset bestar av to deler:

1. Vi viser forst at det eksisterer et reellt tall z slik at f(z) = 1.
2. Vi viser deretter at lim,,_, (1 + %)n er det spesielle reelle tallet som oppfyl-
ler at f(xz) = 1.

Del 1

Vi starter med & se pa funksjonen f(z) nar n > 0. Denne funksjonen beveger seg
i forste og tredje kvadrant, men vi ser kun pa funksjonen i fgrste kvadrant. Her
er funksjonen dpenbart voksende. Funksjonen er ogsa kontinuerlig i intervallet
vi ser pa.

Figur 1: Figur av f(z) = [ 1 dt

Vi gnsker na & vise at det finnes et reellt tall s slik at f(s) = 1. Siden funk-
sjonen er bade voksende og kontinuerlig vil det veere nok & vise at f(x) har
en funksjonsverdi mindre enn 1 og en funksjonsverdi over 1. Siden funksjonen
divergerer vet vi at den ma passere verdien 1 pa veien mot uendelig.

Merk at f(1)=0o0g f(4) >3 +1+1>B>1

Dette betyr altsa at det finnes funksjonsverdier bade mindre enn og stgrre enn
1. Derfor mé det finnes et reellt tall s slik at f(s) = 1.

Del 2

La oss kalle grensen var for e. Da har vi

e =lim, o (1 + %)n



1 1 2 E 4 n

Figur 2: Visualisering av hvorfor f(4) > % + % + % > % >1

N& kan vi anvende funksjonen f(x) pa e.

f(lim <1—|—l> )— lim f<<

n—o00 n n—00
= %" f( )
- H

o LR (1)
h—0 h

l
JANT ' n)

I det siste uttrykket har vi brukt at f(1) = 0. Na kjenner vi uttrykket igjen som
den deriverte til f i punktet 1. Dette betyr at

i (1) ) =rw=n

fa) =3

siden

av analysens fundamentalteorem.
|

Vi ser na tydelig at definisjon 2 = definisjon 3. Det er litt vanskeligere & se
at vi har vist ekvivalens. Vi nevnte at siden funksjonen f(z) er bade voksende
og kontinuerlig vil det kun eksistere ét reellt tall x slik at f(x) = 1. Siden vi

€
na har vist at f(e) = [ % dt = 1, kan vi ogsa veere sikre at det eneste reelle
1

10



tallet x som passer inn i funksjonen for at funksjonen skal veere 1, er grensen
lim,, s o0 (1 + %)n Vi har altsa vist ekvivalens.

Definisjon 1, 2 og 3 er na vist ekvivalente. Det er tid for & se nsermere pé
definisjon 4. Det definisjon 4 egentlig sier et at ¢ er den eksponentialfunksjonen
som er sin egen deriverte. Det viser seg faktisk at funksjoner pa formen Ce® er de
eneste funksjonene som er sine egne deriverte. Vi skal se naermere pa definsjon
4 i neste seksjon.

11



4 ¢" -funksjonen som er sin egen deriverte

¥
y=8&7
&
//’//
T *

Figur 3: Grafen til en generell eksponentialfunksjonen

Enhver eksponentialfunksjon kan skrives pa méten y = b*, med b som base og
2 som eksponent. Over ser du standardbildet til en eksponentialfunksjon med
base b. I prinsippet kan ethvert tall veere base, bortsett fra tallet 1. Eksponenten
x representerer positive eller negative reelle tall. Men hva skjer dersom x ikke
er et heltall? La oss na se pa noen ulike tilfeller.

Dersom x er et rasjonalt tall pa formen ™ (m € Z og n € N), defineres b® til &

veere enten Vo™ eller ( %)m Men nar z er irrasjonalt, sa fungerer ikke definisjo-
nen pa lik mate. Her ma man istedet tilnserme verdien til  med en fglge rasjonale
tall, som i grensen konvergerer til z. Irrasjonale tall har alltid en konvergent fgl-
ge av rasjonale tall som passer bedre og bedre det irrasjonale tallet. La oss se
pa for eksempel = /2 ~ 1.41421.... Her vil 21 = 1,20 = 14,25 = 1.41,....
x = lim,_, o Zn, s& vi definerer derfor b2 som grensen til fglgen b* nar n — oo.
Altsa er b* = lim,,_, oo b*"

Tanken bak denne ressoneringen, er antakelsen om at nar fglgen x,, konvergerer
mot grensen /2, si konvergerer ogsé de korresponderende b7 til bv2. Det vil
si at vi antar at y = b” er en kontinuerlig funksjon, som verken hopper eller har
hull. Kontinuitet er en forutsetning for at en funksjon er deriverbar, og dette
mé vi dermed sikre oss allerede né.

Man kan undre seg over hvorfor eksponentialfunksjonen y = b* egentlig er inter-
essant. Den mangler en del spennende egenskaper mange andre funksjoner har.

12



Funksjonen krysser for eksempel ikke z-aksen, den har ingen topp-, bunn- eller
vendepunkt, og heller ingen vertikale asymptoter. Men det som gjor nettopp
denne funksjonen unik, er stigningstallet, altsad den deriverte. Funksjonsverdien
til grafen endrer seg meget fort.

4.1 Definere eksponentialfunksjonen med base e

Eksponentialfunksjonen og logaritmefunksjonen er definert slik at de er hver-
andres inverse. Det er vanskelig & se noen logisk forklaring pa hvilken funksjon
som bgr komme fgrst, og dermed fgre til den andre. Vi tar utgangspunkt i at
logaritmefunksjonen kom fgrst, og ble definert som:

1
1nx:/ —dt
1t

Hvorfor velger vi akkurat denne funksjonen? Vi kan helt sikkert finne sveert
mange grunner til at dette er et godt valg. Her er noen begrunnelser for at den
ble definert nettopp slik:

1. I seksjon 2 si vi at matematikeren Fermat slet med & finne arealet under

funksjonen y = L. Senere viste Grégoire Saint-Vincent at arealet matte

x
veere logaritmisk.

2. Det var en vanskelig funksjon, man gnsket & kunne bruke den pa en enklere
mate.

3. Det var et naturlig valg, fordi denne funksjonen har enkle egenskaper nar
vi deriverer.

Dette er funksjonen vi i seksjon 3.3 kalte for f(x). Fra analysens fundamentalteo-
rem vet vi at denne funksjonen er deriverbar, fordi derivasjon og intergrasjon
er hverandres inverser. I seksjon 3.3 s& vi ogsa at f(e) = 1, som na betyr at
Ine = 1. Dette betyr at e er basen til In, og siden logaritmefunksjoner har
eksponentialfunksjoner som invers, ma e* veere (Inxz)~1.

4.2 Derivere eksponentialfunksjonen med vilkarlig base

Malet vart na, er & finne den deriverte til y = b*. Til dette bruker vi definisjonen

av den deriverte, som er
dy Ay

dr M AL

Oker vi  med Az, vil y gke med Ay = b2%+ — p® = p*(h2* — 1). La oss na
sette dette inn i formelen for den deriverte.

13



T (HhAT
dy _ o EAT 1)

@ - Axz—0 Ax
b —1)
B —
h _
=b" lim
h—0

Fordi b* ikke er en del av grenseverdien, kan vi derfor trekke denne faktoren
utenfor. Vi lurer p4 om denne grensen vil gd mot en konstant.Vi haper pa dette
fordi vi da kan konkludere med at dersom y = b si er % = kb® = ky. I ord
betyr dette at den deriverte til en eksponentialfunksjon er proporsjonal med

funksjonen selv.

. h_
4.3 Grensen lim;,_,o ==

La oss forst kalle y = b® for f(x) = b®. La oss se neermere pé grensen limy, Lh_l.
Det forste vi legger merke til er at grensen inneholder £ i nevneren. Videre ser
vi at telleren ogsa kan veere null, og kan dermed konkludere med at dette ut-
trykket er den deriverte av noe. Grenseverdien kan skrives som f’(0), siden
f(h}371 = f(h’)l:g(o). Dette betyr at f'(x) i et vilkarlig punkt, er funksjonen selv
ganger den deriverte i ett punkt. Det vi forst vil vite, er om denne grensen ek-
sisterer. Siden vi arbeider med eksponentialfunksjonen ser vi kun pa hva som
skjer hvis vi setter e = b i denne grensen. Dette betyr at vi nd bruker f(z) = e®.

Eksisterer grensen limy,_,q chT’l? Fra forste del av denne seksjonen har vi at e®
er definert som den inverse funksjonen til logaritmefunksjonen. Logaritmefunk-
sjonen er gitt ved et integral av en kontinuerlig funksjon, som videre betyr at
den er deriverbar. Dette forteller oss at grensen eksisterer.

4.4 Definisjon 2 = Definisjon 4

Na vil vi vise at med f(z) = e vil grensen veere lik 1, det vil si at e” er sin egen
deriverte. Til dette bruker vi definisjonen: e = lim,;, (1 + %)n og far:

14



i f(h) -1 i el —1
A0 h kb0 h
g (e (L 3)")" — 1
h—0 h
lim (limyo(1 + k) ¥)" — 1
0 h

Det siste uttrykket inneholder en dobbel grense. Dette ser skummelt ut, men
siden vi vet at begge grensene eksisterer, siden vi tidligere har definert e* som
den inverse av Inz, kan vi velge vilkarlig hvordan h og k skal ga mot null. h
kan ga mot null pa to mater, enten fra negativ side eller fra positiv side. Paret
(h,k) kan g& mot null pa uendelig mange méater i planet. Det enkleste er né &
la (h, k) g mot null nar h = k.

iy (imeso(1+ B3R -1 S k)E —
h—0 h (h,k)—(0,0) h
— lm (I+h)—1
(h,k)—(0,0) h

=1

Vi startet med en eksponentialfunksjon med vilkérlig base b og viste at denne har
derivert: dy = b*limy,_.o b . Vi har na vist at hvis vi bruker eksponentialfunk-
sjonen med e som base, far vi at grensen i uttrykket blir 1. Dermed har vi klart
a vise at e” er sin egen derivert. Med andre ord: dersom e = lim,, (1 + n)",
er y = e* & y' = e®. Vi har dermed fatt implikasjonspil én vei fra definisjon 2
til definisjon 4. Det som gjenstar na, er & vise andre veien for & fa ekvivalens
mellom alle fire definisjoner.

4.5 Definisjon 4 = Definisjon 2

Vi gnsker altsa & vise at dersom e er det tallet slik at % €’ |g=0 = 1sdmie
veere grensen lim,, oo (1 + %)n Det vi opprinnelig startet med helt forst i den-
ne oppgaven, var grensen Bernoulli forsket pa, nemlig lim,,_, (1 + %)n Siden
dette uttrykket har en eksponent er det lurt & benytte en logaritme, sa la oss ta
en neermere titt pa hva som skjer dersom vi anvender In her.
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. 1\" . \" . 1
In( lim (1+ — =limIn(1+— =limnin{l+—
n—o00 n n—00 n n—00 n

Her har vi ogséa brukt at vi kan trekke grensen utenfor nar vi vet at funksjonen
er kontinuerlig. N4 setter vi h = % og far dermed

o1
}llli% 7 In(1+h)

La oss se pa det siste uttrykket + In(1+4 h). Hvis f(z) = Inz, er + In(1+h) =
f'(1) fordi

Fy =14 +hlz— f1) _ (1 +,;L) —Inl _ 1n(1h+ h)

Vi vet at den deriverte til funksjonen e® i x = 0 er lik 1. Altsé er den deriverte
til inversen Inx i punktet = e® =1 lik

Figur 4: Her ser vi funksjonen e” (gverst) og dens inverse funksjon, In 2 (nederst).

Altsé er )
7 In(1+h)=f(1)=1
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Vi har dermed brukt antakelsen %ez lz=0 = 1 til & vise at

ln(lim <1+l) > =1
n—o00 n

Det vil si at lim, o (1 + %)n er basen til den naturlige logaritmen. Dermed
har vi vist at definisjon 4 = definisjon 2.

N& har vi vist ekvivalens mellom de fire definisjonene av e, og kan med det
konkludere at man selv kan velge hvilken definisjon som passer & bruke for det
du gnsker & vise. Definisjon 1 og 2 er rent tallforhold, og bevisene inneholder
kun algebra. Definisjon 3 og 4 derimot, involverer funksjoner og krever derfor
mer triksing og miksing for & gi sammenheng med de andre to definisjonene. Vi
definerer e® som inversen til Inx, og har med det eksponentialfunksjonen slik
vi gnsker den. Beviset for ekvivalensen mellom definisjon 2 og 4 virket kanskje
litt tungt, og vi vil derfor ta med en lettere versjon av dette beviset. Da ma
vi definere eksponentialfunksjonen litt annerledes. Denne versjonen kan kanskje
lettere implementeres i skolen.

4.6 En lettere versjon av Definisjon 2 = Definisjon 4

Vi definerte tallet e i definisjon 2, men vi kan pa en tilsvarende mate definere

. P . . P . n
funksjonen e®. Funksjonen e® kan nemlig defineres som e* = lim,, (1 + %) .
. .. . . h_ . .
Setter vi denne definisjonen inn i grensen limy_q e—h17 fra seksjon 4.3, far vi:

s B L I
lim = lim n
h—0 h h—0 h

La oss na bruke binomialformelen pa uttrykket (1 + %)n:
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. n n\1n— k
g (1B o1 e (i (1R (2) 1)
lim 2 = lim
h—0 h h—0 h

) lim,, o0 (ZZ:I (Z) (%)k)
= lim
h—s0 h
. n n k-1
. limy, o0 2 ( et () (%) )

h—0 h

li li 1 Z n h k-1
0o 1 k) \n
k=1
. 1 n " /n hF—2
() () (52)

1 1
= lim 7<’11>+0: lim = -n= lim 1

n—o00 1 n—oo N n—00

=1

Dette viser, pad en lettere mate, at denne versjonen av definisjon 2 fgrer til
definisjon 4. Definisjon 4 = definisjon 2 blir tilsvarende slik vi har gjort det i
seksjon 4.5. Allikevel kan kanskje forestaende bevis veere lettere & benytte seg
av i skolesammenheng.
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5 Hyva slags tall er egentlig e¢?

Vi har sett at e er et spennende tall med mange unike egenskaper. Man kan
da spgrre seg selv hva slags tall e egentlig er. Med det mener vi hvilke tall-
mengder e tilhgrer. Vi vet at det ikke er et komplekst tall, sa det er et reelt
tall. Det er hverken et naturlig tall eller et heltall, s spgrsmalet er om det
er rasjonalt eller irrasjonalt. Stilt pa en annen mate: har e endelig eller gjen-
tagende desimalutvikling(=rasjonalt)? eller har e et uendelig antall vilkarlige
desimaler(=- irrasjonalt)?

Ser vi pa definisjon 1. fra seksjon 3, ser vi at e ma ha et uendelig antall desima-
ler. Spgrsmalet er altsd om det finnes et gjentagende mgnster eller ikke. Slik vi
skal se, gjor det ikke det, og e er et irrasjonalt tall. La oss se pa hvorfor.

Setning 5.1. e er et irrasjonalt tall.

Bevis: Vi viser dette ved & anta for motsigelse at e er rasjonal. Da kan vi
skrive e = 2, der p € Z og q € N. Vi viste i seksjon 3 at 2 < e < 3, og e kan
dermed ikke veere et heltall og ¢ ma da veere minst 2. La oss se pa definisjon 1

fra seksjon 3:

1 1 1 1
e= +ﬁ+§+...+m+...

La oss s& se hva som skjer dersom vi multipliserer pa begge sider med ¢!. P&
venstre side far vi:

e~q!:(g)~1-2-3~...-q:p~1-2-3~...-(q—l)

Dette er et produkt av heltall, og da ogsa et heltall selv. La oss né se hva vi far
pa hgyre side:

1 1

+

¢+1 (¢+1(g+2)
Det som er inne i klammeparantesen er en sum av heltall, og da ogsa et heltall.
Men leddene utenfor klammeparantesen er ikke heltall, da ¢ > 2, og nevnerene
blir da minst 3. La oss se om summen av dem blir et heltall eller ikke.
Siden nevnerene er stgrre eller lik 3 har vi:

1+ 1 +<1+1+<1+1+1+ 1 1 1
g+1 (¢+1)(¢+2) — 3

3-4 37373 31—
der vi har brukt sumformelen til en uendelig geometrisk rekke, som i dette
tilfellet har kvotient % Dette er ikke et heltall, sa hgyresiden er ikke et heltall.
Men venstre siden er et heltall, og vi har en selvmotsigelse, da venstre og hgyre
side méa veere like. Vi kan konkludere med at antagelsen om at e er rasjonal var
gal, og e er et irrasjonalt tall.

[ +q!+3-4-...-q+4-5...-q+...+(¢—1)-g+q+1]+

1
3
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5.1 Er e et transcendent eller et algebraisk tall?

e er altsa et irrasjonalt tall. Men vi kan faktisk si mer om tallet e enn som
sé. Allerede pa Pytagoras’ tid ble irrasjonale tall oppdaget, selv om det pa den
tiden var en ubehagelig sannhet at slike tall eksisterte. Helt fram til 1850-tallet
stod oppdagelsen av nye typer tall pa vent. Da oppdaget man skillet mellom
algebraiske og transendente tall. Dersom et tall r (komplekst eller reelt) er en
rot i et ikke-null polynom

"™ 4+ ap_12" P+ ...+ ax+ao=0

der a; er rasjonale tall, er r algebraisk. Dersom det ikke er en rot av et slikt
polynom, kalles tallet transendent. Legg merke til at alle rasjonale tall er al-
gebraiske. Men det er ikke bare rasjonale tall som er algebraiske. For eksem-
pel er bade v/2 og i algebraiske da de er rgtter av henholdsvis polynomene
22 —2 = 0 og 224+ 1 = 0. Det viser seg faktisk at det er flere transenden-
te tall en algebraiske, bade innen de reelle tallene og de komplekse tallene.
Matematikeren Joseph Liouville beviste i 1844 at transendente tall eksisterer.
Deretter begynte jakten pa hvilke tall som var transendente. Liouville brukte
sitt bevis til & komme med flere eksempler pa transendente tall. Et eksem-
pel er tallet ﬁ + ﬁ + ﬁ + ﬁ + ... som kalles Liouvilles tall. Ogsa tal-
let 0,12345678910111213... er transendent (desimalene er de naturlige tallene i
rekkefglge). Det store spgrsmalet var om de kjente tallene e og 7 var transen-
dente.

1 1873 viste matematikeren Charles Hermite at e var transendent. Vi skal ikke
vise dette her, men Hermite viste dette ved & anta at e var algebraisk, som
han sé viste forte til en selvmotsigelse. Han brukte deretter dette til & vise at
ogsd 7 var transendent. S& begge matematikk-superstjernene e og 7 er altsa
transendente. Vi skal i neste seksjon se pa et utrolig faktum. Vi skal nemlig se
at e’™ = —1! To transendente og et komplekst tall blir kombinert til et heltall.
Hvordan er dette mulig?
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6 Eulers formel og Eulers identitet

I 1748 publiserte matematikeren Euler sitt mest brukte verk "Introductio in
analysin infinitorum". Verket handler om uendelige rekker, uendelige produkter
og kontinuerlige brgkdeler. Det vi likevel vil fokusere mest pé fra hans verk er
at han definerte begrepet funksjon. Denne definisjonen har blitt helt sentral i
alle deler av analyse. Hans definisjon av en funksjon er:

"A function of a variable quantity is any analytic expression whatsoever made
up from that variable quantity and from numbers or constant quantities”.

Euler er altsd matematikeren bak notasjonen f(z), f(z,y), u = f(z,y,z) osv.
Verket "Introductio"var det forste som gav oppmerksomhet til tallet e og funk-
sjonen e”. Frem til dette tidspunktet ble eksponentialfunksjoner kun sett pa
som inverse logaritmer. Euler gav bade e* og Inz hver sin definisjon, og serget
for at disse var inverse av hverandre.

e = lim (1 + E)n
n

n—oo
1 n
Inz = lim n (ac? - 1)
n—0o0
Fuler var glad i & eksperimentere med matematiske formler. En av tingene
han forsgkte var & sette inn det imagingere uttrykket iz hvor i = y/—1 for x i
funksjonen e*. Det betyr at han satte iz inn i fglgen lim,,_, (1 + %)n Dette
vitner om ekstrem matematisk selvtillit.
. 2 . 3
ix ix
()? | (i)
2! 3!
Merk at siden i = /—1 far vi et gjentakende mgnster med de fire elementene:
i=1+/—1,i? = —1,i% = —i,i* = 1. Likningen kan derfor skrives:

e =1+ix+ + ..

i _ 14 2?2 i’ 2t

e = +Z$_§—?+E+_.
Euler stoppet ikke her, men eksperimenterte videre. Han ville samle de reelle
leddene for seg og de imaginaere leddene for seg. I dag vet vi at a gjore dette kan
veere farlig. Ved & endre rekkefglgen pé leddene i en uendelig rekke kan rekken

fa forskjellig sum, og den kan ga fra & veere konvergent til divergent! Euler fikk:

i _ (1 22 t . A
e = *§+E*+.-- +1 CL‘*§+§*+

Videre s& Euler at de to parantesene hver for seg var rekkene til de trigono-
metriske funksjonene cosz og sinz. Dette gjorde at Euler kom frem til den
bemerkelsesverdige formelen:
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e =cosx +isinx (1)
Gjennom a leke seg med formler klarer altsa Euler & vise at det er en sammen-
heng mellom eksponentialfunksjonen og trigonometri. Ved & bytte ut iz med
—ix 1 likning 2 og bruke at cos (—z) = cosz og at sin (—z) = —sinz

e = cosx —isinx (2)

Ved & summere og substrahere ligning 1 og 2 klarte Euler & definere cosx og
sinx ved hjelp av eksponentialfunksjonene e'* og e™**.
eiz + 6—iz 67,'1 _ e—i:c
—, sinz=——
2 ' 2i
Dette er kjent som Eulers formel for trigonometriske funksjoner.

COST =

Selv om Euler eksperimenterte med matematikk viser det seg at hans resultater
bestar dagens strenge regler. Opprydningen etter Euler ble gjort av D “Alembert,
Lagrange og Cauchy. Disse gjennomfgrte teoretiske bevis pa det Euler hadde
gjort for dem.

Avslutningsvis i denne seksjonen kommer det mest overraskende resultatet Euler
viste. Hvis vi setter x = m inn i likningen e** = cosx + isinz og bruker at

cosm = —1 og sinm = 0 far vi sammenhengen:
=1
e4+1=0

I dette matematiske uttrykket ser vi fem av de viktigste konstantene i mate-
matikken, vi ser de tre viktigste regneoperasjonene i matematikken, og vi ser
elementer fra de fire store grenene i klassisk matematikk. Dette er mye & ta
inn over seg selv for en matematiker. For & beskrive fascinasjonen rundt dette
uttrykket kan vi se pa et sitat fra en tidligere ledende matematiker ved Harvard,
Benjamin Pierce. Dette er hentet fra Kasner og Newmans "Mathematics and
the Imagination".

Gentlemen, that is surely true, it is absolutely paradozxical; we cannot
understand it, and we don ‘t know what it means. But we have proved it, and
therefore we know it must be the truth”
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7 Den logaritmiske spiralen

Vi skal n se pa en spesiell funskjon som kalles den logaritmiske spiralen, og hvil-
ken sammenheng denne spesielle og spennende funksjonen har med e a gjgre.
Dette var Jakob Bernoullis favorittfunskjon - en kjent matematiker som levde pa
1600-tallet. Pa Bernoullis tid ble denne funksjonen skrevet pa formen Inr = af,
der a er en konstant, og In er den naturlige logartimen. e” ble nemlig ikke sett pa
som en egen funksjon pa den tiden, men som den inverse funksjonen til In z. Na
er det mest vanlig & skrive den logaritmiske spiralen pa formen r = e isteden.
Legg merke til at vi bruker polarkoordinater, r og 6, der r er avstanden fra et
punkt P til origo og 6 er vinkelen mellom linja OP og z-aksen i radianer.

Hvis vi tegner den logaritmiske spiralen inn i et koordinatsystem, vil grafen
naturlig nok avhenge av konstanten a. a vil bestemme hvor fort spiralen gker.
Dersom a er positiv vil avstanden r gke nar vi beveger oss mot klokka og vi vil
fa en spiral som gar mot klokka dersom vi starter i sentrum. For en negativ a
vil vi fa en spiral som pa tilsvarende mate gar med klokka. r = e*? og r = e~%?
er derfor som speilbilder av hverandre (se figur 5).

\-4 IL;L:'\_\_%? /'? f:k !4 6 1
N \*'“"//
e k—‘_&; ’J"’
I ///
-6 S

Figur 5: r = e~ og r =

Vi skal né videre se pa flere interessante egenskaper ved denne spiralen. Denne
seksjonen er nok ikke helt innenfor det man underviser pa videregaende skole,
men er spennende for de spesielt interesserte.

7.1 Krysning med en rett linje

Vi skal na se pa hva som skjer nar en rett linje, gjennom origo, krysser spiralen.
Det har seg faktisk slik at vinkelen en slik linje vil krysse spiralen med, er den
samme overalt. For & bevise dette skal vi bruke at funksjonen w = e?, der
w, z € C, er sakalt konformell, dvs at den bevarer vinkler. Dette er fordi at e*
er sin egen deriverte, og derfor bare har ikke-null deriverte, noe som fgrer til at
den er konformell (fra kompleks analyse).
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Setning 7.1. Enhver rett linje gjennom origo krysser den logaritmiske spiralen
1 samme vinkel overalt

Bevis: La oss se pa funksjonen w = e* der w,z € C. Denne funksjonen
sender punkter i z-planet til punkter i w-planet. La oss né skrive z pa formen
z = + iy og w pa formen w = R(cos ¢ + isin ¢). Dette gir:

R(cos ¢ +isinp) = e* T
Re™® = e%eW

der vi har brukt likning 1 fra forrige seksjon. Dette gir at R = e” og ¢ = v,
dersom vi ser bort ifra & legge til fulle rotasjoner. Vertiale linjer, x=konstant,
i z-planet avbildes derfor til sirkeler om origo i w-planet, R = e® =konstant.
Horisontale linjer, y=konstant, i z-planet avbildes til straler utifra origo i
w-planet, ¢p=konstant. La oss na se pa et punkt P(x,y), som beveger seg langs
en rett linje utifra origo i z-planet, y = kz. Bildet til dette punktet, Q(z,y), i
w-planet har polare koordinater R = ¢® og ¢ = y = kx. Dette gir at x = 7,
og videre at R = et . Dette kjenner vi igjen som den logaritmiske spiralen. Sa
dersom et punkt P i z-planet som beveger seg langs en rett linje gjennom origo,
vil bildet av dette punket, @, i w-planet, bevege seg langs en logaritmisk spiral.
Siden en linje y = kx i z-planet vil krysse enhver horisontal linje med samme
vinkel «v (der tan(a)) = k), vil dens avbildning krysse enhver strale gjennom origo
med samme vinkel « i w-planet, siden avbildningen vér er konformell. Men da
ma enhver logarimtisk spiral R = ek krysse enhver strale utifra origo i samme
vinkel overalt. Og stréler utifra origo er jo akkurat det samme som rette linjer
gjennom origo, og beviset er fullfgrt.

Setter vi a = %7 far vi R = e®®, som er den formen vi er vant til. Ser vi pa det
faktum at tan(a) = k = a = 1~ = cot(a), ser vi at hvor fort den logaritmiske
spiralen gker, a, er avhengig av vinkelen a. a er vinkelen spiralen krysser en
rett linje utifra origo med. Jo mindre vinkelen « er, jo fortere vokser spiralen.
Dersom o = 7 far vi a = cot (g) =0, og vi far R = ¢® = 1, som er enhets-
sirkelen. Ja, sirkelen er faktisk bare et spesialtilfelle av den logaritmiske spiralen!

Vi har na sett at enhver rett linje gjennom origo krysser den logaritmiske spiralen
i samme vinkel overalt. Det viser seg faktisk at den logaritmiske spiralen er den
eneste funskjonen som har denne egenskapen, og den kalles derfor ogsa ofte for
den ekviangulere spiralen. Vi skal né se pa en spennende egenskap ved spiralens
buelengde.

7.2 Den logaritmiske spiralens buelengde

Dersom vi begynner i et punkt P pa spiralen og beveger oss innover, ma det
et uendelig antall rotasjoner til for vi kommer til sentrum (origo dersom det er
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tegnet inn i et koordinatsystem). Det er kanskje overraskende at lengden vi da
har tilbakelagt er endelig! Det vil si at buelengden til den logaritmiske spiralen
fra origo til et punkt P er endelig. Vi skal na se pa beviset for dette.

Setning 7.2. Buelengden fra ethvert punkt pa en logaritmisk spiral til sentrum
er endelig.

Bevis: Dersom vi har en kurve pa polarform, r = f(6), er buelengden gitt

ved:
0 2
2 dr
= 2 — | db
/91 T (de)

Setter vi inn for den logartimiske spiralen, 1 = e%? % = ae™ = qr, far vi:

) 0 T
2 2 1 2
= / Vr2+ (ar)2dd =1+ a2/ edy = vita (e“e2 - eael)
01 01 a

La oss anta at a er positiv. Lar vi s 02 veere fast (vi tenker oss da et fast punkt
P), og lar 6; ga mot —oo (vi tenker oss at vi beveger oss uendelig langt mot
sentum), far vi:
. V1i+aZ V14 a?
loo= lim |=——¢e" = — 1y
61 ——o00 a a

Dersom a < 0, far vi tilsvarende resultat dersom vi lar #; ga mot co. Vi ser at
resultatet er endelig, og beviset er fullfgrt.

Figur 6: Avstanden fra et punkt P til sentrum er lik lengden av tangenten til
punktet T ([4])

La oss tolke denne buelendgen geometrisk. Vi vet at a = cot a. Bruker vi sam-

tidig at 1 + cot?a = —5— og coba = B¢ far vi YI+te® — _L_ Vi far at
sSin“ a sin . a COS &
loo = —— der r er avstanden fra et punkt P til sentrum.

Ccos «
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Dersom vi bruker figur 6 som referanse, er r = OP, der O er sentrum av spiralen.
Siden OP er en rett linje vil den krysse spiralen med vinkel «. Vi trekker sé en
linje som star normalt pa OP. Lar vi sa T veere krysningspunktet mellom denne
linja og tangenten til spiralen i punktet P far vi figur 6. Da vil cosa = % = 57
og derav PT = —— = lo. Sa lengden PT er lik buelengen fra punktet P til
sentrum av spiralen. Dette bemerkelsesverdige resultatet var det Evangelista

Torricelli, en disippel av Galileo, som kom frem til i 1645.

7.3 Spira Mirabilis

Bernoulli kalte den logaritmiske spiralen for spira mirabilis, den fantastiske spi-
ralen. Hva fikk han til & kalle den det? Han likte spiralen sa godt at han ville ha
spiralen inngravert pa sin gravstein med teksten Eadem mutata resurgo, "selv om
forandret, skal jeg sta opp som den samme”. Denne teksten gir oss et hint om hva
som fascinerte Bernoulli mest. Han syntes nemlig at det var veldig fascineren-
de at spiralen forble uendret etter mange geometriske operasjoner. Invertering,
for eksempel, gir oss bare et speilbilde av funksjonen. Det viser seg ogséa at,
slik som e® er sin egen deriverte, er den logaritmiske spiralen sin egen evolutt.
Uten & ga i detaljer, forteller evolutten noe om krumningen til en kurve, slik
den deriverte forteller noe om stigningen. Sa y = e” i kartesiske koordinater er
sin egen deriverte, og = €’ i polarkoordinater er sin egen evolutt! En fascine-
rende sammenheng! En god animasjon av at evolutten blir kurven selv kan
sees pa http://mathworld.wolfram.com/LogarithmicSpiralEvolute.html.
Det stopper heller ikke der! Den logaritmiske spiralen er ogsi sin egen radi-
elle kurve, pedalkurve og katakustikk, bare for & nevne noe. Den logaritmiske
spiralen er altsa virkelig seg selv lik.

Bernoulli ville nok snudd seg i graven dersom han s& hva som ble inngravert
pa gravsteinen hans. Teksten som han gnsket star der, og det er ogsé en spiral
inngravert. Spiralen er pa den annen side ikke logaritmisk, men aritmetisk, s&
kanskje ikke helt det han hadde gnsket seg.

7.4 Den logaritmiske spiralen i naturen

En annen viktig egenskap ved spiralen er at dersom vi gker vinkelen 6 et tall &
flere ganger, slik at vi far 0, -+k, 0+2k, osv vil avstanden fra sentrum, r, gke med
likt forhold og gi en geometrisk rekke. Dette er en av grunnene til at vi finner den
logaritmiske spiralen overalt i naturen. Det er rett og slett en form naturen "li-
ker”. Du finner den i snegleskjell, solsikker, spiralgalakser, ulike grgnnsaker osv.
Dersom n mus starter i hjgrnene pa en n-kant og hver enkelt mus beveger seg
mot sin neermeste nabo, mot klokka, vil deres bevegelser bli logaritmiske spiraler
(se animasjon her: http://mathworld.wolfram.com/MiceProblem.html). Det
er ogsd en logaritmisk spiral en grn vil fplge nar den skal fange et bytte, og
banen insekter fglger mot en lyskilde.

26



W

i1
| 2 j

Figur 7: Fibonacci-spiralen

Fibonaccitallene 1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ..., der hvert tall er summen av de
to forrige, finnes ogsé hyppig i naturen. Antall kronblader pa en blomst, antall
spiraler pa brokkolien og ananasen og annet. Dersom man tegner kvadrater med
sidekant de ulike fibonaccitallene og tegner en spiral mellom deres hjgrner, far
man faktisk en logaritmisk spiral! Dette er vist pa figur 7. Forholdet mellom to
tall i fibonaccirekka blir neermere og nsermere det gylne snitt, som vi finner igjen
flere steder pa menneskekroppen og andre steder i naturen. S& den logaritmiske
spiralen, fibonaccitallene og det gyldne snitt er neert knyttet til hverandre.

Figur 8: Den logaritmiske spiralen i et skjell og i armene til en spiralgalaske (|2]
og [3])

e er altsa et tall naturen liker. Naturlig vekst er ogsa optimal dersom den er
eksponentiell, i henhold til funksjonen e*.
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8 Avslutning

Vi har na gitt deg, som leser, et innblikk i hvordan tallet e er definert, hva
som er spesielt med det, og forskjellige steder e dukker opp. Det er viktig & ha
en god bakgrunn i alt man skal undervise i en skolesammenheng. Vi vil si at
& vite litt om e er spesielt viktig, superstjernen som den er. Nar elever mgter
pa e forste gang lurer de kanskje p& hvor tallet kom fra, hvorfor e® er sin egen
deriverte og hvorfor det dukker opp overalt. Da er det dumt & matte avfeie deres
nysgjerrige spgrsmal, grunnet manglende kunnskap. Selvom noen av bevisene i
denne artiklen er litt tunge for elever ved videregaende skole, sa er det essensielt
& kunne forklare hvorfor e® er sin egen deriverte, og hvorfor akkurat tallet e? Det
har blitt klargjort at e er et av naturens favorittall, at e har et naert forhold til
7, og at e er bade et irrasjonalt og transcendent tall. Vi har ogsa gjort rede for
fire definisjoner av e det kan veere greit a ha i verktgykassa. To av dem er rent
tallteoretiske definisjoner, mens de to andre er mer kalkulus-relaterte, da vi ser
pa integraler til, og deriverte av, funksjoner. Det er nyttig & ha flere definisjoner
& sjonglere mellom, da de har ulik nytte i ulike situasjoner. De rgper ogsa viktige
egenskaper med det vi haper er ditt nye favorittall.
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