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Kapittel 1

INNLEDNING

Det er vanskelig a gi en generell og samtidig presis definisjon av hva bglgebevegelse
er, men fglgende lgse formulering kan tjene som et nyttig utgangspunkt: En bglge
er et signal som forplanter seg fra en del av et medium til en annen del med en
karakteristisk hastighet. Signalet kan vaere hvilken som helst forstyrrelse som
kan identifiseres slik at dens posisjon kan bestemmes til enhver tid. Signalet kan
endre form og stgrrelse og forplantningshastigheten kan ogsa endre seg under
utbredelsen, men endringen er av en slik art at signalet kan gjenkjennes. Etter
dette kan bade periodiske forstyrrelser (bglgetog) og isolerte forstyrrelser (pulser)
som beveger seg gjennom mediet betegnes som bglger.

Bglgebevegelsen opptrer i veesker, gasser, elastiske stoff og i vakuum, men
bolgene kan ha forskjellige fysikalske arsaker. Eksempelvis er overflatebglger i
vann forarsaket av tyngdekraften eller overflatespenningen, treghetsbglger i ha-
vet og atmosfaeren er forarsaket av jordrotasjonen, seismiske bglger er forarsaket
av elastiske krefter og radiobglger i vakuum skyldes elektromagnetiske krefter.
Selv om arsakene til bglgebevegelsen kan vaere forskjellige, sa har de forskjellige
balgetypene felles egenskaper og mange av de matematiske metodene som benyt-
tes i undersgkelser av forskjellige bglgefenomen, er de samme. En kan derfor med
full rett tale om en bglgeteori felles for alle bglgeformer.

Hovedhensikten med denne forelesningsserie er a gi kunnskap om viktige for-
mer for bglgebevegelse i vaesker og gasser. Vi skal ikke sgke a gi en komplett
fremstilling av alle mulige bglgetyper. Vi skal heller gjgre utvalget slik at vi sam-
tidig blir kjent med viktige felles egenskaper ved forskjellige bglgetyper, dessuten
vil vi sgke a gjore utvalget slik at vi samtidig blir kjent med viktige matematiske
metoder innen bglgeteori. For en mer fullstendig behandling av emnet henvises
det til bgker av Lamb (1932), Stoker (1957), Tolstoy (1973), Whitham (1974) og
Lighthill (1978). I de to siste bokene vil man ogsa finne referanser til de viktigste
nyere arbeidene i feltet.
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1.1 Grunnleggende modeller og begreper

Den enkleste matematiske modell for bglgeutbredelse er gitt ved likningen

op = 0o

hvor x er en romkoordinat, ¢ er tiden og ¢ er en konstant. Likningen har lgsningen
¢=flz—ct)

hvor f er en vilkarlig funksjon. Lgsningen fremstiller en bglge som brer seg i
x-aksens retning med konstant hastighet c.
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Figur 1.1: En-dimensjonal bglgeutbredelse.

Den tre-dimensjonale bglgeligningen

62
8—5 — V=0 (1.2)

beskriver forplantiningen av lydbglger, seismiske bolger og elektromagnetiske
bglger i medium med uniform forplantningshastighet c¢. En lgsning av (1.2) kan

skrives
f(r —ct)
r

o=

hvor r er avstanden fra et fast punkt O i rommet. Lgsningen beskriver en kulesym-
metrisk belge som brer seg ut fra O, og bglgen dempes med en faktor 1/r under
utbredelsen fordi energien fordeles over stadig storre kuleskall (sfeerisk dempning).

Bglgeligningen har ogsa lgsning som representerer en plan bglge
¢ = Aexp{i(k - r — wt)} + kompleks konjugert (1.3)
hvor A er konstant og de to andre konstantene w og k er forbundet ved relasjonen

w? = (kc)? (1.4)
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Figur 1.2: Kulesymmetrisk bglgeutbredelse.

Vektoren » = (z,y, z) er posisjonsvektoren i et kartesisk koordinatsystem med
akser x, y og z. Storrelsen

x=k-r—uwt (1.5)
er fasefunksjonen og likningen

X = Xo = konstant

beskriver ved et gitt tidspunkt et plan som blir kalt faseflaten. En bglgedal eller
bolgetopp er for eksempel gitt ved en fast verdi av fasefunksjonen. Vektoren
k er bolgetallsvektoren og dens komponenter langs aksene =, y og z betegnes
henholdsvis k; (i = 1,2,3) eller k,, k, og k.. Det folger fra (1.5) at

k=Vyx (1.6)

som viser at bglgetallsvektoren er normal til faseflaten.

Boalgelengden A er avstanden mellom to faseflater hvor fasekonstanten yo end-
rer seg med verdien 27 fra den ene flaten til den andre. Vi har at
2
Tk
hvor k = |k| er bolgetallet. Bolgens vinkelhastighet er w. Perioden T og frekvensen
n er gitt ved

A (1.7)

2
“i (1.8)
T
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=y

X=Xo

Figur 1.3: Faseflate.

Vi betegner A som (halvparten av) den komplekse amplituden for bglgen, og
den fysikalske amplituden er i dette tilfellet 2Re(A). Faseflaten beveger seg med
hastighet

c=- (1.9)

i flatenormalens retning, og ¢ blir derfor kalt fasehastigheten. Siden c i dette
tilfellet er konstant, er fasehastigheten uavhengig av bglgelengden, og vi sier at
bglgene er ikke-dispersive eller dispersjonslase.

For de linesere likningene (1.1) og (1.2) gjelder superposisjonsprinsippet. En
sum av lgsninger av formen (1.3) er ogsa lgsning av bglgelikningen, og ved hjelp
av Fouriers teorem kan man derved finne planbglger av vilkarlig form.

Na fremkommer bglgelikningen (1.2) ved at man gjor en rekke forenklede
antakelser om bglgebevegelsen og mediets natur. Forenklingen kan vaere noe for-
skjellig alt etter hvilken bglgetype man behandler, men de viktigste forenklingene
for eksempel i akustikk og elastisitetsteori er:

1. Sma bglgeamplituder slik at grunnlikningene kan lineariseres.
2. Varmeledning og viskositet neglisjeres.
3. Mediet er homogent.

I mange anvendelser vil disse antagelsene ofte ikke veere oppfylt, og seerlig nar
det gjelder ikke-linesere bolger og belger i inhomogene media foregar det i dag en
stor forskningsaktivitet. Vi skal gjennom eksempler vise viktige egenskaper ved
slike bglgefenomen.

I elementeere fremstillinger av bglgeteorien blir det ofte skapt det inntrykk
at det til all bolgebevegelse er knyttet hyperbolske likninger av typen (1.1) eller
(1.2). Dette er ikke riktig. Den mest dagligdagse form for bglger, nemlig over-
flatebglger i vann, fremkommer matematisk som lgsninger av Laplace likning med
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kompliserte randbetingelser. Vannbglger tilhgrer en klasse av dispersive balger, og
for disse bglgene er fasehastigheten avhengig av bglgelengden. Dispersive bglger
opptrer ogsa som plane bglger tilsvarende (1.3), men relasjonen mellom vinkel-
hastighet og bglgetallsvektoren er forskjellig. 1 det generelle tilfellet er w bade
avhengig av storrelse og retning av bglgetallsvektoren, og vi kan skrive dette ved

w=w(k) (1.10)

Relasjonen mellom w og k blir kalt dispersjonsrelasjonen. I mange tilfeller er
dispersjonsrelasjonen isotrop. Dette innebaerer at w er uavhengig av retningen av
belgetallsvektoren og avhenger bare av bglgetallet slik at

w=w(k) (1.11)

Ved isotrop dispersjon er fasehastigheten uavhengig av bglgenes forplantningsret-
ning. Ved anisotrop dispersjon derimot, vil i alminnelighet fasehastigheten vaere
forskjellig alt etter hvilken retning belgen forplanter seg i. Dette er tilfelle for
eksempel for elastiske bglger i visse typer sedimentlag og overflatebglger i havet
som forplanter seg i omrader med stromskjeer.

@vingsoppgaver

1. Dispersjonsrelasjoner.

Nedenfor er gitt en serie ligninger. Hvilke har lgsninger pa formen 7 =
Aexp{i(k - r — wt)}? Finn og droft relasjonen mellom w og k. Hvilke er

bolgeligninger?
Pn L0
(8) T = 95z
an 0%
(b) 5 =~ 92

on _ on Py
(C) E = CO% + 6@

Pn  On 0%
() 5z 9% = g

o o' o'n

() otr Ot2022 + €8x4 =0
2 2
n s E20M
£ 2 il v el
® 22 =V+3Viae
Pn 0 On

(2) @Z%(l‘%)
0 On On oy 10%n B
M 52 T T oo Taae Y
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2. Standard bglgelikning og initialbetingelser.

En funksjon 7 er definert for alle  og oppfyller likningen gitt i oppgave 1a.
Hvor mange initialbetingelser er ngdvendig for a sikre en entydig lgsning?
Gi et eksempel pa et slikt sett av initialbetingelser. Finn lgsningen ved et
vilkarlig senere tidspunkt. Gjenta dette for 1c med e = 0. Diskuter tilfellet

e # 0.



Kapittel 2

OVERFLATEBOLGER 1
VASKER

Overflatebglger forarsaket av tyngdekraften eller overflatespenningen er et daglig-
dags fenomen kjent for alle. Denne form for bglgebevegelse er ogsa blitt beskrevet
og studert i tallrike vitenskapelige arbeid, og det har vist seg at overflatebglgene
fremviser et mangfold av egenskaper som man i mange tilfeller kan gjenfinne i
andre former for bglgebevegelse. Dette gjor at overflatebglger inntar en sentral
plass i bglgeteorien. Den betydningen som overflatebglgene har for forskjellige
virksomheter i det praktiske liv, bidrar dessuten til at overflatebglger fortsatt er
et interessant forskningsfelt.

Alt etter som om overflatespenningen eller tyngdekraften er dominerende for
balgebevegelsen, benytter vi betegnelsene kapillarbglger eller tyngdebglger. I noen
tilfeller vil balgebevegelsen veere like mye influert av overflatespenningen som av
tyngdekraften. Vi benytter da betegnelsen kapillar-tyngdebalger om disse bglgene.
Bade kapillar- og tyngdebglger vil veere pavirket av viskositeten i veesken, slik
at de korteste bglgene er de som dempes sterkest av friksjonens virkning. For
bolgebevegelse pa dypt vann forer viskositeten bare til betydelig dempning for
bglger med bglgelengde mindre enn ca. 1 cm. Kompressibiliteten i vaesken vil
vanligvis veere uten nevneverdig betydning for overflatebglgene.

Neer beslektet til overflatebglger er bglger som opptrer pa skilleflaten mellom
vaesker med forskjellig tetthet. Noen eksempler pa dette vil bli gitt i avsnittet om
interne bglger.

11



12 OVERFLATEBOLGER I VAESKER

2.1 Grenseflatebetingelsene ved vaeskeoverflaten

z=7lx,y,t)

Figur 2.1: Ortogonale enhetsvektorer pa overflate.

I det fglgende far vi ofte bruk for de matematiske uttrykk for grenseflatebe-
tingelsene ved vaeskeoverflaten, og innledningsvis skal vi i korthet utlede disse.
Vi skal her behandle det tilfellet hvor en vaeske grenser til en overliggende gass
med mye mindre egenvekt slik at en kan neglisjere bevegelsen i den overliggende
gassen. Av den grunn kan vi regne med at det over vaesken er et konstant isotropt
trykk som vi betegner med p,.

Vi lar flaten z = n(x,y,t) betegne overflaten. z-aksen er rettet vertikalt og x-
og y-aksene er horisontale, og vaesken som vi betrakter fyller rommet under flaten.
Nar veesken er i ro og i likevekt, ligger overflaten i zy-planet. Enhetsvektoren n
betegner flatenormalen til flaten i punktet O. Denne er valgt slik at vektoren peker
ut fra veesken. Enhetsvektorene I og m ligger i flatens tangentplan i punktet O,
og vektorene I, m og n utgjgr et sett av ortogonale enhetsvektorer. Et slikt sett
er for eksempel gitt ved

I = (0,1,a2)/4/1+ 3

m = (—043—1,&1a2,—a1)/\/(1+a%+a§)(1—i—a%) (2.1)

n = (—ay,—ay1)/y/1+a?+ a2

For a forenkle skrivingen har vi innfert stgrrelsene «; = dn/0x;, hvor ¢ = 1,2
betegner henholdsvis x og y.

Pa undersiden av et flateelement med areal dA som ligger i overflaten med
punktet O som sentrum (se figur 2.1) virker krefter forarsaket av trykket og de
viskgse spenningene i vaesken. Med de forutsetninger som vi har gjort her, virker
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det ogsa en konstant trykk-kraft pa oversiden av flateelementet. Resultanten av
disse kreftene kan skrives

[(p — pa)n — - PJ]dA (2.2)

hvor P er spenningstensoren for de viskgse spenningene.

Langs flateelementets rand virker i tillegg krefter pa grunn av overflatespen-
ningen o (kraft pr. lengdeenhet), rettet langs tangenten til flaten i randa. La
punktet O vere inneholdt i et enkelt sammenhengende omrade €2 pa overflaten,
avgrenset av randa I'. Kappilarkraften som virker pa et linjesegment ds langs
randa [" kan skrives som —om x ds, hvor n er overflatenormalen for linjesegmen-
tet ds. Den totale kappilarkraften som virker pa den omkringliggende overflaten

er
F:—j{anxds.
r

Dersom o er konstant langs overflaten, sa kan vi ved hjelp av Stokes sats, og ved a
betrakte grensen at () — dA skrumper inn mot punktet O, vise at kappilarkraften
pa flateelementet er rettet langs normalvektoren n i O, og er gitt ved

dF =ndF, = —onV -ndA.

Stgrrelsen av resultantkraften kan alternativt uttrykkes ved hovedkrumnings-
radiene for flaten. I figur 2.2 er flateelementet valgt slik at sidekantene ds; og dss
faller langs hovedkrumningsretningene for flaten. Pa figuren betegner S; og So

Figur 2.2: Hovedkrumningsradiene til en overflate
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krumningssentrene og R, og Ry hovedkrumningsradiene for flaten. Vinklene d/3;
og dfs er fglgelig gitt ved relasjonene

d81 dSQ
dg; = — dfy = —
B i) og df Ry
Vi finner derfor at
d d 1 1
F, = —20d32% - 20d31% = —O’(E + E)dA (2.3)

hvor Ry og Ry er valgt positive nar de tilsvarende krumningssentrene ligger inne i
vaesken. Storrelsen %(RileR%) blir vanligvis betegnet som flatens middelkrumning.

For a unnga at veeskepartiklene i overflaten blir utsatt for uendelig (eller
uvirkelig) store akselerasjoner, sa ma resultantkraften av de spennings- og trykk-
kreftene som virker pa flateelementet veere null. Dette medforer at de dynamiske

grenseflatebetingelser ved z = n(x,y,t) kan skrives

p—m-P-n—oV-n = p,
n-P-1 =0 (2.4)
n-P-m = 0

[ tillegg til betingelsene (2.4) har man den kinematiske grenseflatebetingelsen
ved overflaten. Vanligvis er massetransporten gjennom overflaten pa grunn av
fordampning eller diffusjonsprosesser ubetydelig, og man kan med god tilnsermelse
anta at veeskepartiklene i overflaten beveger seg tangensielt (eventuelt ligger i ro)
i forhold til flaten. Dersom vektoren v med komponenter u, v og w betegner
hastigheten i veesken og dt er et lite tidsintervall, sa ma folgelig veeskepartiklene
ved overflaten bevege seg slik at

z+wdt =n(r+udt,y +ovdt,t +dt)

Ved Taylorutvikling etter potenser av dt finner vi sa den kinematiske grensefilate-
betingelsen ved overflaten
_ 9
ot
Likningene (2.4) og (2.5) er ikkelinesere og de variable u, v, w og n inngar pa en
meget komplisert mate. Vi skal derfor behandle noen spesialtilfeller og dessuten
vise hvordan grenseflatebetingelsene forenkler seg ved linearisering.

Dersom man antar at vaesken er friksjonsfri, homogen og inkompressibel og
at bevegelsen er virvelfri, sa kan strgmhastigheten avledes av et potensiale ¢ og

w +v-Vnp (2.5)

v=Vo (2.6)

Trykket i veesken er da bestemt ved Eulers trykklikning (se f.eks. Gjevik, 1981)
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ot

hvor p er tettheten i vaesken og g er tyngdens akselerasjon. f(t) er en funksjon
av t som er bestemt av forholdene i et punkt i veesken. Vi tenker oss pa samme
mate som beskrevet av Gjevik (1981) at f(¢) kan trekkes inn i ¢ uten at dette
fgrer til noen endring i hastighetsfeltet. Trykket ved overflaten kan derfor skrives

p=-p ((% + 1'v +QZ> +pa+ f(t)

0 1
p=—p (—(b + —v2) — PgN + Pa (2.7)
z=n

Ved Taylor utvikling av uttrykket i parentes etter potenser av n

=— + + v + 4, 2.8
p=—p Kat . gn 510" . P (2.8)

hvor --- angir hgyere ordens ledd i rekkeutviklingen.

Dersom bglgeamplituden er liten nok, uten at vi pa det navaerende stadi-
um kan angi presise grenser, sa kan de ledd hvor strgmparametrene inngar i
kvadrat eller i hgyere potenser slgyfes i forhold til de leddene som er linesre i
strgmparametrene. Nar man har funnet en bglgebevegelse som tilfredsstiller de
lineariserte likninger som derved fremkommer, kan man for eksempel sette denne
lgsningen inn i de ikkelinesere leddene. Derved kan man finne et estimat pa hvor
liten amplituden ma veere for at de hgyere ordens ledd kan slgyfes. Vi skal komme
tilbake til dette i senere avsnitt.

Det lineariserte uttrykket for trykket ved z = n kan derfor skrives

=—p [(?;f) . +g77} + Pa (2.9)

Pa tilsvarende mate kan man ga frem for a linearisere andre ledd som opptrer
i grenseflatebetingelsene (2.4). Uttrykket hvor overflatespenningen inngar kan
skrives

Noa (14 15) 4 1yy (14 12) — 20270 ey
(173 +n7)>?

—oV-n=o0

slik at man ved linearisering far

0%n 82
Avingsoppgaver

1. Finn de lineariserte uttrykk for de viskgse spenningskomponentene i (2.4).
Anta Newtonsk veeske.

2. Finn ved rekkeutvikling de lineazre og kvadratiske ledd i den kinematiske
grenseflatebetingelse (2.5).
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2.2 Dispersjonsrelasjonen for linezere kapillar-
og tyngdebglger

Vi skal betrakte to-dimensjonale overflatebglger i en friksjonsfri, homogen og
inkompressibel vaeske, begrenset ved en plan og horisontal bunnflate. Vi legger

4

5 bt

Tz

< 7

i

Figur 2.3: Todimensjonal bglge

aksekorset slik som vist i figur 2.3 hvor z-aksen danner overflaten nar veesken er
i ro og likevekt. Dybden av vaeskelaget er da H.
Bglgebevegelsen forutsettes a veere virvelfri og hastighetspotensialet tilfreds-

stiller Laplace-likningen
Vi =0 (2.11)

For lineaere bglger kan grenseflatebetingelsene ved overflaten i henhold til (2.4),
(2.9), (2.10) og resultater fra gvelser under punkt 2, skrives

¢ od*n
o P Lo =Y
dg  On
%~ o (2.12)

for z = 0. I tillegg til disse betingelser kommer grenseflatebetingelsen ved bunnen

z=—H
oo

— =0. 2.13
0z (2.13)
En belgelgsning av likningene (2.11)—(2.13) kan skrives
n = a sin(kr — wt)
aw
= ——————coshk H kr — wt 2.14
¢ P (z+ H) cos(kx — wt) (2.14)

hvor a er bglgeamplituden. Bglgetallet og vinkelhastigheten er forbundet ved

dispersjonsrelasjonen
3

k
w? = (gk + 07) tanh kH. (2.15)
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Fasehastigheten for kapillar- og tyngdebglger er derfor gitt ved

ok?\ 2 [tanh kH \ ?
Y (FICA Iy 2.16
‘ CO( - pg) ( kH ) (2.16)

hvor ¢y = /gH. Likningen (2.16) viser at fasehastigheten er lite pavirket av
overflatespenningen dersom ”p—’f < 1. Dette medfgrer at overflatespenningen kan
neglisjeres for bglger med bglgelengde meget stgrre enn A, hvor

o
A = 270(—
(pg)

N

(2.17)

Pa den andre siden dominerer overflatespenningen bevegelsen nar bglgelengden er
mye mindre enn \,,. For rent vann ved 20°C er 0 = 7.4-1072 N/m, p = 103 kg/m?,
og med g = 9.81 m/s? er \,, = 1.73 cm.

I de tilfeller hvor bglgelengden er mye mindre enn H og derved kH > 1 kan
vi med god tilneermelse sette tanh kH = 1 og vi far fra (2.16) at

g ok >
=(=+— . 2.1
c (k;+ p) (2.18)

I dette tilfellet har fasehastigheten en minimumsverdi

1.0g.1
Cm = 22 (_)4
p
for bglgelengden A,,. For rent vann ved 20°C' er ¢, = 23 cm/s. Innforer vi

storrelsene A, og ¢, sa kan (2.18) skrives

¢ LA Ay :
Cn 122 AT
Vi legger merke til at dersom bglgelengden er storre enn A, sa er forplantnings-
hastigheten stgrre for lange bglger enn for korte, mens det motsatte er tilfelle

for bglgelengder kortere enn \,,. ¢ som funksjon av bglgelengden er fremstilt i
figur 2.4. Dersom bglgelengden er mye storre enn H slik at kH < 1, kan vi sette

(kH)
3

tanhkH = kH —

og vi finner fra (2.16) at

o 1\ k*H?
= 1 _—— = . 2.1
‘ COM(ngQ 3) 2} 249

Hvis 0 = %ngz, som for rent vann inntreffer for H = 0.48 cm, sa viser (2.19) at
balgene er ikke-dispersive i analogi med akustiske bglger. Dette blir noen ganger
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Figur 2.4: Fasehastigheten ¢ som funksjon av baolgelengden X for bolger pa dypt
vann.

utnyttet til eksperimentelt a studere egenskaper for ikke-dispersive lydbglger ved
hjelp av modeller i vann.

Med de lgsningene av de linesere likningene som vi na har funnet, er vi i stand
til a angi betingelser for at lineariseringen skal veere gyldig. Gar vi tilbake til
likning (2.8), sé er (%2).—o et typisk lineaert ledd og u? = (52)2_, er til andre orden
et typisk ikkelinezert ledd. Benytter vi lgsningen (2.14), finner vi at forholdet

mellom det ikkelinezere leddet og det linezere leddet maksimalt er

ak
tanh kH

Skal det ikkelinesere leddet kunne slgyfes i forhold til det linesere leddet, sa ma
forholdet mellom leddene vaere meget mindre enn 1. Dette innebaerer at linea-
riseringen er gyldig dersom a/\ < 1 nar kH > 1 og a/H < 1 nar kH < 1.
I begge tilfeller vil altsa lineariseringen veere gyldig dersom bglgenes steilhet er
tilstrekkelig liten.

vingsoppgaver

1. En plan bglge har bglgetallsvektor k = (k,, k,) og vinkelhastighet w. Gi
en geometrisk/fysisk tolkning av sterrelsene w/k, og w/k,. Finn bglgetall,
bolgelengde og fasehastighet for en tyngdebglge pa dypt vann med periode
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10 s. Finn bglgetallsvektoren nar belgen forplanter seg i en retning som
danner en vinkel 30° med z-aksen.

2. Finn trykket i veesken for tyngde-kapillar bglger, og bestem trykket ved
bunnen. Hvordan varierer trykket med z nar kH < 17 Hvilke bglgeperioder
kan registreres av en trykkfgler som ligger pa bunnen pa 100 m dyp med
en fplsomhet begrenset til 1/10000 del av det hydrostatiske trykket? Bolge-
steilheten 2a/\ settes lik 0.1.

3. Bestem den kinetiske energitettheten §v2 for tyngdebglger pa dypt vann.
Hvilke betingelser ma vi legge pa bglgeamplituden a for at maksimalver-
dien av det ikkelinesere leddet §v2 er mindre enn 10% av typiske lineae-
re ledd som inngar i Eulers trykk-likning? Uttrykk dette som et krav pa
bolgeamplituden nar A ligger mellom 1 m og 300 m.

2.3 Partikkelbevegelsen i overflatebglger

Vi tenker oss at vi merker den vaeskepartikkel som ved tiden ¢y, har posisjon
ro slik at vi kan fglge dens bevegelse. Partikkelen har ved et senere tidspunkt
posisjonen 7. Hvis hastigheten v i feltet er kjent, sa er r bestemt ved fglgende
integrallikning:

t

r—ry= / v(r,t)dt (2.20)

to

Vi innfgrer na partikkelens forrykning R slik at

r=1r9+ R

og setter dette uttrykket inn i integranden i (2.20). Rekkeutvikling etter potenser
av R gir

t t
r:r0+/ 'v('r'o,t)dt—l—/ R -Vov(ry,t)dt+---
to to

Dersom forrykningen er liten og hastighetsgradientene sma, kan hgyere ordens
ledd neglisjeres. Ved linearisering far vi derfor at

t

R=r—ry= / v(rg, t)dt (2.21)
to

Vi skal benytte denne likningen til a finne partikkelbevegelsen for to-dimensjonale

kapillar- og tyngdebglger. Hastighetskomponentene i bglgebevegelsen er etter

(2.6) og (2.14)

)0, aw .
U= o= cosh k(z + H) sin(kz — wt)
wo = ¢ = 9 sinh k(z+ H) cos(kr — wt)

0z sinh kH
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Setter vi o = (¢, 20) og r = (x, z), sa folger av (2.21)

r—xy = cosh k(zo + H) cos(kxg — wt) + K4

a
sinh kH (2.92)

z—2zy = sinh k(zg + H) sin(kxg — wt) + Ko

a
sinh kH
hvor K og K, er integrasjonskonstanter.

Bade her og senere vil vi fa bruk for tidsmidlet av en funksjon F(t), og vi
definerer dette ved

. 1 to+T
F—— / F(t)dt, (2.23)
T /i

hvor ty er en vilkarlig konstant. Dersom funksjonen F'(t) er periodisk med periode
T, sa vil tidsmidlet F' ikke avhenge av konstanten t.
Ved tidsmidling av (2.22) finner vi, siden cos og sin er periodiske funksjoner,

Tr—xy = Kl

2—20 = K2

hvor z og z er partikkelens midlere posisjon. Ved hjelp av disse relasjonene kan
(2.22) skrives

r—= = A cos(kxrg—wt)
z—2z = Bsin(kxy— wt) (2.24)
hvor
_ cosh k(2 + H) ~ sinh k(z + H)
A= qmer % BT qwka
Av (2.24) folger
T— T, Z—Z,
=1 2.25
A (2.25)

som viser at veeskepartiklene fglger ellipsebaner og at omlgpstiden i banen er
belgeperioden T' = 27 /w. Ellipsens halvakser er A og B. For partikler som er naer
bunnen (zg — —H) gjelder at A — a/sinh kH og B — 0, og ellipsen degenererer
til en rett linje. Er H meget stgrre enn bglgelengden slik at kH > 1, sa er
A = B = ae’. I dette tilfellet, altsa for bglger pa dypt vann, blir partikkelbanene
sirkler som vist pa figur 2.5. Radius i sirkelbanene avtar nedover i veesken, og i
et dyp zp = —\ er radius en faktor e™>" ~ 2 - 1072 mindre enn ved overflaten.
Partiklenes omlgpsretning i banene folger av (2.24), og for bglger som beveger
seg mot hgyre er omlgpsretningen angitt med piler i figur 2.5. Til sammenlikning
er partikkelbanene i lange bglger pa grunt vann H/A = 0.15 skissert i figur 2.6.
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Figur 2.5: Partikkelbanene i bolger pa dypt vann a/\ = 0.06.
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Figur 2.6: Partikkelbaner i lange bolger pa grunt vann a/H = 0.25.

2.4 Den mekaniske energien i overflate-bglger

For periodisk bglgebevegelse kan man finne enkle uttrykk for den midlere meka-
niske energien pr. flateenhet i horisontalplanet. For overflatebglger skal vi benytte
betegnelsen midlere energitetthet om denne stgrrelsen. (Vanligvis brukes denne
betegnelsen om energien pr. volumenhet.) Energi bestar av kinetisk og potensiell
energi, og den potensielle energien i overflatebglger skyldes overflatespenningen og
tyngdekraften. Nar overflaten deformeres, utforer overflatespenningen et arbeid
som er ¢ multiplisert med endringen i overflatens areal. Den midlere potensielle
energi pr. flateenhet pa grunn av overflatespenningen kan derfor skrives

e 1 /t°+T an an
= — 1 _ 2 2 1
Ey T J, 7 +((9:z:) +<8y) d

Taylor utvikling av integrand gir for sma verdier av % og g—z

)2+ (@)2} dt (2.26)

1 flotT on
EF —
’ [( y

p:ﬁto Ox

For den potensielle energien pa grunn av tyngdekraften velger vi null-nivaet i
z = —H /2 som er vaeskelagets midlere hgyde over bunnen. Energi pr. volumenhet
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er
H

ep = pg(z + 5)

og den midlere potensielle energi pr. flateenhet pa grunn av tyngdekraften kan
derfor skrives

. 1 to+T1 n pg to+T )
E:—/ / e, dzdt = — N~ + Hn)dt
T, T 2T J,, ( )

Siden overflatehevningen n er forutsatt periodisk i ¢, far vi

to+T

El = % i dt (2.27)
to

Den samlede midlere potensielle energi pr. flateenhet for overflatebglger er
E,=E.+E} (2.28)
Den kinetiske energien pr. volumenhet er

€L = 5’02

og den midlere kinetiske energi pr. flateenhet av overflaten

1 to+1" prn
Ek = — / / CL dz dt
T to —H

Ved Taylor utvikling etter potenser av n far vi
n 0
/ ekdz:/ exdz+ (ex)|,_on+ ...
—H —H

For bglger med liten amplitude er det nok a ta med det fgrste leddet i denne
rekkeutviklingen, og ved innfgring av hastighetspotensialet kan vi skrive

p to+T 0 )
E, = / V)2 dz dt
"Toar ), ﬁ()

Ved hjelp av Greens teorem og grenseflatebetingelsen ved bunnen (2.13) kan
uttrykket omformes, og vi finner

to+T1
ST

o7 o dt (2.29)

z=0
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Setter vi na inn uttrykkene (2.14) for hastighetspotensialet og overflatehevningen
i (2.26)—(2.29) far vi etter noen enkle omforminger

1

Eg = Zok2a2
1
t 2
B, = 1P9a (2.30)
1 ok?
E, = E,=-pga*(l+-—
» k= gp9at(1+ pg)

De siste likningene viser at den midlere energitettheten av potensiell og kinetisk
energi er like (energiekvipartisjon). Selv om dette synes a gjelde for de fleste
typer av linezer bplgebevegelse, finnes det eksempler pa bglgetyper hvor man ikke
har energiekvipartisjon. Sverdrup-bglger som er en type tyngde-treghetsbalger i
roterende vaesker, er et eksempel pa det.

Summen av F, og Ej er den midlere mekaniske energitetthet og

E = E, + E), = 2E, = 2E, (2.31)

Av siste likning i (2.30) fremgar det at for bglgelengder A > \,,, hvor \,, er
definert i (2.17), er energitettheten pa grunn av overflatespenningen ubetydelig i
forhold til energitettheten pa grunn av tyngden. Vi har derfor at for A > )\,
1

E = §pga2 (2.32)
som er den midlere mekaniske energitetthet for tyngdebalger. For bglgelengder
A < A\, er energitettheten pa grunn av tyngden ubetydelig, og vi far at den
midlere mekaniske energitettheten for kapillarbglger er

1
E= 50/@2@2 (2.33)

Vi gnsker ogsa a beregne energistrommen eller energifiuksen i overflate-bglgene.
La oss tenke oss at vi avgrenser et omrade pa vannoverflaten S innenfor en lukket
kurve I'. Loddrett under overflaten S ligger et volum av vann 2, avgrenset av
vertikale vegger II. Den totale energien i € og pa S er gitt ved uttrykket

/epdV+/ede+/0dS
Q Q s

der e, er potensiell energi i tyngdefeltet pr. volumenhet, e er kinetisk energi pr.
volumenhet, og overflatespenningen o representerer potensiell energi pr. flateen-
het. Under forutsetning at energi ikke skapes eller blir borte i omradet skal vi
sette opp en integrert energilikning pa formen

d
—{/epdV+/epede+/adS}:—/qp-'h,ds—/qn-fzdS (2.34)
dt {Jo Q s r il
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der gr er energifluksen langs den frie overflaten S, gr er energifluksen i volumet
Q) og n er enhetsnormalvektor til den vertikale sideflaten II. En annen fram-
gangsmate kunne ha bestatt i a regne ut energifluks eksplisitt og vise at (2.34)
gjelder. Dersom vi inkluderer viskagse effekter vil det i tillegg opptre et dissipa-
sjonsledd. En ikke-konservativ volumkraft vil ogsa gi opphav til et kildeledd i
form av et integral over ().

For a relatere endringer av de integrerte stgrrelsene til endringer av feltvariable
trenger vi et spesialtilfelle av Leibniz’ regel

d 0G on
< _[% UV ).
dt/ﬂGdV S dV+/SG|Z_natd (2.35)

der dA er et infinitesimalt element i xy-planet, og det siste leddet skriver seg fra
tidsvariasjonen av den frie overflaten. En kan merke seg at dette leddet alene gir
bidraget til endring av e, fordi tyngdepotensialet er tidsuavhengig.

Vi setter na opp likningene som styrer bevegelsen og som vi vil utlede energi-
likningen (2.34) fra. Noen er gitt tidligere men gjentas her for oversiktens skyld.
Forst har vi bevegelseslikningen for en ideell vaeske

ov v 1

T V( 5 ) pr Vo (2.36)
hvor vi har brukt virvelfriheten til a omskrive det konvektive leddet. I stedet for
eksplisitt a innfgre tyngden opererer vi med et generelt kraftpotensial ®. Vaesken
er inkompressibel og kontinuitetslikningen blir da

V-v=0. (2.37)
Ved den frie overflaten har vi den dynamiske betingelsen
p=oV-n (2.38)

der n er enhetsnormalvektor til den frie overflaten S. I tillegg har vi den kine-
matiske overflatebetingelsen (2.5) som kan skrives om pa formen

In

v-ndS = BT

dA (2.39)
hvor dA er projeksjonen av dS ned i zy-planet.

Na folger en serie omforminger og bruk av integralsatser for a framskaffe
energilikningen pa den gnskede form. Vi starter med a prikke (2.36) med hastig-
hetsvektor og integrere resultatet over (2. Videre benyttes Gauss sats og diver-
gensfrihet for a frambringe likningen

01 1
/Q §(§P”2) dV = — /aQ(p + Epv2 + pP)v-ndS (2.40)
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der 0f) betegner randa til €2, dvs. unionen av den frie overflaten S, den vertika-
le sideflaten II og bunnen. Det er imidlertid ingen bidrag fra bunnen pa grunn
av det kinematiske bunnkravet (2.13). Enhetsnormalvektoren n er utadrettet.
Vi benytter na (2.35) for a skrive likningen om til en form som inneholder tids-
endring av integrert kinetisk og potensiell energi i tyngdefeltet. Den kinematiske
randbetingelsen (2.39) gir sa at de fleste ledd i overflateintegralet kansellerer og
vi ender opp med

d
/epdV—l-/ede :—/pv-ndS—/ <p+pv2+p<b>v ndV (2.41)

Benyttes na (2.38) og (2.39) kan det forste leddet pa hgyresiden i (2.41) skrives
om

—/pv-ndS:—/OV na—dA (2.42)
s S ot
Ved videre a benytte at n = (k — Vn)/y/1 + (Vn)? har vi identiteten
Vi - Vi,
V-(n Vony+n-V V-n ——
(nn) = e = L e L on
og folgelig far vi ved a benytte bade Leibnitz regel og Gauss sats
0 d
—/Sav : 872 dAd=—g; [ ods— /an n— ds (2.43)

hvor n er enhetsnormalvektor til IT og n er enhetsnormalvektor til den frie over-
flaten S, og ds er et infinitesimalt kurveelement langs projeksjonen av I' ned i
xy-planet. Forste ledd pa hgyresiden er forandringen i total overflateenergi, mens
det andre leddet er total fluks av overflateenergi (bade adveksjon av overflate-
energi gjennom I' og overflatespenningens arbeid pa snittkurven I').

La oss oppsummere det hele

d P2
— - P
dt{/QQU dV—l—/Qp dV—i—/SUdS}

:—/Faﬁ-n%ds—/n<p+gv2+pfl>>v-ﬁd3 (2.44)

hvor bidragene pa venstre side er forandringen i kinetisk energi, forandringen i
potensiell tyngdeenergi og forandringen i overflateenergi, og bidragene pa hgyre
side er fluks av overflateenergi gjennom kurven I', trykkets arbeid pa flaten II,
transport av kinetisk energi gjennom flaten II og transport av potensiell tyngde-
energi gjennom flaten II. Ved hjelp av Eulers trykkformel kan de tre leddene som
star inni den siste parentesen forenkles ytterligere

d
—{/ Bv2dv+/p®dv+/ad5} /an n—ds+/ %Y ndS
dt (Jo 2 Q s r

(2.45)
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En enkel illustrasjon av hgyresiden i (2.45) for to-dimensjonal geometri er gitt
i figur 2.7. For to-dimensjonal geometri er n-n = sin a hvor « er helningsvinkelen
til overflaten som definert i figuren. Arbeidet pr. tidsenhet som vaesken til venstre
for snittet A—A utfgrer pa veesken til hgyre er

B an . 0
W = Uatsma /_hpatudz.

A
]
|
[

Figur 2.7: llustrasjon for energifluks.

Vi skal na betrakte den totale energifluksen integrert i vertikal retning, F,
definert slik at hgyresiden i likning (2.45) kan skrives pa formen

—/ﬁ,~Fd3
r

hvor det infinitesimale kurveelementet ds er langs projeksjonen av I' ned i zy-
planet. Taylor utvikling av den horisontale energifluksen for sma verdier av de
deriverte av 1 og ¢ gir na

o, [° d¢
n-F=n-|ocVn— —Vndz| .
n n[cr n8t+/h'08tnz
I samsvar med tidligere antagelse er bare de ledd hvor bglgeamplituden inngar i
kvadrat tatt med i dette uttrykket. Innfgres hastighetspotensial og overflatehev-

ning (2.14) sa finner man ved hjelp av relasjonene (2.15)—(2.16) og ved tidsmidling
(2.23) at den midlere energifluksen F' pr. lengdeenhet langs belgene er

F = Ec, (2.46)
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hvor stgrrelsen

1+3 orp ]k:

— 2.4
1+"p—k; sinh2kH | k (247)

Q
[\ e

er en vektor med samme retning som bglgetallsvektoren k og som har dimensjon
av hastighet, og F er energitettheten for tyngde kapillarbglger. Ved derivasjon av
(2.15) finner vi at hastigheten ¢, = ‘;—“,;. Vektoren ¢, betegnes gruppehastigheten
og vi skal behandle denne stgrrelsen inngaende i et neste avsnitt. Forelgpig legger
vi merke til at energifluksen er lik energitettheten multiplisert med gruppehas-
tigheten. Dette er en sats av generell gyldighet for linezer bglgebevegelse.
For tyngdebglger pa dypt vann (kH > 1) er energifluksen pr. lengdeenhet
langs bglgetoppene
F= ipgazc. (2.48)
Tabellen nedenfor viser fasehastighet, periode og energifluks for tyngdebglger
med bglgelengde fra 1-150 m og med amplitude 0.1 m. Vanndypet er forutsatt

a vaere mye storre enn bglgelengden slik at vi kan regne som om det er uendelig
dypt vann.

A(m) ¢(m/s) T(s) F(watt/m)

5 279 179 69
10 395 253 97
2% 625 4.00 153
50 884 5.60 217
75 1082 6.93 265
100 1250 8.00 307
150 1530 9.80 375
@ vingsoppgaver

1. Vi betrakter et havbasseng med dybde 10 m og med rett kystlinje. En
baye registrerer bglger med periode 7 s og amplitude 0.5 m. Anta at kysten
absorberer all innkommende bglgeenergi. Undersgk om vi kan se bort fra
dybden og/eller overflatespenningen. Regn ut bglgelengden, fasehastigheten
og gruppehastigheten. Hvor stor effekt avsettes i en 500 m lang kyststri-
pe? Hvor lang kyststripe er tilstrekkelig for a dekke energibehovet for en
husstand?

2. En tsunami har amplitude 2 m pa 5000 m dypt vann. Regn ut fase- og
gruppehastighet (km/h), energitetthet (kWh/m?) og energiflukstetthet (kW /m).
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2.5 En enkel kinematisk tolkning av gruppe-
hastigheten. Gruppehastighet for over-
flatebglger.

I det foregaende avsnitt har vi sett at hastigheten ¢, = (89_115 er knyttet til
energifluksen i plane overflatebglger. I dette avsnittet skal vi gi en enkel kinema-
tisk tolkning av stgrrelsen ¢, som ogsa rettferdiggjor betegnelsen gruppehastighet.
Vi adderer to bglgekomponenter n; og 7o med samme amplitude, men med litt

forskjellig verdi for bglgetall og vinkelhastighet
1
m=ga sin[(k + Ak)x — (w + Aw)t]

0g
Ny = %a sin[(k — Ak)x — (w — Aw)t]

hvor 2Ak og 2Aw er henholdsvis forskjellen i bglgetall og vinkelhastighet. Ved
hjelp av formelen for summen av to sinusfunksjoner far vi

n=m + 2 = acos(Akx — Awt) sin(kx — wt). (2.49)

Likning (2.49) fremstiller en serie av bglgegrupper eller bolgepakker hvor amplitu-
den av de individuelle bglgene innen hver gruppe varierer fra 0 til a. Bolgelengden
for bglgegruppene er A\, = 27/Ak, og bolgelengden for de individuelle bglgene i
gruppen er A = 27 /k. De individuelle bglgene forplanter seg med gruppehastig-
heten

Aw  dw
Ak dE
For bglgebevegelse i flere romlige dimensjoner kan vi finne at gruppehastighe-
ten er en vektor definert som gradienten av vinkelfrekvensen w med hensyn pa
bolgetallsvektor k, ¢, = 0w/0k. For isotrope bglger, dvs. at dispersjonsrelasjo-
nen kun avhenger av bglgetallet og ikke retningen til bglgetallsvektor, ser vi at
gruppehastighetsvektor har samme retning som bglgetallsvektor.

(2.50)

Cyg

Ved hjelp av relasjonen w = ck kan vi skrive
cg=Cc+k—=c—A— (2.51)

som viser at for dispersive bglger er gruppehastigheten forskjellig fra fasehastig-
heten. For ikke-dispersive bglger er gruppe- og fasehastighet like. Gruppehastig-
heten er stgrre eller mindre enn fasehastigheten avhengig av om fasehastigheten
henholdsvis avtar eller gker med bglgelengden. For tyngdebglger er saledes ¢, < c,
mens ¢, > c for kapillarbglger. Siden de individuelle bglgene beveger seg med en
hastighet forskjellig fra belgegruppens hastighet, vil det, for en iakttager som
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Figur 2.8: Grafen av funksjonen n = a cos(Akx — Awt) sin(kz — wt) og omhyld-

ningskurven a cos(Akz — Awt) ved tre tidspunkter for bglgetog med ¢, = ¢/2.
Forflytningen av bglgegruppen (G) og en individuell bglge (P) er avmerket.

c(A)

Figur 2.9: Fase og gruppehastighet.
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fglger en individuell bglge i gruppen, se ut som om bglgen forplanter seg gjen-
nom gruppen med variabel amplitude. Bglgen vil derfor tapes av syne i forkant
eller bakkant av gruppen avhengig av om c er stgrre eller mindre enn ¢,. Fordi
bglgeamplituden er null ved forkant og bakkant av hver bglgegruppe, indikerer
dette at energien innen gruppen alltid brer seg med gruppehastighet. Vi har alt
sett at denne tolkningen er riktig for overflatebglger.

Ved hjelp av (2.51) er det mulig a finne ¢, grafisk ved a trekke tangenten til
grafen ¢ = ¢(\). Metoden er vist i figur 2.9. Gruppehastigheten for overflatebglger
er gitt tidligere ved (2.47). Av dette uttrykket ser vi at for overflatebglger pa dypt
vann, kH > 1, sa er

] 142 2.5)
Cg=5C 7 2.52
251+ 2
hvor fasehastigheten ¢ er bestemt ved (2.18). Avhengig av om bglgelengden er
mye stgrre eller mye mindre enn A, (se likning 2.17) far vi

g = =C nar A A\,

DO W

g = =c nar AL Ay (2.53)

Dette er uttrykkene for gruppehastighet for henholdsvis tyngde- og kapillarbglger
pa dypt vann.
For overflatebglger pa grunt vann, kH < 1, finner vi pa tilsvarende mate

cg = C=C nar A\,
cg = 2¢ nar AL A\,

Se figurene 2.10 og 2.11.

I dette avsnittet har vi vist at en serie av bglgegrupper fremkommer ved
interferens av to harmoniske bglgekomponenter. Av gvingsoppgave i tilknytning
til avsnitt 2.7 vil det fremga at en enkelt bolgegruppe eller balgepakke kan settes
sammen av en skare harmoniske bglgekomponenter.

Bglgegrupper opptrer ofte i naturen, og dette er for eksempel et typisk trekk
for eksempel ved dgnning. Figur 2.12 viser bglgegruppe i registrering av dgnning
pa Traenabanken. Seismogrammene i figur 3.1 i kapittel 2.13 viser ogsa bglgegrupper.

2.6 Klein-Gordon likningen
Som eksempel til de to foregaende avsnitt skal vi behandle Klein-Gordon likningen

O a0

Ot2 0} 2 + 0(2)(]277 =0 (2'54)

hvor ¢y og q er konstanter og n er en funksjon av z og t.



Klein-Gordon likningen
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Figur 2.10: Fase- og gruppehastighet for tyngdebglger.

Figur 2.11: Fase- og gruppehastighet for tyngde- og kapillarbglger.
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Figur 2.12: Langperiodisk hevning og senkning av vannflaten (i meter) registrert
den 24-1-1982 klokken 9 GMT av bgye forankret pa Treenabanken utenfor kysten
av Helgeland. Dgnningen skyldes et stormsenter i Nord-Atlanteren gst for New-
Foundland (Gjevik, Lygre og Krogstad, 1984).

Denne likningen beskriver for eksempel bevegelsen for en svingende streng
hvor det i tillegg til strekket i strengen virker fjeerkrefter som trekker strengen
inn mot likevektsstillingen. Klein—Gordon likningen beskriver dessuten fenomen
innen relativistisk kvantemekanikk, og den fremkommer ogsa for lange tyngde—
treghetsbglger i roterende vaesker.

Likningen tillater bglgelgsninger av formen

n =a sin k(x — ct)

hvor fasehastigheten er
1
c=co(l+¢*/k*)2

Gruppehastigheten er

dk
on

Energilikningen fremkommer ved a multiplisere KG-likningen med 37, og vi far
etter omordning

op _or _
ot or

hvor energitettheten (pr. masseenhet) er

0

L[ 0n, 2, 0N 5 2 2 2
E=—-|(— —
> |y Halgy) e
og energifluksen er
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Ved a benytte bolgelgsningen kan vi beregne midlere energitetthet og energifluks,
og vi finner

— 1
E = —d’k*
2
= L g9
F = ok k=cge
Den midlere utbredelseshastighet for energien er derfor
7 2
= = C—O — Cg
FE c

2.7 Overflatebglger generert ved en lokal for-
styrrelse i vaesken

Nar en stein kastes i stille og forholdsvis dypt vann, dannes det etter en stund
et tog av regelmessige bglger som brer seg radialt ut fra det stedet hvor steinen
traff overflaten. Er steinen forholdsvis stor, sa vil vi se lange bglger i fronten av
bolgetoget og gradvis kortere bglger innover mot sentret for bevegelsen. Arsaken
til dette er at den mekaniske energien som tilfgres vannet av steinen vil fordele
seg pa forskjellige bglgekomponenter, som sa brer seg ut med en hastighet som
er avhengig av bglgelengden. Etter en tid vil de lange bglgene ha lgpt fra de
korte, og den opprinnelige forstyrrelsen er blitt strukket ut til et regelmessig
bolgetog med gradvis varierende bglgelengde. Dersom steinen kastes pa grunt
vann, vil alle bglgekomponentene med bglgelengde noe stgrre enn vanndypet ga
med neer samme hastighet. I dette tilfellet vil forstyrrelsen kunne bre seg over
lange strekninger uten at formen endres merkbart. Dersom en tilstrekkelig liten
stein slippes i vannet, vil de lange bglgene som eventuelt genereres ha sveert liten
amplitude, slik at bare de bglgekomponentene som har bglgelengde A < A, er
synlige. I sa fall vil en etter en tid se at det utvikler seg et bglgetog med korte
bolger i fronten og gradvis lengre bglger bak.

Vi skal na behandle noen av disse fenomenene matematisk. For enkelhets
skyld skal vi imidlertid begrense oss til to-dimensjonal bglgebevegelse som en kan
tenke seg fremkommer ved en langstrakt forstyrrelse. Matematisk er dette tilfellet
enklere a behandle enn om bglgene brer seg ut i alle retninger, og bglgeamplituden
avtar fordi energien stadig sprer seg over stgrre omrade. Her skal vi dessuten
behandle det tilfellet at bevegelsen starter fra ro med en hevning eller senkning
av overflaten. Initialbetingelsen kan derfor skrives

o = 0 for t=0
n = no(x) for t=0 (2.55)

For a lgse likningene (2.11) med grenseflatebetingelsene (2.12)—(2.13) og initial-
betingelsene (2.55) innferer vi Fourier-transformasjonen med hensyn pa z som vi
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definerer
“+o0

f(k) = fz)e ™ da (2.56)
hvor f(z) er en funksjon av z slik at integralet (2.56) eksisterer. Det tilhgrende
inversjonsintegral (omvendingsintegral) er

fa) = 2 [ Fen ak (2.57)

T o e

Vi forutsetter at bade ¢ og dens deriverte samt 1 gar mot null for x — +o00 og at
den Fourier-transformerte av disse funksjonene eksisterer. Ved delvis integrasjon
far vi folgelig at

6 s _
S (ik)" o for (n=1,2,..)

Derav folger at den Fourier-transformerte av Laplace-likningen (2.11) kan skrives

% —k$=0 (2.58)

Transformasjon av den forste av de to grenseflatebetingelsene (2.12) gir

. 1 o
_ (& 2.59
77 g(]_ o—pk;)(at) 0 ( )

og ved eliminasjon av 77 ved hjelp av den andre betingelsen i (2.12) far vi

9% ok? 0¢
1 N — f = 2.60
ot? 9 pg )82 0 forz=0 ( )

Den transformerte av grenseflatebetingelsen (2.13) er

% =0 for z=—-H (2.61)

Endelig blir den Fourier-transformerte av initialbetingelsene (2.55)
6=0  og  A=r1 for  t=0 (2.62)
En lgsning av (2.58) som tilfredsstiller grenseflatebetingelsene (2.61) kan skrives
¢ = A(t) cosh k(z + H) (2.63)

hvor A(t) er en vilkarlig funksjon av t.



Overflatebolger generert ved en lokal forstyrrelse i vaesken. 35

Innsetting i (2.60) gir
d*A
at?
hvor w er gitt ved dispersjonsrelasjonen (2.15). Initialbetingelsen (2.62) medfgrer
at A =0 for t =0, og lgsningen av den siste likningen kan derfor skrives

= —w?A

A(t) = Apsinwt (2.64)

hvor konstanten Ay bestemmes ved hjelp av (2.59), (2.63) og initialbetingelsen
(2.62) for 7. Vi finner at
g(1+ %)

Ag=—"——P"p 2.
0 cucoshk:Hn0 (2.65)

Omvending av det transformerte uttrykket (2.63) med A(t) gitt ved (2.64) og
(2.65) gir hastighetspotensialet

+00 3 2
g sinwt cosh k(z + H) ok* .
=—= 14+ —)nee"™ dk 2.66
¢ 21 J_o W cosh kH (1+ pg Jiloe ( )

Settes hastighetspotensialet (2.66) inn i den andre betingelsen i (2.12) far vi etter
integrasjon at overflatehevningen kan skrives

n = 4_ (/ ﬁoez(kx—i-wt) dk +/ ﬁoez(kx—wt) dk) (267)
v -

e} — o0

For a komme frem til (2.67) har vi ogsa benyttet dispersjonsrelasjonen (2.15). Si-
den 7(—k) er den komplekskonjugerte av 1y(k) og w(—k) = w(k) kan integralene
lett omformes slik at man bare integrerer over positive verdier av k. Derved far
vi

1 [e.e]

=5 70 (k)| (cos(kx — wt + ) + cos(kx + wt + 7)) dk
0

Ui

hvor 7 er argumentet av 7y(k). Dette uttrykket viser at bevegelsen kan oppfat-
tes som sammensatt av et spektrum av harmoniske bglgekomponenter. Vi ser
at den opprinnelige forstyrrelsen splittes opp i bglgekomponenter som beveger
seg 1 positiv eller i negativ z-retning. Den komplekse Fourier-transformen 7jo(k)
bestemmer amplitude og fasefordelingen for de forskjellige bglgekomponentene.
Modulen kvadrert |7jo(k)|? er proporsjonal med det sikalte bglgespektret, som i
dette tilfellet er et bglgetallspektrum.

Dersom spektret er slik at bare de bglgekomponenter hvor A > H er betydeli-
ge, kan vi ifplge (2.19) med god tilnsermelse sette w = ¢y|k| og integrere over den
langperiodiske delen av spektret. Derved kan Fourier-integralet i (2.67) omvendes
umiddelbart, og vi far

1 1
n= 5710(90 + cot) + 5770(90 — cot)



36 OVERFLATEBOLGER I VAESKER

Dette viser at den opprinnelige forstyrrelsen vil splittes i to like pulser som beveger
seg med konstant hastighet og uendret form henholdsvis i positiv og negativ -
retning. Amplituden for hver av pulsene er halvparten av amplituden for den
opprinnelige forstyrrelsen (se figur 2.13).

Co lt=0 Co
- mme~a — -
———— e —— = T e, L —————— - x
Z=-H
TITT7 77 T7T 7777777 I 7 T7 177 77 77T 77777 TP 77T 77T T 777777777 7T 7777777777 77T R R 77 7T 77T 77T P77 2727 A 7777777

Figur 2.13: Bglgebevegelse vekk fra opprinnelig forstyrrelse.

For a kunne diskutere bglgebevegelse gitt ved (2.67) i detalj skal vi gjore et
valg av funksjon 7y(x) som ferer til forholdsvis enkle integraler ved innsetting i
(2.66) eller (2.67). Vi setter

Q  —@pry2
= @ 2.68
mix) = 5= (2.65)
hvor ) og L er konstanter. Funksjonen er skissert for forskjellige verdier av L i
figur 2.14. For funksjonen (2.68) gjelder at

[ nwa=q

o0

og
iio(z) = Qe~ L) (2.69)

Modulen || er altsa symmetrisk omkring k& = 0, og siden 7)o er reell er fasen den
samme for alle bglgekomponentene.

Dersom L — 0, vil 7y(z) degenerere til Qd(x) hvor §(z) er delta-funksjonen
med egenskapene

+o0
/ d(z)dr =1 d(z)=0 for x#0
0g )
d(k)=1
Delta-funksjonen har altsa et spektrum som gir lik amplitude pa alle bglgekomponentene
(hvitt spektrum).
For endelig L viser (2.69) at bolgekomponenter i spektre med bglgetall storre

enn 27/L har forsvinnende sma amplituder. Dette medferer at de vesentlige bi-
drag til integralene (2.67) kommer fra den delen av spektret hvor bglgelengden er
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Figur 2.14: Gaussiske startprofiler

storre enn L. Vi ser derfor uten videre at en forstyrrelse av formen (2.68) ikke vil
generere nevneverdige kapillarbglger uten at L < A, hvor A, er definert tidligere.

Nar 7 er gitt ved (2.69) er overflatehevningen symmetrisk om origo, og over-
flatehevningen kan skrives

_ Q"

=3 e~ (kL)? [cos(kx + wt) + cos(kz — wt)| dk (2.70)
T Jo

Ui
Det byr pa vanskeligheter a diskutere det fulle innhold av (2.70), og vi skal her
begrense diskusjonen til tyngdebglge pa dypt vann. I dette tilfellet er w? = gk.

Vi innferer u som ny integrasjonsvariabel og setter henholdsvis i fgrste og andre
ledd i integralet (2.70)

M=

w=(DiuFr)
1

k= —(u®F 2ur +r?)
x

kr + wt = u? — r?

hvor )
o)
" (41‘ )?
Dette gir nar L — 0
2Qr " 2 2
n=—— [ cos(u” —r*)du (2.71)
T x )

Utledningen frem til (2.71) innebeerer noen vanskelige grenseoverganger og enkelte
vil kanskje foretrekke a ga veien om potensialet. En betrakter da potensialet



38 OVERFLATEBOLGER I VAESKER

ved z = 0 og foretar tilsvarende substitusjoner i dette uttrykket. Etter at man
har fatt omformet uttrykket for potensialet, kan overflatehevningen bestemmes
ved hjelp av grenseflatebetingelsen. Detaljer er gitt av Lamb (1932). Likning
(2.71) er et eksakt uttrykk for overflatehevningen nar bevegelsen starter fra ro
og overflatehevningen ved ¢t = 0 har form av en delta-funksjon i origo. Det viser
at overflatehevningen kan uttrykkes ved Fresnel integralene

C(r) = \/g/ cos u* du
T Jo
2 [,
S(r)=4/— [ sinu”du
T Jo

som er tabulert. Siden (2.71) leder til store verdier for 7 i neerheten av origo, er
det klart at lgsningen i dette omradet bryter med forutsetningene for den linzere
teori. Langt borte fra origo vil imidlertid (2.71) gi verdier av n som oppfyller
forutsetningene og som beskriver bglgebevegelsen med god tilnsermelse. Med en-
delige verdier for L vil man derimot finne at lgsningen (2.70) gir rimelige verdier
for n ogsa i neerheten av origo.

Overflatehevningen, likning (2.71), som funksjon av ¢ i et punkt i avstand
xr = xo fra origo er vist i figur 2.15. Det fremgar av figuren at bevegelsen pa

0g

§ ,
>
—~
—
—

Figur 2.15: Overflatehevning i et punkt.

hvert sted starter med langperiodiske svingninger etterfulgt av svingninger med
gradvis kortere perioder. Vi legger merke til at bevegelsen alltid starter ved ¢ = 0
selv 1 punkter som ligger langt borte fra origo. Dette henger sammen med at pa
dypt vann sa brer de lengste tyngdebglgene seg med uendelig stor hastighet, og
forstyrrelsen vil merkes umiddelbart i ethvert punkt i vaesken. For r — oo
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og det folger fra (2.71) at overflatehevningen kan skrives
N = =" cos(>— — —) (2.72)

Grafen for funksjonen (2.72) ved et vilkarlig tidspunkt ¢ = ¢, er skissert i figur
2.16.

[ n/(2a
wo_n/(gtz)
200 ~ H
_ /\ AN L L
DIZ\/ o/ 006 55
| J
=200}
||
-400f

Figur 2.16: Overflatehevning ved et tidspunkt.

La oss na studere overflateformen ved et tidspunkt ¢, og i en omegn om
punktet x = xy. Taylor-utvikling av fasefunksjonen gir

dr  dxy  dxe  xo

t2 t2 2 x—x
9t _ 9o _ 9% 0>+

Bolgelengden A tilsvarer en endring i fasefunksjonen pa 27

8rxd
93

A=z — x| = (2.73)
I nezerheten av punktet x = xq vil derfor overflatehevningen veere tilnsermet pe-
riodisk med bglgelengde gitt ved uttrykket ovenfor.

En bestemt fase i bglgetoget, som for eksempel kan veere et null-punkt n = 0,
vil veere karakterisert med en fast verdi av fasefunksjonen. Dette medfgrer at
nullpunktene Iy, I, og I3 i figur 2.17 forplanter seg i z-retning slik at
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<y

Figur 2.17: Skisse for overflatehevningen.

t?
gt _ konstant
4

Dette betyr at punktene forplanter seg med hastighet

Ved et bestemt tidspunkt er derfor hastigheten for I; stgrre enn for I, og has-
tigheten for I er igjen sterre enn for I3. Bglgene blir saledes kontinuerlig dratt
ut i lengde.

@vingsoppgaver

1. Smalbandet spektrum.

Vi skriver overflatehevningen som en sum av et uendelig antall sinusoidale

belgekomponenter
+00 )
n(x,t) = Re/ a(k)eke=et) i,
med
ao _(@)2

k) =
a(k) p ﬁe
hvor ag, k og ko er konstanter. Merk at bglgetallspektret er proporsjonalt
med |a(k)[?. Vis at ved ¢t = 0 har overflaten form av en Gaussisk bolgepakke
gitt ved

n(z,t =0) = ape T cos ko
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Vi antar at bglgetallsspektret er smalbandet (k liten) slik at vi i neerheten
av k = kg, hvor vi far bidrag til integralet, kan sette

w(k) ~ w(ke) + (Z—U]:)ko(k — ko)
Vis at , ,
n(x,t) = age_% cos(kor — w(ko)t)
hvor ¢, = (Z—“,:)ko. Skisser overflatehevningen for forskjellige valg av paramet-

rene som inngar. Gi en begrunnelse for at det neste leddet i rekkeutviklingen
for w vil fore til at belgepakken endrer form ved at den strekkes ut.
Hint: I integral av formen fj;o e~ thu oy substituer u = v + b/2a. Inte-

gralet fj;o e~ dy = T

2. Finn uttrykkene for hastighetspotensialet ¢ og overflatehevningen 7 i det
tilfellet at veesken ved ¢t = 0 tilfores en impuls slik at ¢(z,z = 0,t = 0) =
¢o(z) mens overflaten n(x,t = 0) = 0.

2.8 Stasjoneer fase approksimasjonen. Asym-
ptotisk uttrykk for Fourier integralet.

I det foregaende avsnitt har vi vist at dersom vaesken forstyrres lokalt, sa
kan hastighetspotensialet og overflatehevningen som beskriver den etterfelgende
bevegelse uttrykkes ved Fourier integral av typen

+00
/ F<k)€z(kziw(k)t) dk

o0

hvor F(k) er en funksjon av k. Det byr som vi har sett pa vanskeligheter a
diskutere integralet i sin alminnelighet, og vi skal finne et asymptotisk uttrykk
for Fourier integralet gyldig for store verdier av t og x. Utledningen ble opprinnelig
gitt av Kelvin (1887). Vi skal behandle det tilfellet at ¢ — oo mens /¢t har en
fast endelig verdi. Vi lar integrasjonsgrensene veere vilkarlige og skriver integralet
pa formen

b
I(z,t) = / F(k)e™® g (2.74)
hvor a og b er konstanter og
x
x(k) =~k £ w(k)

For store verdier av ¢ vil hovedbidraget til integralet (2.74) komme fra verdier
av k i et omrade omkring verdien kg hvor k = kg betegner punktet hvor den
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deriverte av y med hensyn pa k er null. Altsa
Y (ko) = &/ (ko) £ 5 = 0

For andre verdier av k vil integranden oscillere hurtig. Dersom F(k) er en for-
holdsvis sakte varierende funksjon av k, sa vil positive og negative bidrag oppheve
hverandre. Nettobidraget til integralet for disse verdier av k vil derfor bli ubety-
delig.

Vi utvikler na funksjonene F'(k) og x (k) i Taylorrekke i neerheten av punktet
k = ky. Dette gir

*q
=
2

F(ko)
Xlho) + X o) = ko)?

=
=
l

under forutsetning av at x”(ko) # 0. Settes disse rekkeutviklingene inn i (2.74)
far vi

b .
I("Evt):F(k’o)eitX(kO)/ o bty (ko) (k—ko)? g1

Siden integranden i dette integralet svinger hurtig for store verdier av k — kg kan
vi uten nevneverdig feil utvide grensene i integralet til +oo. Fra kjente formler

har vi at integralet
“+00
i 20,2 s -
eztzm Ll Py \/_6:‘:14
_ m

[ee]
hvor m er en positiv konstant. Benyttes dette resultatet faes

I(x,t) ~ —Wei(x(ko)tig)

VX" (ko)
hvor gvre eller nedre tegn i eksponenten gjelder henholdsvis nar x”(kg) er posi-
tiv eller negativ. Dette er stasjoneer fase approksimasjonen for Fourier-integralet.
Dersom x'(k) = 0 har flere nullpunkter som ligger tilstrekkelig spredt fra hver-
andre, vil man fa en sum av bidrag hvor hvert enkelt ledd er av formen (2.75).

Tar vi ytterligere et ledd med i rekkeutviklingen for x vil dette leddet vaere

(2.75)

1 "
6)( (k’o)(k’ — k’o)g.

Formelen (2.75) er derfor bare gyldig nar stgrrelsen

|(k = ko)X (ko) /X" (ko) < 1

i hele omradet for k som gir bidrag til integralet, dvs. nar integranden svinger
langsomt, se figur 2.18.
Bidrag til integranden far man derfor for k-verdier hvor

t(k — ko)*x" (ko) < 27n
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Figur 2.18: Prinsippskisse for stasjoneer fase.
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hvor n er et lite heltall. Dette kombinert med kravet ovenfor gir at

q = t2 X" (ko)| /X" (ko) P/? < 1

for at tilnsermelsen (2.75) skal veere god.

La oss na benytte stasjoneer fase approksimasjonen til a finne asymptotiske
uttrykk for overflatehevningen for tyngdebglger pa dypt vann generert av en
overflateforstyrrelse av form som en delta-funksjon i origo (x = 0). Bevegelsen
av overflaten for x > 0 skyldes bglger som forplanter seg i x-aksens retning, og
overflatehevningen for x > 0 kan ifglge resultatene i avsnitt 2.7 skrives

77 _ —Re/ z(kx wt) dk.
Vi setter folgelig
Q
Flk) = =
k) = =,
(k) = kT —gikd
Dette gir
_ 9t i) — _ 9
kO 4.%’27 X (k()) - 07 X(kO) - 41”
og
223 x°
! k: _— - n k — _12_
X ( 0) gtdv X ( ) ggtg,

Ved a benytte (2.75) finner vi et uttrykk for overflatehevningen som er identisk
med det vi tidligere har funnet i (2.72). Stgrrelsen ¢ er proporsjonal med (2 /gt2)z
som viser at tilngermelsen er god safremt % gt? > x. Dette er ogsa i samsvar med
hva vi tidligere har funnet.

Ovingsoppgaver
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1. Bruk stasjoneer fase approksimasjonen til a finne overflatehevningen for
tyngdebglger pa dypt vann nar L # 0. Diskuter lgsningen.

2. Bruk stasjoneer fase approksimasjonen til a finne overflatehevningen for
kapillarbglger pa dypt vann. La initialforstyrrelsen ha form som en delta-
funksjon. Sammenlikn med lgsning for tyngdebglger.

3. Vi har gitt Klein-Gordon likningen pa formen:

Pn 0%
— - — =0
o o2 7
som gjelder for t > 0 og —00 < x < oo. Bolger genereres fra den initielle
forstyrrelsen
\2 0 0
a0 = dge (1), 200

Finn en tilnsermet lgsning for store x og t og diskuter hvor denne er gyldig.

2.9 Asymptotisk utvikling av bglgefront

Antar vi uendelig dyp vil vi ikke ha noen klar begrensning pa bglgetoget som
genereres fra en initiell forstyrrelse, men amplituden vil avta gradvis i trad med
fordelingen av energi i spekteret. Tar vi i betraktning at dypet er endelig har vi
en begrensning pa hastigheten av tyngdebglger og vi ma forvente at det finnes en
klart definert front av belgetoget. Dette skal vi studere nserme nedenfor.
Fouriertransform anvendt pa initialverdiproblemet gir inversjonsintegralet

e}

1
n(z,t) = %Re/ﬁoe“‘dk; X = kx —w(k)t (2.76)
0

for den delen av bglgetoget som forplanter seg i positiv x-retning. For store x og
t vil det dominerende bidraget komme fra det stasjonsere punktet i faseplanet,
ks, der

som tilsvarer

¢y (ks) = 2. (2.77)

Dersom vi begrenser oss til tyngdebglger er gruppehastigheten begrenset av ¢y =
VvgH. Vi finner derfor bare stasjonare punkter for ¥ < c¢y. For stgrre verdier

for =/t er det rimelig a anta at vi ikke har noen bglge — den har ikke rukket a

komme dit. For grensen ¥ = ¢ finner vi et stajonaert punkt for k; = 0. Dette er
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Figur 2.19: Airy funksjonen.

et andre ordens stasjongert punkt i den forstand at ogsa x”(ks) = 0. Tar vi med
tredje leddet i Taylorrekka far vi

H2
X ~ kx —co (k = ?kg’) t (2.78)

og integralet
oo

1 3 X —(Ci ——2C
n(z,t) ~ %Re/ﬁo(())e (o teok—teok®)t) g (2.79)
0

En triviell substitusjon uttrykker dette integralet ved hjelp av

Ai(z) = & ]Ocos (%33 + zs) ds (2.80)

™

som er en integralformel for Airy funksjonen Ai, som er en lgsning av Airy’s
likning
d*F

Denne spiller en stor rolle i anvendt matematikk fordi lgsningene har en ekspo-
nensiell variasjon for z > 0 og en trigonometrisk (svingende) for z < 0. Derfor
dukker den ofte opp i lokale lgsninger i ytterkanten av bglgemgnstre. Airy funk-
sjonen er den lgsningen av (2.81) som er eksponensielt avtagende nar z — oo og

oppfyller normaliseringsbetingelsen ffooo Fdz = 1. Airy funksjonen er framstilt i
figur 2.19.
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L =+/gHt

Figur 2.20: Definisjons-skisse av initialbetingelse og bglgespredning.

Neer x = ¢ot far vi na den asymtotiske tilnszermelsen

210y << L~ cot ) (2.82)

(LeoH?t)s LegH?t)3

der 77(0) er integralet av n(z,0).

ﬁ — —oo kan vi bruke et asymptotisk utrykk for Ai. Dette kan
§C0 t)3

matches asymptotisk med den vanlige stasjoneer-fase tilnsermelsen for x — cot™.
Vi hopper over detaljene her, men viser i stedet et eksempel pa spredning av
tsunami (figur 2.20). Ulike matematiske lgsninger er framstilt i figurene 2.21 og
2.22. Etter at langbglgeteori er gjennomgatt er det en god ide a se naermere pa
forholdet mellom resultatene.

2.10 Lange bglger pa grunt vann

Dersom bglgelengden er stor i forhold til vanndypet og amplituden tilstrekkelig
liten, beveger vannpartiklene seg i langstrakte ellipsebaner, og horisontalhastig-
heten er mye stgrre enn vertikalhastigheten. Horisontalhastigheten er tilnsermet
konstant i vertikale snitt, og vertikal-akselerasjonen er liten sammenliknet med
tyngdeakselerasjonen. Trykket i veesken er derfor tilnszermet hydrostatisk og be-
stemt ved tykkelsen av det overliggende vaeskelag. Disse forhold kan utnyttes til a
utlede likninger som beskriver forplantningen av lange bglger pa grunt vann. Dis-
se forenklinger kommer for eksempel til anvendelse ved beregning av tidevann og
stormflo som er bglgefenomen hvor bglgelengden er meget stgrre enn havdypet.
Vi innferer de horisontale volumfluksene

" "
U:/ udz, V:/ vdz. (2.83)

—H —H
Dersom veaesken er inkompressibel, sa ma netto horisontal innstrgmning i en vaes-
kesgyle fgre til en tilsvarende hevning av overflaten. Dette kan skrives

o  oU oV
W o oy (2.84)
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Figur 2.21:

120
x(km)

160

200

Spredning av jordskjelvgenerert overflatebglge (tsunami). Over-

flatehevningen (meter) er tegnet etter ¢ = 11.3 min som tilsvarer en gangvei
L = ¢ot = 150km nar H = bkm. Kurven merket “full” er en ngyaktig numerisk
lgsning av Laplace likning med randbetingelser, “Bouss” er lgsningen av Bous-
sinesq likningene, “hydr.” av gruntvannslikningene, mens “asymp” er lgsningen
gitt ved (2.82). Vi merker oss at “hydr.” resultatet har samme form som initial-

betingelsen, men halvert amplitude.

—400

-360
x(km)

-320 -280

1.
2 Bouss
1.0F ... hydr
8 —osymp. ——pp
6F
A a\ N\
i A2 0\ %,
2 ,,‘/‘\\ l’/ \ / T
O ..,’Jl‘d\'l’y \\.' e
—2ff W) N\ T
-4t AV U
_6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
280 320 360 400 440
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Figur 2.22: Overflatehevningen (m) etter ¢ = 30min, L = 400km. Vi merker oss
at de forskjellen mellom de numeriske resultatene og asymptoten er redusert i

forhold til figur 2.21.
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Denne likningen faes ogsa ved a integrere kontinuitetslikningen V - v = 0 fra
z = —H til z = n og benytte de kinematiske grenseflatebetingelsene ved bunnen
og overflaten. Vi legger merke til at det ikke er foretatt noen linearisering for a
komme frem til likning (2.84). Den gjelder ogsa i tilfeller hvor bunnen ikke er
plan og H er en funksjon av x og y.
Siden vertikalakselerasjonen er liten, gir den lineariserte bevegelseslikningen i

vertikalretning

dp

9. —Pg-
Ved integrasjon far vi hydrostatisk trykkfordeling som innebacrer at trykket i
vaesken er bestemt ved vekten av overliggende vaeskesgyle. For en veaeske med
uniform tetthet er

p=pg(n—2)+po

hvor py som for betegner trykket over veaesken. Innsettes dette uttrykket for p i
de lineariserte bevegelseslikningene i horisontalretning, far vi

ou . On
ot gax
v _ O
o oy

Disse likningene viser at med de tilneermelser som er gjort, sa er u og v uavhengige
av z. I denne tilnsermelse er derfor

uw = U/H
= V/H

Dette medfgrer at likningene for horisontalbevegelsen kan skrives

v
ot 092
o 50N

hvor ¢ = gH. Likningene (2.84) og (2.85) er de lineariserte gruntvannslikningene.
Den formen de her er skrevet pa egner seg seerlig godt for numerisk integrasjon.
Derivasjon av likning (2.84) med hensyn pa ¢ og substitusjon av uttrykkene for
U . OV

S og 5y fra (2.85) leder til en likning for overflatehevningen

Py 9, ,0n d , ,0n

E %(%%) + _(CO@_y)‘

5 (2.86)

Dersom bunnen er plan (¢y uavhengig av x og y), reduserer (2.86) seg til den
vanlige to-dimensjonale bglgelikningen for ikke-dispersive bglger. En bglgelgsning
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av (2.84) og (2.85) kan nar ¢q er konstant, skrives

n = asink(x — cot),
a
= L ysink(z — cot
u co sin k(z — cot),

v = 0.

Den tilsvarende vertikalhastighet er

w = —k—;co(z + H) cos k(z — cot).

En kan forholdsvis lett innfore et korreksjonsledd i gruntvannslikningene (2.85)
som i noen grad tar hensyn til avvik fra hydrostatisk trykkfordeling. For enkel-
hets skyld skal vi vise hvordan dette kan gjgres i det tilfellet at bunnen er plan og
bevegelsen foregar i plan parallelle med zz-planet. Dette medfgrer at bevegelsen
er uavhengig av y og at v = 0. Under forutsetning av at horisontalhastigheten er
uavhengig av z, far vi derfor ved integrasjon av kontinuitetslikningen

= —— H).
w o (z+ H)
Fra den lineariserte likningen for vertikalbevegelsen far vi folgelig
2

op u
9 —pg+patax(z+H).

Trykket finner vi sa ved integrasjon. Dersom bare linezere ledd beholdes, sa er

2

0°u 1
p=pg(n—2)+ pgo(52° + Hz) + po.

Med dette uttrykket for p kan den lineariserte likningen for horisontalbeve-
gelsen skrives

3
Ou_ _,on_ Ou (%z2 + Hz).

ot~ Yo otor?

Integrasjon av denne likningen i intervallet fra z = —H til z = 0, gir

oU  ,on H> QU

o~ %, t 3 o (2.87)

hvor andre leddet pa hgyre side i likningen (2.87) representerer et korreksjonsledd
for avvik fra hydrostatisk trykkfordeling. Likningen (2.87) sammen med konti-
nuitetslikningen (2.84) (med %—‘; = 0) har bglgelgsninger av formen

n = asink(x — ct)

U = acsink(z — cot)



90 OVERFLATEBOLGER I VAESKER

hvor fasehastigheten er

Co (kH)Q
c=———— ~co(l —
(1 + ®2)3 ol 6

3

). (2.88)

Dette viser at korreksjonsleddet i likning (2.87) leder til dispersive bglger, og
dispersjonsrelasjonen (2.88) er i samsvar med den vi tidligere har funnet for lange
belger (likning 2.19).

Betingelsen for at man kan regne med hydrostatisk trykkfordeling er apenbart
at kH < 1. Dersom dette kravet er oppfylt, er leddet %2% i likning (2.87)
mye mindre enn f.eks. leddet %—g. Dette ser man nar man beregner leddene ved
hjelp av lgsningen av likningen.

Til na har vi antatt at amplituden er sa liten at bevegelseslikningen kan li-
neariseres. Ved hjelp av de lineaere lgsningene som vi har funnet, kan vi lett finne
betingelsen for at lineariseringen skal vaere gyldig. Lineariseringen innebaerer for
eksempel at leddet ug—;‘ er slgyfet i forhold til ‘g—?. Forholdet mellom det forste og
det siste av disse leddene er maksimalt lik a/H. Det ikkelinezere leddet kan derfor
godt slgyfes nar forholdet a/H < 1. Dette er i overensstemmelse med hva vi tid-
ligere fant i avsnitt 2.2. Betingelsen a/H < 1 vil ogsa medfgre at det ikkelinesere
leddet ug—f kan slgyfes i forhold til %—1: i likningen for vertikalbevegelsen.

Dersom bglgelengden er tilstrekkelig stor i forhold til H, sa kan vi etter hva vi
tidligere har sett, slgyfe leddet %—;” i forhold til g og regne med hydrostatisk trykk-
fordeling selv for bglger med forholdsvis stor amplitude. Selv om bglgeamplituden
er sa stor at man ma ta med ikkelinesere ledd i likningene, sa vil forutsetningene
om at trykkfordelingen er hydrostatisk og at horisontalhastigheten er uavhengig
av z, gjelde med god tilnsermelse for bglger som er tilstrekkelig lange i forhold til
dypet. Dersom man bare tar med de dominerende ikkelinesere ledd, far man fra
bevegelseslikningen for horisontalbevegelsen

ou ou on

N + o (2.89)
og fra kontinuitetslikningen
on 0
— =——[u(H . 2.
00— fu(H + ) (2.90)

Likningene (2.89) og (2.90) beskriver bevegelsen av ikkelingere plane bglger pa
grunt vann. Disse likningene blir behandlet inngaende i avsnitt 7.1.
Korreksjonsleddet for avvik fra hydrostatisk trykkfordeling (se likning 2.87)
kan bli av samme stgrrelsesorden som det ikkelinegere leddet u%, dersom parame-
teren 4 (4)? er omkring 10. I sa fall er de ikkelineaere og de ikke-hydrostatiske ef-
fekter av like stor betydning, og et tilsvarende korreksjonsledd som i likning (2.87)
ma taes med i den ikkelinezere gruntvannslikningen (2.89). For to-dimensjonal be-
vegelse finner man at i dette tilfellet kan gruntvannslikningen skrives
ou o U? on  H? 93U

ot T oty T e T S G

(2.91)
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Det overlates til leseren som gvelse a utlede likningen (2.91). Denne likningen
sammen med likning (2.84) gar under navnet Boussinesq likningene. Parameteren
£ (%)? spiller en viktig rolle ved klassifisering av lange bglger, og den har fatt
navnet Ursell-parameteren.

Gruntvannslikningene kan utledes ved en formell pertubasjonsutvikling hvor

parametrene

o =

s w e
tjener som utviklingsparametre. Denne fremgangsmaten vil man finne beskrevet
for eksempel i Whitham (1974). Her har vi med hensikt valgt en matematisk
mindre formell fremstilling. Til gjengjeld kommer den fysikalske tolkningen av
de forskjellige tilnaermelsene tydeligere frem ved denne fremstillingen. I neste
kapittel presenterer vi en formell utledning av Boussinesq og KdV-likninger.

Vi skal til slutt vise hvordan de lineariserte gruntvannslikningene kan benyttes
til a studere forplantningen av plane bglger over skranende bunn. Den relative
endringen i vanndypet forutsettes a veere liten over en distanse som tilsvarer
bglgelengden. Vi setter

H=ax
hvor a = tan#, og 6 er bunnplanets hellningsvinkel med horisontalplanet (z-
aksen).

Figur 2.23: Bglge pa skranende bunn.

Vi sgker lgsninger av (2.86) som er periodisk i ¢ slik at
n = n(x) coswt.
Innsatt i (2.86) gir dette folgende likning for 7
J , Jn

o (w5) + i =0 (2.92)

hvor k = w?/ag. Det er minst to strategier for 4 lgse likning (2.92). En strategi
er a skrive 7 som potensrekke i x

[e.9]
n= E anpx".
n=0
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Ved innsetting i likningen for 7 gir dette, siden koeffisientene foran hver enkelt
potens i z ma veere lik null om likningen skal vaere oppfylt,

K
ap = _2an—1
Rekken for 7) kan derfor skrives
X kr  (kx)?

Dette er rekken for Bessel-funksjonen .Jy av orden null og argument 2/kx (se
Rottmann) slik at

N = agJo(2v/ k). (2.93)
En annen strategi for a finne lgsningen til likning (2.92) er a gjgre substitusjonen

u = 24/kx. Dette bringer likningen over pa formen

N o
— 41 h=10
u8u2 + 0 + un

som er Bessel-likningen pa standard form. Fglgelig har vi at den generelle lgsningen
er pa formen

n = aJo(u) + bYy(u).
Grafen for funksjonen Jy(2y/kx) er skissert i figur 2.24.

1.0 "JO(NEI)

Figur 2.24: Bglgeprofil pa skranende bunn.
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For store verdier av argumentet, z, kan Bessel-funksjonen erstattes med forste
leddet i en asymptotisk utvikling (se K. Rottmann 1960)

Jo(2) ~ \/gcos(z - %).

Vi far derfor at for /kz > 1 sa er
. Qg T
n= N cos(2v/kx 4).
Derved kan overflatehevningen skrives
n = a(x) cos(2v/ kK + wt — %) + a(x) cos(2v/kxr — wt — %) (2.94)

hvor
Qo

a(r) = 2\/Tr\/Agl/A°
Rekkeutviklingen av fasefunksjonen x = 2v/kx & wt — 7 i potensrekke i x (se
tilsvarende utvikling pa side 39) leder til folgende uttrykk for bglgelengden i

omegn av punktet z = xg
|
A =2m, /=2,
K

Uttrykket (2.94) viser at den periodiske bevegelsen bestar av to bolge-komponenter,
med amplitude a, som beveger seg henholdsvis i positiv og negativ z-retning. For
bglge-komponenten som beveger seg inn over grunnere vann, gker bglgeamplituden
samtidig med at bglgelengden avtar.

(vingsoppgaver
1. Vis at den lineariserte Boussinesg-likningen leder til en fasehastighet
Co

(14 )]

Lag en sammenlikning mellom verdier for ¢ beregnet pa grunnlag av dette
uttrykket og pa grunnlag av det eksakte uttrykket for fasehastigheten for
tyngdebglger. Hvor stor ma bglgelengden veere i forhold til vanndypet for
at avviket skal veere mindre enn 5%. Foreta en liknende sammenlikning nar
fasehastigheten settes lik ¢ = ¢g.

2. I en uendelig lang kanal med plan bunn og rette parallelle sidevegger er
vanndypet H nar vannet er i ro, og bredden av kanalen er B. Vi legger
z-aksen langs kanalens midtlinje og med y-aksen pekende normalt pa side-
veggene. Anta at kH < 1, og vis at bglger med overflatehevning

kx—wt)

0 = iy)e
bare er mulig under visse betingelser. Bestem 7)(y), og vis at bglgebevegelsen
kan tenkes sammensatt av bglger som reflekteres fra sideveggene.
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3. Vi betrakter to-dimensjonal bglgebevegelse i et vaeskelag hvor bunnen er

plan og vanndypet ved likevekt er H. Pa bunnen ligger det neddykket en
kloss med hgyde h og lengde L. Inn mot klossen kommer en sinusoidal
bglge med amplitude a og bglgelengde A. Finn amplituden for bglgen som
reflekteres ved klossen, og bglgen som forplanter seg inn i omradet bak
klossen. Vi forutsetter at den lineariserte hydrostatiske gruntvannsteorien
gjelder i hele omradet. Finn den maksimale kraften som virker pa klossen i
horisontal retning. Sett inn verdier karakteristisk for sokkelen pa Statfjord
C plattformen: A~ = 60m, L = 150m og langperiodisk dgnning A = 800m
og a = Im. Vanndypet er H = 150m. Bestem kraften pa sokkelen. Hva er i
forste rekke arsakene til at dette overslaget ma antas a veere beheftet med
store feil?

. Refleksjon fra hylle.

Et bunnprofil er gitt ved

hi <0
h:
hy >0

Vi antar at lineaer, hydrostatisk gruntvannsteori gjelder bade til hgyre og
til venstre for spranget (z = 0). Ved spranget antar vi at overflatehevning
og massefluks er kontinuerlig.

En sinusodial bglge med amplitude A og frekvens w kommer inn mot spran-
get fra venstre. Finn de reflekterte og de transmitterte bglgene.

. Refleksjon fra skraning.

Vi har gitt en dybdefunksjon

hq r <0
h = hl—%(hl—h2> O<z<L
ho x> L

Vi antar at linezer hydrostatisk gruntvannsteori gjelder for alle x. Fra omradet
til venstre for bunnvariasjonene, x < 0, kommer det inn en sinusformet bglge
med amplitude A og frekvens w. Finn det resulterende bglgesystemet.

Du vil fa bruk for a derivere de to linesert uavhengige lgsningene av Bessels
differensialligning til nullte orden:

on_ o om_
ox

For a drgfte ulike grensetilfeller trenger du formlene
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for store x og

for sma z.

6. Refleksjon av puls fra hylle.

Et bestemt bunnprofil er gitt ved

hl r <0
h:
hy >0

Vi antar at lineser, hydrostatisk gruntvannsteori gjelder pa begge sider av
spranget (z = 0). En belgepuls kommer fra venstre og er gitt ved

0 s < —L
n(s) =< Acos*(r5%) —L<s<L
0 L<s

der s = x — cit. Vi antar at pulsen, etter interaksjon med spranget, spaltes
i en transmittert og en reflektert puls. Vi antar videre at begge pulsene har
tilsvarende form som den innkommende, men med andre verdier pa L og
A. Hvilke lengder bgr disse bglgepulsene ha? Finn amplitudene ved a kreve
konservering av masse og energi.

7. Energiomsetning i lange bglger pa grunt vann.
Vi skal i denne oppgaven anta ikke-linezer langbglgeteori.
(a) Finn energitettheten E pr horisontal flateenhet ved direkte utregning.

(Energien i vertikale sgyler med vann.)

(b) Finn de horisontale komponentene av energifluksen F' integrert opp
over hele dypet.

(c) Hvilken relasjon ma eksistere mellom E og F'? Vis ved innsettning at
dette stemmer her.

(d) Vi antar na flat bunn, linesere forhold og en harmonisk, progressiv
bolge. Vis hvordan midlede utgaver av ' og F' na kan relateres ved
hjelp av gruppehastigheten.
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2.11 Utledning av ikkelinezere gruntvannsliknin-
ger

2.11.1 Utledning av Boussinesq likningene

Vi antar todimensjonal bevegelse med z-aksen horisontalt og z-aksen vertikalt.
Bunnen (likevektsdypet) er variabel og beskrives ved z* = —h*(z*), der x angir
stgrrelser med dimensjon. Vi gjor likningene dimensjonslgse i trad med folgende
punkter:

e Et typisk dyp, H, brukes for skalering av “vertikale“ stgrrelser som z, ver-
tikalhastighet og overflatehevning.

e En typisk bglgelengde, ¢, brukes for skalering av horisontale stgrrelser.

e Feltstgrrelser skaleres i tillegg med en faktor, a, som er et mal for amplitu-
den.

En linearisering forutsetter na at « er liten, mens en langbglgeutvikling bygger
pa at
H2
€= 7 (2.95)
er liten. Vi gjennomferer nedenfor en formell utvikling i disse parameterene. Det
er verdt a merke seg at vi ikke innfgrer formelle pertubasjonsrekker for de ukjente,
men i stedet iterer pa likningene.

Dimensjonering gjgres etter

2*=Hz = lx t* = ((gH) 2t
h* = Hh(x) n=aHn v =a(gH)u
w* = eza(gH)2w  p* = pgHp

Randbetingelsene ved z = an kan na skrives
p=0, e+ aun, = w. (2.96)
Ved bunnen har vi betingelsen om null vaeske-gjennomstrgmning, som gir
w = —hyu. (2.97)
I vaeskerommet har vi Eulers bevegelseslikninger

wu + quu, + cwu, = —a tp, (2.98)
e(w; + auw, + aww,) = —a"(p, + 1) (2.99)

og kontinuitetslikningen
Uy +w, = 0. (2.100)
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Elimineres alle ledd av orden € far vi den hydrostatiske beskrivelsen. Til orden
® gir (2.99) en trykkfordeling

p=an—z+ O(ae) (2.101)

som impliserer at p, = an, + O(«e), dvs. at den horisontale trykkgradienten er
uavhengig av z til orden €°. Av dette folger at alle partikler i et snitt x=const. far
samme horisontale akselerasjon. Har de da samme horisontalhastighet til orden
€” ved ett tidspunkt gjelder dette til alle tider. Dette er for eksempel tilfelle der
hvor vaesken initielt er i ro. Vi kan na skrive

u, = O(e) (2.102)

eller u =~ u(z,t). Dette kan ogsa vises ved a benytte krav om virvelfrihet. Likning
(2.98) gir da
u + auu, = —n,; + O(e). (2.103)

Vi vil na utlede en hgyere ordens likning ved a anta at bade € og « er sma.
Dette betyr at vi beholder ledd av orden « og e, men at ledd inneholdende
produkter av disse eller €2 slgyfes. Vi starter med & definere et vertikal-middel

an
ﬂ—(h+am{/uda (2.104)
—h

En folge av (2.102) er at u(z,t) —u(x, z,t) = O(€). En dybdemidlet kontinuitets-
likning kan na skrives
= —{(h + an)u},. (2.105)

Denne er eksakt og er utledet i kompendiet ved en direkte volum-betraktning.
En korreksjon pa hydrostatisk trykk kan finnes fra (2.99). Vi kan gjgre feil av
orden € og « inne i parentesen pa venstre side uten at trykket far relativ feil av
lavere orden enn ae og €2. Forst ma vi finne et uttrykk for w. Fra (2.96), (2.102)
og (2.100) folger
w =n — 2U; + O(a,€). (2.106)

Settes dette inn i (2.99) far vi
Lo 2 9
p=an—z—ex(zng — 5% Uzt) + O(e”, o). (2.107)

Fra (2.105) har vi my; = —(ht). + O(«v) som kan brukes til a skrive om utrykket
for p. Det neste steget er a midle den horisontale komponenten av bevegelses-
likningen, (2.98), over veeskedypet. Midling av forste ledd pa venstre side gir

an

wazw+am1/ﬁmz=m+aM+am1W—mpwmp (2.108)
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Likning (2.102) gir na at det siste leddet er av orden e som slgyfes. For neste
ledd i (2.98) far vi tilsvarende

(%a(um) _ a% (@) +0a%) (2.100)

En konsekvens av (2.102) er at vi kan skrive u = @ + eu; der uy er av orden 1,
men er null i middel. En enkel regning gir na

1/ -
= ((u2)) — (@ + 2ciuy), + O(e?) = Wi, + O(c)?. (2.110)
Det siste bidraget til akselerasjonen i (2.98) kan slgyfes umiddelbart som falge av

(2.102). Setter vi sa inn p fra (2.107) pa venstresiden og midler denne far vi
L L Lo 2
U+ aut, = —n, + E{Qh(hut)m — Eh Uzzt} + O(€°, te). (2.111)

Denne sammen med (2.105) utgjor et sett av to likninger i z og ¢ for de to
ukjente 1 og u. Likningene kan bringes pa mange former ved omskrivninger av
hgyere ordens ledd eller ved feks. a innfore U = (h+an)u som ukjent. Legg merke
til at (2.111) er gyldig for variabelt dyp. Det prinsipielt nye ved (2.111) i forhold
til hydrostatisk teori er at det nye leddet pa hgyresiden gir dispersjon.

2.11.2 Utledning av KdV-likningen

Dersom vi har bglger som forplanter seg i bare en retning over konstant dyp
kan Boussinesq-likningene erstattes av en den enklere KdV (Korteweg—de Vries)
likningen. Denne kan utledes pa flere ulike vis, hvorav vi nevner:

1. En finner et ledende ikke-linezert ledd fra hydrostatisk ikke-lineser teori
og et ledende dispersjonsledd fra den linesere dispersjonsrelasjonen. Disse
kombineres sa direkte.

2. En bytter koordinatsystem slik at det beveger seg med lineser gruntvanns-
hastighet. For ensrettede bglger vil alle stgrrelser endre seg langsomt i tiden
nar de sees i dette systemet.

3. En kan finne korreksjoner pa likningene for Riemann-invariantene innenfor
rammen av Boussinesg-likningene.

Framgangsmate 1 folges seinere i kompendiet. Denne kan nok oppfattes som vel
lettvint, derfor skal vi her gi en formell utledning av typen 2.

Vi skal gjore to ting: beskrive det hele med bare 1 som ukjent og redusere
likningenes orden. Fgrst byttes koordinater etter:

§=x—1, T = et. (2.112)
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Bolgen forplanter seg altsa mot gkende x og den lille faktoren e foran t angir at
tidsvariasjonen i det nye koordinatsystemet er langsom. Egentlig kunne vi like
gjerne valgt a som e for reskalering av tiden og en bgr tenke seg at disse pa-
rametrene er av samme stgrrelsesorden. Koordinatskifte i kontinuitetslikningen,
(2.105), gir

enr —ne = —(1 + an)ug — oun. (2.113)

Der vi altsa har satt h = 1. Til ledende orden gir likningen ovenfor: 1, = ue +
O(a, €). Dersom vi har at n og u er like ett eller annet sted i mediet er de alltid
like til denne orden. Dette er tilfelle dersom bglgen f.eks. har endelig utstrekning.
Likningen ovenfor kan derfor omskrives innenfor gjeldende ngyaktighet

ey — e = g — 2ame + O(e*, ae). (2.114)

Tilsvarende kan mesteparten av u’s forekomster i den transformerte bevegelses-
likningen elimineres. Innsetting i (2.111), etterfulgt av omskrivninger, gir

1
Ug = 1)g + €1]r + ann + S ellgee + O(€*, ae). (2.115)

Ved innsetting i (2.114) og ordning framkommer sa en variant av KdV likningen

3 1
€ + amie + Seneee = O(€é%, ae). (2.116)
Vimerker oss at O(1) leddene kansellerte slik at denne likningen direkte uttrykker
regnskapet mellom langsom tidsendring, ikke-lineseritet og dispersjon. En bgr
ogsa observere at ingen kryss-derivasjon var ngdvendig for a eliminere u slik at
en lav orden pa likningene oppnas automatisk. Innfgres koordinatene x og t i
(2.116) finner vi
3 1
ne+ (14 5@77)7733 + G Cllazz = O(€2, ae), (2.117)
som svarer til formen gjengitt seinere i kompendiet. Denne kan omskrives videre
pa ulike vis. F.eks. kan vi benytte ledende ordens balanse i (2.117), n; + 1, =
O(€, ), til a omskrive dispersonsleddet

e+ (1+ gom)nx - %enmt = O(é*, ae), (2.118)
som er gunstigere a lgse numerisk. De ulike varianter av KdV likninger vil na-
turligvis ikke gi identiske svar, men svar som er konsistente innenfor de felles
feilgrensene.

Det er mulig a generalisere KdV- likningen slik at en langsomt-varierende
bunn (h, = O(€, ) ete. kan inkluderes, men vi skal ikke gjore dette her.
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2.12 Viskositetens innvirkning pa overflatebglger

I det foregaende har vi behandlet vaesken som friksjonsfri og derved neglisjert
viskositetens innvirkning pa bglgebevegelsen. Selv om vi kan gjgre dette med god
tilneermelse for mange bglgefenomener, vil viskositeten i andre tilfeller kunne ha
en dominerende innflytelse pa bglgebevegelsen. Det er derfor god grunn til a se
nzermere pa den betydningen friksjonen har for overflatebglger.

Vi skal her ngye oss med a behandle plane overflatebglger i en homogen og
inkompressibel Newtonsk vaeske av ubegrenset dyp. De lineariserte bevegelselik-
ningene er

ou 10p

- = _-Zr 2 2.119
ot p Ox ViU ( )
ow 10p 5
- - -z — 2.120
ot p Oz Ve =g ( )
og kontinuitetslikningen
ou
or 0z

I disse likningene, og i folgende likninger i dette avsnittet, betegner V2 den to-
dimensjonale Laplace operatoren
0? 0?
Vi= — 4 —
Ox? * 022
v er den kinematiske viskositetskoeffisienten.
Vi innferer potensialene ¢ og v og setter
9o 9y 3¢ o
= — - — 2.121
or 0z’ v 82 oz ( )
Bade virvellikningen (som finnes ved a eliminere trykket fra (2.119) og (2.120))
og kontinuitetslikningen er oppfylt dersom

2.122
O = (2.122)
0g

V3¢ = 0. (2.123)
Derved folger det fra (2.119) og (2.120) at trykket p kan skrives

3¢

hvor f(t) er en vilkarlig funksjon av ¢ som vi kan trekke inn i ¢. Benytter vi sa re-
sultatene fra avsnitt 2.1, far de lineariserte grenseflatebetingelsene ved overflaten
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formen
ou Ow
9: T or
0¢ ow o 0°
— W— — ——— = 2.124
8t+gn+ o p 0z? 0 ( )
oM _
ot

hvor man i alle tre likningene skal sette z = 0. Den forste av disse likningene
uttrykker at skjeerspenningen er null ved overflaten, den neste likningen er betin-
gelsen for normalspenningen og den siste er den kinematiske betingelsen. Av de
to siste likningene kan overflatehevningen elimineres, og en far

% +gw + 2y§jgt - %%’; =0 (2.125)
for z = 0.
Likningene (2.122) 0g(2.123) har lgsninger
Z/J — Aemzei(kxfwt)
¢ = Belellke=eh (2.126)

hvor A, B, k og w er konstanter og
)2

For at bevegelsen skal dg ut na z — —oo velger vi realdelen av m positiv. De
tilhgrende hastighetskomponenter finnes ved at uttrykkene (2.126) settes inn
i (2.121). Den forste grenseflatebetingelsen i (2.124) sammen med betingelsen
(2.125) leder til et homogent likningssett for konstantene A og B. Skal dette set-
tet ha ikke-trivielle lgsninger for A og B, ma determinanten veere null, og dette
medfgrer at folgende betingelse ma veere oppfylt:

m:(kQ—;

(C£ +10)? — 14 3(8 — 21) = 0 (2.127)

hvor ¢, = (£ + k‘%)% er fasehastigheten for tyngde-kapillarbelger i friksjonsfri
veeske (v = 0) og ¢ betegner som for fasehastigheten w/k.
Parameteren ( som inngar i likning (2.127) er gitt ved

2vk
b= )

Cs

For vaesker med liten viskositet er 3 meget liten unntatt for sveaert korte bglgelengder.

Tabell 2.1 viser noen verdier av 3 for rent vann (¢ = 7.4 - 1072N/m, v =
107%m?/s).
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A | Bx10% | =z

cm cm

1 5.01 0.01
10 0.31 0.03
100 0.01 0.05
1000 | 0.0001 | 0.09

Tabell 2.1: Dempning ved forskjellige bolgelengder.

Dersom man unntar de sveert korte bglgelengdene, kan man slgyfe leddet som
har 332 som faktor i likning (2.127), og vi far

c=cs(1—1ip).

For et reelt bolgetall er altsa fasehastigheten kompleks. Realverdien av ¢ er fase-
hastigheten for bglgene, mens imagingerdelen tilsvarer en eksponensiell dempning.
Benytter man seg av resultatene ovenfor, kan overflatehevningen skrives

n=ae " cosk(z — cit).
Dette uttrykket viser at forplantningshastigheten er upavirket av friksjonen, men
at friksjonen medfgrer en dempning av bglgeamplituden som er stgrst for korte
belger. e-foldingstiden for dempningen er

1 A

t, = =
2uk?  8rn2y

Siden perioden for bglgene er T' = 27 /ke, sa tilsvarer e-foldingstiden et antall

perioder
te 1 ¢, 1

T~ dr'ok) = 2np

Selv for sa korte bglger som A = lem er e-foldingstiden i vann omkring 30 pe-
rioder. Med andre ord etter at bglgene har forplantet seg en strekning pa 30 A er
amplituden redusert med en faktor e!.

For tilstrekkelig sma verdier av (3 er

k
m=+—(1—1).

G2
Potensialet 1 som angir hvordan det virvelfrie hastighetsfeltet blir deformert av
friksjonens virkning, vil i dette tilfellet inneholde en dempningsfaktor exp(i)
hvor )
G2A
2
Hastighetsfeltet er derfor bare merkbart pavirket av friksjonen i en tynn sone av
tykkelse z. neer overflaten. Noen tallverdier for z. for overflatebglger i vann er

Ze =
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gitt i tabell 2.1. Regningene ovenfor viser at friksjonen har liten betydning for
lange bglger, og e-foldingstiden t. vokser over alle grenser nar k& — 0. Dersom
vaeskedypet er begrenset, vil imidlertid de lengste bglgene skape betydelige has-
tigheter neer bunnen. Pa grunn av friksjonen vil det ogsa utvikles et grensesjikt
ved bunnen som far betydning for bglgenes dempning. Det er mulig a estimere
virkningen av dette, men vi vil ikke ga naermere inn pa det her.

2.13 Svingninger i basseng

For lineser bglgebevegelse vil en sum av bglgekomponenter ogsa veere en mu-
lig lgsning av likningene. Staende svingninger fremkommer ved a addere bglge-
komponenter som forplanter seg i motsatt retning i forhold til hverandre. Adderer
man til bplgekomponenten gitt ved (2.14) en annen bglgekomponent med bolgetall
—k og amplitude a, far man

= Acoskxsinwt

A
= m cosh k(z + H) cos kx cos wt
hvor A = —2a. Krever man sa at horisontalhastigheten skal veere null ved ver-
tikale plan ved x = 0 og © = L, medfgrer dette at bevegelsen bare er mulig nar

bglgetallet har bestemte diskrete verdier k,, gitt ved
k,L =nm

hvor n = (1,2,3,...). Den tilhgrende verdi av vinkelhastigheten w,, finnes ved a
sette k = k,, 1 dispersjonsrelasjonen (2.15). For tyngdebglger far vi at
nmw nmtH 1
n = |g— tanh(——)]2.
wn = [~ tanh(——)]
Derved kan man bestemme frekvens og periode for staende svingninger i et kar
med horisontal bunn og vertikale vegger. Overflatehevningen ved tidspunktet
t = 0 for de to laveste modene, grunntonen, n = 1, og overtonen, n = 2, er

skissert pa figur 2.25. Dersom % < 1, kan man for de laveste modene sette
tanh (#) Y %, og perioden for svingningen blir
2L
T, =—.
ncy

Dette viser at den stgrste svingeperioden (n = 1) tilsvarer den tiden det tar for
en bglge a ga frem og tilbake i bassenget.

Staende svingninger kan ogsa opptre i basseng hvor dypet ikke er uniformt. Ut
fra lgsningene pa side 53 kan man for eksempel finne perioden for staende sving-
ninger i basseng med jevnt skranende bunn. Det overlates til leseren a gjgre det.
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Figur 2.25: To laveste egenmoder i basseng.

For mer kompliserte bassengformer kan det by pa store matematiske vanskelig-
heter a bestemme perioden, men det finnes en rekke beregninger av perioden for
forskjellige bassengformer. Interesserte henvises til en oversiktsartikkel av Miles
(1974).

Staende svingninger av den arten som her er beskrevet, opptrer i innsjger og
havnebasseng. 1 innsjger er det som regel vind som fgrer til at svingningene blir
satt i gang, men ras og jordskjelv kan ogsa veere arsaken. Etter et jordskjelv i
India i 1950 ble det for eksempel observert svingninger i flere norske innsjger og
fjordarmer (Kvale 1955).

For svingninger i havnebasseng kompliseres analysen ved at bassenget er apent
til havet og at en del av energien kan lekke ut gjennom apningen. Som eksem-
pel pa hvordan svingeperioden kan bestemmes for apne bassenger henvises til
gvingsoppgave 1 under dette avsnitt. Denne type svingninger har en klar analogi
i akustiske svingninger i orgelpiper.

Svingningene i havner, eller drag som sjofolk sier, oppstar som regel under
visse veerforhold, og svingningen far antagelig sin energi fra periodiske forstyr-
relser i havet utenfor bassenget. Svingningene innvirker pa havneforholdene og

zﬂcm L] L L
Qmj. .
-
19 18 17

Figur 2.26: Registrering av svingninger i Sgrveer havn. Avtegnet fra Viggosson
og Rye.
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har derfor betydelig praktisk interesse. Undersgkelser av svingninger i to norske
havner, Sgrveer i Finnmark og Sirevag i Rogaland, er beskrevet av Viggosson og
Rye (1971) og av Gjertveit (1971). I figur 2.26 er det vist registreringer av sving-
ninger i Sgrveer havn. Amplituden i svingningene er opptil 0.8m, og svingetiden
er omkring 6min.

(vingsoppgaver

1. En to-dimensjonal modell av en havn kan tenkes a besta av et gruntvanns-
omrade av lengde b og med uniformt dyp h og et ubegrenset dyphav med
uniformt dyp H. Vi skal undersgke muligheten for langperiodiske svingnin-
ger i havna samtidig med at det forplanter seg bglger utover i dyphavet. Vi
forutsetter at svingningene er langperiodiske og bruker den lineariserte og
hydrostatiske gruntvannsteorien. I havneomradet settes overflatehevningen
til

n = i(z)e

hvor x regnes utover fra kysten og w er vinkelhastigheten og 7(z) er en

funksjon av z. I dyphav er

n= aei(kzx—wt)

hvor belgetallet £ = w/cy og amplituden a er bestemt av amplituden for
svingningene i havna. Vis at w er bestemt ved

b
tan(w—) —i2
C1 C1

hvor ¢; = y/gh og ¢ = v/gH. Finn svingetiden nar h/H < 1, og vis at
man i dette tilfellet har en knute for svingningene ved utlgpet av havna.

2. Vis at hastighetspotensialet
¢ = a[sinh ky sin kz + sin ky sinh kz] cos wt

beskriver transversale svingninger i en kanal hvor sideveggene er rette linjer
som danner en vinkel pa 45° med vertikalen. Origo er lagt i kanalens dypeste
punkt med y- og z-aksen henholdsvis horisontalt og vertikalt. Vis ogsa at
for grunnsvingningen er

¢ = ayz coswit

og vinkelhastigheten er bestemt ved

w =] L
! H

H betegner hgyde av vannspeilet over origo ved likevekt.
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3. Svingninger i basseng

Et basseng har lengde L og konstant dyp h. Bglgebevegelsen i bassenget
antas a veere godt beskrevet ved lineser potensialteori. I bassengets ende-
punkter har 7 null normalderivert. (Hva betyr det fysisk?)

Initialbetingelsen er gitt ved

n(,0) = (et PPa— f)?

for —f <z < f, n(x,0) = 01 resten av bassenget. Bevegelsen starter fra ro

(a) Skisser initialbetingelsen og finn en passende Fourierrepresentasjon av
n(x,t). (Fourierkoeffisienter skal regnes ut).

(b) Sett L = 200 og f = 10. Beregn og plott overflateformene ved t =
O.25ﬁ for h =0.1, h =1.0, h = 10.0 og h = 100.0. Gjenta dette for

— 0.75_L_
t=0.75 NI
(c) Sett L = 0.03, h = 0.01 og f = 0.001. Studer lgsningen for ulike
tidspunkter. Hvordan brytes pulsen opp?

(d) Kan denne lgsningsmetoden generaliseres til tre dimensjoner. Forklar
i sa fall hvordan.



Kapittel 3

GENERELLE EGENSKAPER
VED PERIODISKE OG
NESTEN PERIODISKE
BOLGETOG

I det foregaende har vi sett flere eksempler pa bglgetog hvor egenskapene ved
de individuelle bglgene sasom bglgelengde, frekvens og amplitude, endrer seg lite
fra en bglge til den neste. De gradvise endringene kan enten ha oppstatt som en
folge av dispersjon, eller pa grunn av inhomogeniteter i mediet. Vi har ogsa sett
at viskositeten kan lede til gradvise endringer i et bglgetog.

Nesten periodiske bglgetog av denne typen forekommer ofte i naturen, og disse
fenomenene er selvfplgelig ikke bare knyttet til bglger i veesker. For a vise dette
har vi her tatt med en registrering av jordbunnbevegelse fra 5 sensorer ved det
seismiske registreringsanlegget NORSAR (figur 3.1). Sentralen for anlegget ligger

[ N . ; *w—rrr} -

SN /\/W \/\/\Jx VAVAVAY: /\J\

AP AR AR
/\/W\Wﬂ/v
NS \ﬁ \/\ /’\ FAVAVAVARSCAVERE
SR AVAVAVAVAVAVAVAYS

Figur 3.1: Seismogram.

67
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pa Kjeller utenfor Oslo, og sensorene er plassert over Jstlandsomradet. Disse
belgene er seismiske overflatebglger (Rayleigh bglger) som forplanter seg langs
jordoverflaten, og bglgene skyldes i dette tilfellet et jordskjelv ved Azorene. Det
regelmessige bglgetoget er hovedsakelig fremkommet som folge av dispersjonens
virkning.

3.1 Boglgekinematikk for en-dimensjonal
bglgeforplantning

Vi forutsetter innledningsvis at en eller annen parameter (hastighet, trykk,
forrykning etc.) som beskriver belgebevegelsen, kan skrives pa formen

Az, t)eX@h), (3.1)

Det er underforstatt at enten realdelen eller imaginaerdelen av uttrykket ovenfor
representerer den fysikalske stgrrelsen. Fra fasefunksjonen x kan vi bestemme k
og w ved

Ix Ix

k== w=——>".

ox ot
k, w og A forutsettes a vaere langsomt varierende funksjoner av x og t i den
betydning at stgrrelsene varierer lite over en distanse som tilsvarer bglgelengden
eller over et tidsrom tilsvarende en periode. k£ og w representerer saledes lokale
verdier henholdsvis for bglgetall og vinkelhastighet, og fasefunksjonen er derfor
pa en konstant naer lik

(3.2)

X = kx — wt.

Ut fra dette er det rimelig a anta at w og k er forbundet lokalt ved dispersjons-
relasjonen. I et inhomogent medium hvor fasehastigheten endrer seg langsomt
i bglgenes utbredelsesretning, vil w foruten a avhenge av k, veere en langsomt
varierende funksjon av z. Tar vi ogsa med muligheten for at mediets egenskaper
endrer seg langsomt i tiden, kan vi skrive

w=w(k,x,t).

Eksempelvis er w = kv/gH dispersjonsrelasjonen for lange bglger pa grunt vann.
Med langsomt varierende vanndyp H = H(x), er dette en relasjon av typen be-
skrevet ovenfor. Nar det gjelder tidsavhengigheten, kan denne fremkomme pa flere
mater. [ avsnitt (5.5) skal vi behandle et tilfelle hvor overflatebglger forplanter
seg gjennom omrader med tidsavhengig tidevannsstrgm. Dette fgrer som vi skal
se til en dispersjonsrelasjon hvor tiden inngar ekplisitt.

Det folger fra (3.2) at

e+ (32 =0 33)
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Av grunner som vil fremga senere har vi valgt a angi ved indekser hvilke vari-
able som holdes fast ved derivasjonen. Na er k/27 antall belger pr. lengdeenhet
og w/27m antall bolger pr. tidsenhet. k og w kan folgelig tolkes henholdsvis som
belgetetthet og bolgefluks. Likning (3.3) uttrykker derfor at antallet belger in-
nenfor et visst intervall endrer seg som folge av netto fluks av bglger gjennom in-
tervallets endepunkter. Deriverer vi dispersjonsrelasjonen med hensyn pa z mens

t holdes fast, far vi

dw, w0k Ow

(%)t = (%)f’”(ax)t + <8x>k'
Innsetting i (3.3) gir sa

Oyt (o = (22, (3.4)

hvor ¢, = g—‘; er gruppehastigheten.
I et homogent medium vil dispersjonsrelasjonen ikke avhenge eksplisitt av x,
og %2 = 0. I dette tilfellet forenkler (3.4) seg til

ok ok

o T =0 (3.5)

Dette viser at i et homogent medium vil en observatgr som beveger seg med
gruppehastigheten, fglge en bglge med fast bglgetall. Dersom vi betrakter et
punkt med koordinat x som beveger seg med gruppehastigheten, sa er

dr  Ow

Pl T 0. (3.6)
Derved kan (3.4) skrives

dk ow

22— 3.7

dt Ox (87)
som uttrykker endringene av k med tiden i et punkt som beveger seg med has-

tighet ¢,.
Na er w en funksjon av k og = og t

dw Oow. dk Ow, dr Ow

a o va TG a o
Ved a benytte (3.6) og (3.7) far vi at
do _ 0w
dt  ot’

Det er i denne forbindelse viktig a understreke forskjellen pa differensialoperato-
d _ 9 0 0
rene - = 5 + Cg3,; 08 7;-
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Dersom mediet ikke endrer seg i tiden, er w ikke eksplisitt avhengig av ¢, og

%—f = 0. Likningen ovenfor far i dette tilfellet formen
dw
— = 0. 3.8

Den siste likningen viser at w er konstant nar man beveger seg med gruppe-
hastigheten. Med andre ord: En bglge med en bestemt periode beveger seg med
en hastighet som tilsvarer gruppehastigheten for denne bglgen. Dette gjor det i
mange tilfeller mulig a bestemme gruppehastigheten fra observasjoner. For jord-
skjelvbglgene vist pa figur 3.1, kan man identifisere bglger med periode fra 35
til 15 sekunder. Om tidspunktet for skjelvet er kjent, sa kan gangtiden ¢, (dvs.
den tid bglgene har brukt fra jordskjelvsentret til observasjonspunktet) for de
forskjellige bglgeperiodene bestemmes. Bglgene vil fglge en bane som ligger neert
opp til storsirkelen gjennom jordskjelvsentret og observasjonsstedet. Kjenner man
lengden L av bglgenes bane, sa er gruppehastigheten for bglgen

c, =L/t,.

Det ma understrekes at siden gruppehastigheten kan variere langs banen, sa vil
en med denne metoden finne en midlere gruppehastighet for banen.

Vi legger merke til at likningene (3.4) og (3.5) bare gir informasjon om frekvens
og bolgetall, og derved om fasefunksjonen, mens bglgeamplituden er ubestemt.
Av den grunn nyttes ofte betegnelsen bglgekinematikk om teorien og resultatene
som oppnaes pa denne maten.

For et homogent medium hvor ¢, er en funksjon av k, har likningen (3.5) en
lgsning slik at k er bestemt ved

Cg =7 (3.9)

At dette er riktig innser vi ved derivasjon av siste likning med hensyn pa z og ¢ slik
at storrelsene % og % fremkommer. Likningen uttrykker at en bglgekomponent
med fast bglgetall £ som ved tiden ¢t = 0 starter fra origo x = 0, har forplantet
seg en distanse x i lgpet av tidsrommet £.

Uttrykket (3.9) kan benyttes til a utlede resultater som vi tidligere har utledet
tildels etter omfattende analyse. Dette gjelder for eksempel bglgeformen i stor
avstand fra forstyrrelsen som har skapt bglgene.

For tyngdebglger pa dypt vann er

(L 9
72V k
og ved hjelp av (3.9) finner vi sa at
gt?
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Den tilsvarende verdi for w er gt
2
Dette gir en fasefunksjon i overensstemmelse med hva vi fant for belger generert
av en isolert forstyrrelse (se likning 2.72).

Pa tilsvarende mate kan vi na finne bglgetall, vinkelhastighet og fasefunksjon
for kapillarbglger generert av en isolert forstyrrelse. For kapillarbglger pa dypt
vann er

w

og (3.9) gir
4 p
902
Det ma understrekes at ogsa dette uttrykket for k£ gjelder nar man er langt vekk
fra forstyrrelsen.
Som eksempel pa lgsning av likningen (3.4) nar ‘g—‘;’ er forskjellig fra null, skal vi

behandle lange tyngdebglger over en skranende bunn (se side 53). I dette tilfellet

er
w = J/agrk.

Forutsetter vi stasjonaere forhold er % = 0, og derved er
ok 1k
oxr 2z’

Denne likning har lgsning )
k= ko.ﬁCiE

hvor kg er en konstant. Vi finner altsa igjen et resultat som er i overensstemmelse
med tidligere beregninger.

@Ovingsoppgaver
1. Bglgegenerator; telling av topper
I den ene enden av en bglgerenne genereres bglger med lengde A = 1 m.
Bglgegeneratoren har statt pa i 100 sekunder. Ansla antall bglgetopper i
renna i de tre tilfellene der vaeskedypet er h =4 m, h = 0.5 m og h = 0.1
m. Renna antas a veere lang nok til at refleksjoner fra motsatt ende ikke
inntreffer.

3.2 Hamiltons likninger. Bglge-partikkel analo-
gien

Lesere med kunnskaper i klassisk mekanikk vil umiddelbart gjenkjenne likningene
(3.6)-(3.8). For en partikkel i et konservativt kraftfelt er partikkelens bevegelse
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beskrevet ved Hamiltons likninger

dg _ OH

)

dp OH

il 1
dt dq (3.10)
dH

— =0

dt

hvor ¢ er den generaliserte koordinat, p er det generaliserte momentum og H er
Hamilton funksjonen. I et konservativt kraftfelt er H partikkelens totale energi. Vi
ser at likningssettet (3.10) er av samme form som likningssettet (3.6)—(3.8). Det
eksisterer derfor en formell analogi mellom partikkelbevegelse og bglgebevegelse
slik at

x tilsvarer q
k tilsvarer P
w tilsvarer H

Det var Einstein (1905) som forst ga den formelle analogien mellom partikkelbe-
vegelse og bolgebevegelse fysikalsk innhold ved a sette lyspartikkelens (photonets)
energi og bevegelsesmengde henholdsvis H = hw og p = hk hvor & har fatt navnet
Planck’s konstant.

Dette er grunnlaget for de to komplementare beskrivelsene av lys enten som
partikkelbevegelse eller som bglgebevegelse.

3.3 Boglgekinematikk for fler-dimensjonal bglge-
forplantning. Straleteori
I det generelle tilfellet vil fasefunksjonen avhenge av posisjonsvektoren r slik at

X = x(r,t). Pa tilsvarende mate som i avsnitt 2.13 kan vi bestemme lokale verdier
av bglgetallsvektor og vinkelhastighet

ox

ot
Vi forutsetter da at k og w er langsomt varierende funksjoner av rom- og tids-
koordinatene. For et bestemt tidspunkt vil likningen

k=Vyx og W=

x(r,t) = konstant

fremstille en faseflate, og vektoren k star normalt pa flaten. Pa grunn av forutset-
ningene om langsomt varierende funksjoner, vil faseflatene veere svakt krummet,
se figur 3.2. Romkurven som fremkommer ved a sette
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strale

faseflate ved
t-‘- tz

faseflate ved
t= t1

Figur 3.2: Strale og faseflater.

kExdr=0

hvor dr er et vektorielt bueelement for kurven, betegnes en strale. Bglgetalls-
vektoren er altsa tangent til stralen. Som i det en-dimensjonale tilfellet er k og
w forbundet ved dispersjonsrelasjonen som i dette tilfellet antaes tidsuavhengig

w=uw(k,r). (3.11)

Den eksplisitte avhengigheten av 7 er et uttrykk for romlige inhomogeniteter
i mediet. Endringene med tiden av k og w i et punkt med koordinat r som
beveger seg med gruppehastigheten, vil veere gitt med likninger for hver av de
tre koordinatretningene.

dr;  Ow
dt Ok
dkl (%}
= — 3.12
d
Y

dt
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hvor indeksene ¢ = 1, 2,3 betegner vektorkomponenter langs de tre akseretnin-
gene. Likningene (3.11) og (3.12) sammen med initialbetingelsene for z;, k; og w
bestemmer balgebanen (eller partikkelbanen) 7(t). Likningssettets form gjor det
saerlig egnet for numeriske beregninger. I et medium med isotrop dispersjon hvor
w er en funksjon av k = |k|, men ikke av retning til k, far vi at

Ow  Owdk  Owk
ok, 0kok; Ok k’

Dette viser at for medier med isotrop dispersjon har gruppehastighet samme
retning som bglgetallsvektoren og bglgebanene faller i dette tilfellet sammen med
stralene.

For a vise eksplisitte lgsninger av (3.12) skal vi behandle to eksempler. Det
forste omhandler avbgyning (refraksjon) av lange bglger pa grunt vann. Vi antar
at bunntopografien er slik at vanndypet H er en funksjon av koordinaten x gitt

ved
c(x) =+/gH(z).

Dispersjonsrelasjonen kan fglgelig skrives
w = c(x)k.

Siden forplantningshastigheten avhenger av dypet, vil belgene avbgyes (refrakte-
res). Dersom vanndypet gker med z, vil stralene ga som antydet pa figur 3.3. Vi
betegner bglgetallsvektorens komponenter langs z- og y-aksen med henholdsvis
k, og k,. Fra likningen (3.12) finner vi at langs en strale er

w = konstant
k, = konstant

2

w 1
k., = =+ — k22

For det tilfellet som er skissert pa figuren ma man velge minus foran kvadratroten
i det siste uttrykket.
Dersom vinkelen mellom z-aksen og bglgetallsvektoren betegnes med 6 far vi
sin)  k, k,

= = = = = konstant
c ke w

som viser at avbgyningen skjer i henhold til Snells lov. Likningen for stralen er

dy k

Ky
dr  k,

For spesielle valg av funksjonen H(z) kan man finne enkle analytiske uttrykk for
stralen. Avbgyning av den type som vi har behandlet her, kan man iaktta nar
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nivalinjer for vann-
dyp

Figur 3.3: Refraksjon pa grunt vann.

bolger forplanter seg inn mot en rett strand med jevnt skranende bunn. En vil
da se at bglger som kommer inn pa skra i forhold til stranden, avbgyes slik at
bglgetoppene etterhvert blir parallelle med stranden.

Det neste eksempelet er avbgyning av seismiske bglger i kulesymmetrisk klode.
Vi antar at fasehastigheten for belgene er en funksjon av avstanden r = |r| fra
klodens sentrum og at bglgene brer seg uten dispersjon slik at

w=c(r)k.

Denne dispersjonsrelasjonen gjelder med god tilnsermelse for seismiske bglger som
forplanter seg gjennom jorden. Vi finner at med denne dispersjonsrelasjonen sa
er

Qo _ dez; O _ K

dx; drr dk; k-
Fra likningene (3.12) folger det derfor at

dr k dk der

@%@

hvor r er koordinaten for et punkt som beveger seg langs stralen med hastighet
c. Multipliserer vi den fgrste av disse likningene vektorielt med k og den andre
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med 7, finner vi at

d
%('ka):()

Dette innebeerer at
r x k = konstant

langs en og samme strale. Dersom vinkelen mellom de to vektorene betegnes i
(se figur 3.4) far vi at

7 Sin ¢
= konstant

p:

langs en og samme strale. Stgrrelsen p betegnes bglgeparameteren, og denne
parameteren spiller en viktig rolle i seismologi.

Figur 3.4: Seismisk strale pa kule.

3.4 Eikonal-likningen og likningen for amplitude-
variasjon langs stralene

I de foregaende betraktninger har vi forutsatt at det eksisterer en bglgebevegelse
slik at bglgetall, bolgeamplitude og vinkelhastighet er langsomt varierende funk-
sjoner av romkoordinatene og tidskoordinatene. Under disse forutsetninger har
vi sa utledet de grunnleggende resultater i bolgekinematikk og straleteori.



FEikonal-likningen og likningen for amplitudevariasjon... 7

Bglgebevegelse av denne type er for eksempel mulig i et inhomogent eller ikke-
stasjoneert medium hvor de fysikalske egenskaper endrer seg lite over en distanse
som tilsvarer en bglgelengde og over en tid som tilsvarer en bglgeperiode. En kan
derfor vente at forutsetningene er oppfylt dersom bglgelengden og perioden er
tilstrekkelig korte.

Som eksempel skal vi lgse bglgelikningen (2.86) i det tilfellet at forplantnings-
hastigheten ¢y = \/gH er en funksjon av x og y. Vi antar at skalaen for inhomo-
genitet 1 bglgefeltet er lik skalaen for inhomogenitet i forplantningshastigheten
co. Vi antar at lgsningen av (2.86) kan skrives pa formen

0= Alz,y, )X (3.13)

hvor frekvens og bglgevektor er definert ved

Ix
=——, k=Vy.
YT o X
Antakelsen om langsomt varierende bglgefelt betyr at forholdet mellom en
belgelengde A = 27 /k og skalaen for inhomogenitet L ma veere et lite tall. Tilsva-
rende ma forholdet mellom en bglgeperiode 27 /w og skalaen for ikke-stasjonaritet
T veere et lite tall. Vi introduserer derfor en ordningsparameter slik
1 1
kLo S (3:14)
Dersom vi tar utgangspunkt i de langsomme skalaene for inhomogenitet og
ikke-stasjonaritet som referanse kan vi fa eksplisitt beskrevet den hurtige bglgefasen
ved ordningsparameteren slik

n=A(z,y,t)e” X@v (3.15)

Det vil na veere naturlig a anta at amplituden A kan utvikles i en perturba-
sjonsutvikling ved hjelp av den samme ordningsparameteren

n=(Ao(z,y,t) + eAi(z,y,t) + €As(z, y, t) +...) e IX@yh), (3.16)
Derivasjon av denne rekkeutviklingen gir for eksempel
0 0A 1
8_:57 = (—ie‘lon —iwA; + 8—150 + O(e)) e X wt),

Rekkeutviklingen (3.16) skal na substitueres inn i (2.86). Vi innser at den kom-
plekse eksponentialfunksjonen er felles for alle ledd og kan faktoriseres bort. Ut-
trykket som da gjenstar ma veere oppfylt til alle ordener i €. Dette gir et hierarki
av likninger til bestemmelse av y, Ag, etc.

Den fgrste av disse likningene baerer navnet eitkonal-likningen. 1 dette tilfellet

er denne likningen
w? = 2k? (3.17)
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hvor k = |k|. Vi gjenkjenner dette som dispersjonsrelasjonen. Dersom vi kan anta
et stasjoneert bglgefelt sa kan vi skrive

X = S(z,y) —wt (3.18)
og faselinjene er bestemt ved
S(z,y) — wt = konst.

Bglgevektoren
kE=Vx=VS§

er fglgelig normal til faselinjene, slik som den skal.

Den andre likningen blir i teorien for elektro-magnetiske bglger ofte betegnet
transport-likningen fordi den beskriver hvordan energifluksen er bevart langs en
strale. I vart tilfelle er denne likningen

A
w% + %(WAO) +cgk - VAg+ V- (cgkAg) = 0. (3.19)

Dersom vi multipliserer denne likningen med Ay sa lar den seg integrere én gang
og vi far

%(wAg) + V- (cwAs) = 0. (3.20)
Dette er en bevaringslikning for “tettheten” wA2 som blir advektert med gruppe-
hastigheten ¢, = 3k /w.

Likning (3.20) beskriver amplitudevariasjoner langs stralene. La oss anta sta-
sjoneert belgefelt og la oss betrakte et omrade (se figur 3.5) begrenset av de to
stralene a og b hvor flatene o4 og op er normale til straleknippet som ligger mel-
lom stralene. Vi forutsetter at stralene a og b ligger sa negert inntil hverandre at
co , Ap og V.S kan settes konstant over flatene o4 og op. Vi integrerer likning
(3.20) over omradet og benytter Gauss sats. Siden gruppehastigheten er parallell
med bglgevektor, sa forsvinner bidraget til integralet langs stralene, og vi far

CTA(CoA(Q))Ved A~ UB(COA(Z))Ved B: (3.21)

Ay representerer amplituden for det ledende leddet i rekkeutviklingen (3.16), og
storrelsen ¢y A2 er derfor et mal for energifluksen. Likningen (3.21) uttrykker altsa
at 1 denne tilnsermelsen er energifluksen konstant langs et stralergr. Dette er et
viktig resultat, og det medfgrer at det ikke opptrer refleksjon av bglgeenergi langs
stralen. Dette viser at bglgekinematikken som vi har utviklet i det foregaende
forutsetter at endringene i mediet er sa gradvise at bglgene avbgyes (refrakteres)
uten at noe av energien blir reflektert.

Legg merke til at anvendelsen av Gauss sats var spesielt enkel fordi gruppehas-
tigheten var parallell med bglgevektor i vart tilfelle, og dermed forsvant bidraget
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Y

VS

Figur 3.5: Skisse for utregning av amplitude langs et stralergr.

til integralet langs stralene. I tilfeller hvor gruppehastigheten ikke er parallell med
bolgevektor vil det veere bidrag til integralet langs stralene. I slike tilfeller kan
det veere enklere a bruke bglgebaner istedenfor straler som skissert i figur 3.5.

Til slutt skal vi ved et eksempel demonstrere en anvendelse av resultatene fra
dette avsnittet. Vi betrakter da lange overflatebglger som forplanter seg inn mot
en kyst hvor kystform og bunntopografi er skissert i figur 3.6. For en bglge som
har rettlinjete faselinjer ute pa dypt vann, blir stralen som antydet pa figuren. Vi
velger a betrakte et straleknippe A — B utenfor odden og straleknippet A’ — B’
utenfor bukten slik at snittflatene ved A og A’ er like store. Vi forutsetter dessuten
at bglgeamplituden er like stor ved A og A’. Siden snittflatene for straleknippene
er mindre ved B enn ved B’, folger det fra (3.21) at bglgeamplituden er stgrre
ved B enn ved B’. At bglgeenergien pa denne maten blir fokusert mot odder og
spredd i bukter, kan noen ganger iakttas i naturen. Dette kan man se best fra fly,
og luftfotografiet pa figur 3.7 viser mange slike effekter.
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Figur 3.6: Prinsippskisse for bglger mot kyst.

3.5 Amplitudevariasjonen i nesten periodiske
bglgetog

I det foregaende avsnitt integrerte vi opp (3.20) ved hjelp av Gauss sats
for belger med fast frekvens (monokromatiske bglger). For et nesten periodisk
bolgetog fremkommet for eksempel ved dispersjonens virkning, sa vil ikke amp-
litudevariasjonen kunne finnes ved en slik enkel anvendelse av Gauss sats, men
derimot ma likningen (3.20) integreres opp i bade tid og rom.

Na vet vi at for linesere bglger er den midlere energifluksen F' gitt ved den
midlere energitettheten F og gruppehastigheten ¢,

F =c,E.

Egentlig har vi bare vist dette for en enkelt bglgekomponent, men det er rimelig
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Figur 3.7: Luftfotografi fra et omrade ved Kiberg pa Finnmarkskysten. Bildet er
tatt 12. juni 1976 av Fjellanger Widerge A.S.
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a vente at den samme relasjonen gjelder lokalt med god tilnsermelse ogsa i til-
feller med langsomt varierende bglgetog. Dersom det ikke er noen energitilfgrsel
til bglgene ved ytre pavirkninger, f.eks. vindvirkning eller vekselvirkninger mel-
lom bglger og strom, sa ma netto energifluks inn i omradet tilsvare endringen i
energitetthet innenfor det samme omradet. For plane bglger som forplanter seg i
z-retning kan dette uttrykkes ved

oL + V- (¢,E)=0. (3.22)
ot

Dersom den midlere energitetthet er tidsuavhengig, noe som for eksempel
gjelder for monokromatiske bglger med fast frekvens, vil (3.22) kunne integreres
ved hjelp av Gauss sats som vist tidligere.

Energilikningen (3.22) spiller en viktig rolle i bglgeteori. En generalisert lik-
ning inneholdende kildeledd og koplingsledd som uttrykker henholdsvis genere-
ring av bglger pa grunn av vind og vekselvirkning mellom bglger og strem, brukes
for eksempel ved bglgevarsling (Kinsman 1965).

Na er energitettheten proporsjonal med a? hvor a er bglgeamplituden, og for
plane tyngdebglger pa dypt vann er eksempelvis £ = %pga? Innsatt i likning
(3.22) far vi saledes

da?

E + V . (cgag) = 0 (323)

Vi skal ikke her ga neermere inn pa generelle lgsninger av energilikningen
(3.22), men det kan veere illustrerende a studere to enkle lgsninger.

For lange overflatebglger som forplanter seg innover en jevnt skranende bunn
med helningskoeffisient «, er gruppehastigheten ¢, = /gH = V90T (se avsnitt
2.7). Dersom bglgetoget er rent periodisk i tiden slik at 68—‘f = 0 fglger det fra
(3.23) at energifluksen er konstant og vi ma derfor ha at bglgeamplituden

IS

a = konst.-x 1.

Dette er i overensstemmelse med hva vi fant tidligere i avsnitt 2.10.
For bglger generert av en konsentrert forstyrrelse ved ¢ = 0 og x = 0 vil
gruppehastigheten veere gitt ved
x
Cqg = —
7t

hvor t er gangtiden fram til et punkt i avstand z. Belgeamplituden kan finnes fra
(3.23)

a = konst. - m_%t

Ved sammenlikning med uttrykket (2.72) kan konstanten bestemmes.

Ovingsoppgaver
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1. Vi forutsetter at fasehastigheten for seismiske bglger kun er en funksjon
av dypet z som vi skriver ¢(z). Hastigheten ved overflaten z = 0 er ¢.
Finn banen for en bglge med vinkelhastighet wy som sendes ut fra et punkt
O ved overflaten i en retning som danner en vinkel § med overflaten. Vi
tenker oss at bglgene forplanter seg innenfor et begrenset omrade slik at
overflaten kan regnes som plan. Finn avstanden fra O til det punktet A hvor
stralen kommer opp til overrflaten. ¢(z) er en monoton gkende funksjon av
z. Bestem gangtiden som funksjon av avstanden OA, og finn det dypeste
punktet pa stralen.

Figur 3.8: Figuren mangler inntil videre!

2. T et hav med uniformt dyp Hj er det en grunne, og dypet er gitt ved

2

H = Hy(1 — ae” it )

hvor v og L er konstanter. Finn stralene for plane bglger med bglgelengde
A = [L (hvor § er en konstant) som kommer inn mot grunnen langs z-
retningen.

3. Bglgegenerator; selvfokusering

I den ene enden av en bglgerenne genereres det bolger med frekvensen f(t).
Frekvensen er 10 Hz nar bolgegeneratoren slas pa og 1 Hz nar den slas
av, 100 sekunder senere. Vi gnsker a konsentrere mest mulig bolgeenergi
pa et bestemt punkt i bglgerenna. Bruk straleteori til a finne den optima-
le formen pa f(t). Finn punktet der energien konsentreres og tidspunktet
dette inntreffer pa. Renna antas a vaere sa lang at refleksjoner fra motsatt
ende ikke finner sted, og dypet er mye storre enn lengden pa de genererte
forstyrrelsene.

Fungerer straleteorien godt her? Vil metoden du har anvendt fungere i
tilfeller der vaeskedypet er mye mindre enn lengden av de bglgene som
genereres?

4. Bglger over parabolsk bunn

En bunntopografi er gitt ved h(z) = ho(%)?. Vi antar at linezer, hydrostatisk
gruntvannsteori gjelder og at bglgen er monokromatisk i tiden (bare en
frekvens).
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(a) Bruk straleteori til a bestemme fasefunksjonen y.

(b) Gi en tolkning av uttrykket 12¢X. Hvilket krav mé vi legge pa ﬁ
for at straleteorien skal veere gyldig?

(c) Sek en lgsning av gruntvannsligningen pa formen 7 = ¢!z, Sammen-

lign med resultatet vi fant ved hjelp av straleteori.

5. Langsomt varierende bglgekilde

Vi tar utgangspunkt i plane, nesten periodiske bglger i et homogent medi-
um. Linezere forhold gjelder, og bglgene forplanter seg i positiv z-retning.
Dispersjonsrelasjonen er gitt ved w = %k3. Ved t = 0 er den lokale bglgelengden
gitt ved A = a(2 + tanh(bx)).

(a) Vi skal anvende straleteori, hvilke krav legger dette pa parametrene a
og b.

(b) Bruk straleteori og karakteristikk-metoden til a estimere den lokale
bolgelengden for alle = ved et vilkarlig senere tidspunkt. En vanskelig
algebraisk ligning vil oppsta her, denne skal ikke lgses.

6. Bolger med skratt infall

Det er gitt et dyp som er uavhengig av y-retning, dvs. dyp h = h(z). Vi skal
studere hvordan lange harmoniske bglger oppfgrer seg over denne bunnen.
Bglgene skal ha skratt infall, hvilket betyr at bglgetallet har en komponent
1 y-retning.

a Finn hvordan amplituden varierer vha. fysisk optikk (transportliknin-
gen). Er det riktig at en bglge alltid amplifiseres nar den kommer inn
pa grunnere vann?

b Diskuter hva som skjer med amplituden nar en bglge beveger seg ut
pa dypere vann.

7. Bglger fra initiell forstyrrelse 2.

Vi har igjen gitt Klein-Gordon likningen som i oppgaven i forrige kapittel.
Ved t = 0 antar vi en punktforstyrrelse ved x = 0. Bruk straleteori til
a bestemme fasefunksjonen ved store x og t. Sammenlikn med svaret fra
oppgaven i forrige kapittel.



Kapittel 4

FANGEDE BOLGER

For overflatebglger pa dypt vann avtar bevegelsen raskt nedover i dypet slik
at pa et dyp som tilsvarer en bglgelengde eller mer, er bevegelsen ubetydelig.
Bglgeenergien er derfor knyttet til en sone i naerheten av overflaten, og energien
er bundet til denne sonen mens bglgene forplanter seg fremover overflaten. Vi
kan si at bglgene er fanget til overflaten og at overflaten virker som en bglgeleder
(wave-guide). Fangede bolger og bglgeledere spiller en viktig rolle for de fles-
te former av bglgebevegelse. I havet og atmosfaeren kan det for eksempel som
fglge av tetthetssjiktningen, oppsta horisontale lag med lav lydhastighet. Der-
ved kan laget tjene som bglgeleder, og lyd av visse frekvenser kan forplante seg
over store strekninger med forholdsvis liten dempning. Nar lydbslgene pa denne
maten brer seg langs et lag, vil energien spres over stgrre og storre sylinderflater
med akse vertikalt gjennom lydkilden. Dersom energistrgmmen er den samme
gjennom alle sylinderflater uavhengig av radius r, vil bglgeamplituden avta som
1//r. Dette er en vesentlig mindre dempning enn ren sfeerisk dempning hvor
bglgeamplituden avtar som 1/r. Lav geometrisk dempning er et karakteristisk
trekk ved bolgeledere. Den matematiske beskrivelse av forskjellige bglgeledere er
sveert lik. I det fglgende skal vi studere noen eksempler pa fangede tyngdebglger.

4.1 Tyngdebglger fanget pa grunn av bunnto-
pografien

Siden lange tyngdebglger forplanter seg hurtigere pa dypt vann enn pa grunt vann,
vil bglgene avbgyes (refrakteres) som folge av forskjeller i vanndypet. Ved en rett
kyststrekning hvor vanndypet gker monotont utover, vil bglger som forplantes inn
mot kysten avbgyes mot kysten. Dersom bglgene reflekteres ved land, vil bglgene
avbgyes pa veien utover, og avbgyningen kan bli sa stor at bglgene vender og
forplanter seg inn mot kysten igjen. Etter en ny refleksjon vil forholdene gjenta
seg, og ved periodiske refleksjoner og avbgyninger langs kysten kan en tenke seg
at det oppstar fangede bglger. Pa figur 4.1 er stralebanen for bglgene skissert.
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Ho*2AH HgtAH  Hg

Land
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Figur 4.1: Stralebaner for fangede bglger.

Det eksisterer en enkel lgsning av Laplace-likning (2.11) med randbetingelsene
(2.12) (med o = 0) som beskriver fangede tyngdebglger langs en kyst hvor dypet
gker lineaert med avstand fra kysten. Bunntopografien og valg av koordinataksene
fremgar av figur 4.2.

I tillegg til randbetingelsene (2.12) ved overflaten har vi den kinematiske be-
tingelsen

0] 0p
—tanf+ — =0
oz * 0z
ved bunnen z = —x tan . Hastighetspotensialet er
¢ — 7%e—k(xcosﬂ—zsin9) COS]{'(y . Ct) (41)

ke
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Figur 4.2: Kystgeometri.

0g
c= :I:(% sinﬁ)%.

Den tilsvarende overflatehevning er
n = ae " sin k(y — ct).

Vi ser at bglgene forplanter seg langs kysten med en hastighet avhengig av bun-
nens helling, og at bglgeamplituden avtar eksponensielt ut fra kysten. Siden fase-
hastigheten kan ha verdi 4, vil bglgene kunne forplante seg i begge retninger
langs kysten. Kysten og bunntopografien danner altsa i dette tilfellet en to-veis
bglgeleder. Denne bglgetypen kan man for eksempel iaktta i kanaler hvor bred-
dene er stensatt eller stgpt med jevn skraning. Bglgene blir i engelsk litteratur
kalt “edge-waves”, og den spesielle lgsningen (4.1) representerer forste mode i
en skare lgsninger (Ursell 1952). Tilsvarende enkle lgsninger for andre former for
bunntopografi er ikke kjent.

Nar vi skal studere fenomenet mer inngaende, skal vi forutsette at bglgene
er sa lange at vi kan benytte gruntvannstilnaermelsen. Vi legger koordinataksene
som pa figur 4.1, og lar vanndypet H veere en monotont gkende funksjon av x.
Ved land tenker vi oss at det er en vertikal vegg og at vanndypet er vesentlig
storre enn bglgeamplituden. Overflatehevningen 7 skriver vi pa formen

n =n(z)sink(y — ct)
hvor 7j(z) er en funksjon av & som skal bestemmes. Fra (2.86) far vi sa

d  _dp 2
—(H=—) = K*(H — —)n. 4.2
o) = K =i (4.2)
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Ved kystlinjen = = 0 er volumfluksen i x-retning null, og dette innebaerer
dn
— =0 f =0. 4.3
o or x (4.3)

For fangede bglger ma dessuten
n—0 nar T — 00. (4.4)

Likningen (4.2) med randbetingelse (4.3) og (4.4) er et egenverdiproblem av kjent
type som for valgte k gir bestemte tillatte verdier av c.
Vi innfgrer

i=H2
og substituerer i (4.2). Dette gir
d*y 2
= K (W(2) = 1)y (4.5)
hvor , )
1H” —2HH"
W(e) =+ 3

T gH 1T RH)?

Her betyr ’ derivasjon med hensyn pa z. Grenseflatebetingelse for v blir

dp _ LedH
dv ~— 2H dx o=
v — 0 for x — oo. (4.6)

Dette viser at egenverdiproblemet er av tilsvarende type som det som fremkommer
ved lgsning av Schrodinger-likningen i kvantemekanikk. Dersom H er en langsomt
varierende funksjon av z, sa kan W tilnsermet settes

C2

= 5 (4.7)

Siden faktoren 1/(kH)? inngar i leddet som slgyfes, venter vi at tilnsermelsen blir
bedre dess kortere bglgelengden er. I samsvar med denne tilngermelsen modifiseres
den forste av grenseflatebetingelsene (4.6) til

dp _
de

Losningen av (4.5) skifter karakter i henhold til om W > 1 eller W < 1. For
W > 1 (dvs. H < %) kan ¢ ha karakter av svingninger, mens for W < 1 (dvs.

0 for x = 0. (4.8)

H > %) kan lgsningen veere eksponensielt dempet.
Vi betrakter na tilfellet hvor H er en monotont gkende funksjon av z, og H
gar mot en konstant verdi for v+ — oo slik at W > 1 for 0 < & < xp, og W < 1
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Figur 4.3: De to laveste fangede modene.

for x > xy. For visse verdier av k og ¢ kan vi derfor ha lgsninger for ¢» som har
karakter av fangede bglger hvor bevegelsen er eksponensielt dempet for = > x.
Avhengig av antallet knutepunkter for svingningene i omradet z < z( vil man
kunne ha forskjellige moder for bglgebevegelsen. I figur 4.3 er ¢ (z) skissert for 1.
og 2. mode.

Fenomenet med fangede bglger i haver er szerlig viktig for lange bolger. Arsaken
til det er at de lange bglgene med bglgelengde 100 km og mer, vil veere mer el-
ler mindre upavirket av sma ujevnheter i bunn og kystlinje og mer styrt av de
storstilte endringene i bunnforholdene. Derfor kommer de enkle modellene vi har
behandlet her ofte til anvendelse.
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4.2 WKB-metoden

Uten a matte ty til numeriske metoder kan det veere vanskelig a bestemme
lgsningene av (4.5) som tilfredsstiller grenseflatebetingelsene. Vi skal her vise
en metode til a finne en tilnaermet lgsning. Vi setter

flx) =W(r) -1
hvor W er gitt ved (4.7). Likningen (4.5) kan derved skrives
d*y 2
a2 —k"f(z)y. (4.9)

For enkelthets skyld forutsetter vi som for at H er en monotont gkende funksjon
av r og at H gar mot en konstant verdi for + — oo. For store verdier av k kan
vi finne en tilngermet lgsning av (4.9) ved a benytte samme metode som i punkt
(3.4). Vi skriver folgelig ¢ ved en rekkeutvikling

P (x)

b= R) + S

+ }

hvor S, Py og P er funksjoner av z. Rekkeutviklingen settes inn i (4.9), og
koeffisienten foran hvert ledd i den rekken som fremkommer kreves lik null. Derved
far man

(29 = fa),

d dS
—(P?==) =0.
d:c( de) 0
Dette leder til
S = i/fD% dr

0g 1
Py = konst./f1.

Tar man hensyn bare til det ledende leddet i rekkeutviklingen kan ¢ derfor skrives
b= Afisin(k;/f%dx) +Bficos(k;/fédx). (4.10)

hvor A og B er konstanter. Lgsningen (4.10) er kjent som WKB-lgsningen,
hvor navnet er formet ved initialene til Wentzel, Kramers og Brillouin som fant
lgsningen uavhengig av hverandre omkring 1926. Det er apenbart at (4.10) ikke
er gyldig i naerheten av og i punktet © = 2o hvor f = 0. En lgsning av (4.9) som
er gyldig i dette omradet finner vi ved a ga frem pa fglgende mate. Vi skriver

f(x) > —=|f"(o)|(z — o) (4.11)
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hvor f'(zg) betegner den deriverte av f i punktet z ~ z, og vi innfgrer £ som
ny variabel slik at , )
x —xo = k73| f'(z0)| 3¢

Likningen (4.9) kan derved skrives pa formen

d2

i . (4.12)
Dette er Airy’s differensiallikning som ved en spesiell transformasjon kan bringes
over til Bessels likning. Airy’s likning har to linesert uavhengige lgsninger Ai(§)
og Bi(&) som betegnes Airys funksjoner. Den ene funksjonen, Ai(¢), har karakter
av svingninger for & < 0, mens for £ > 0 er funksjonen eksponensielt dempet slik
at Ai(§) — 0 for £ — oo. (Se Abramowitz og Stegun 1972). Vi legger merke til
at siden k er forutsatt a veere stor, sa vil || kunne veere stor selv om |z — x|
er sa liten at rekkeutviklingen (4.11) er gyldig. Siden vi forutsetter at ) — 0 for
x — 00, ma vi som lgsning av (4.12) velge

1 = DAi(§) (4.13)
hvor D er en konstant. For store verdier av & gjelder felgende assymptotiske
uttrykk for Ai(¢)

1

zﬁf

njo

3

Wl

ie for  £>0

Ai(¢)

0g
1 2
Ai(€) = —=le sin(glelF +
Skal uttrykkene (4.10) og (4.13) for 1 falle sammen for store verdier av ||,
medfgrer dette at A = B og at /{;ff% dr = §|§\% Dette fgrer til at WKB-

lpsningen for x < xy kan skrives
1 o 1
1/1:Afzsin(k;/ fzdx+

hvor A er en vilkarlig konstant.
Siden f er forutsatt a veere en langsomt varierende funksjon av x, sa er

d 1 zo 1
WAkt cos(h / Fhde + %)

) for ¢ <0.

™

7 (4.14)

dx

i den tilneermelse vi her regner. Grenseflatebetingelsen ved x = 0 gitt ved (4.8)
medfgrer at

T
2
hvor n = 0,1,2. Likningene (4.15) bestemmer egenverdiene for k eller c. Det
viser seg at WKB-metoden ofte gir egenverdiene med god tilnsermelse selv for
moderate eller endog sma verdier av k. En er fristet til a nevne et sitat fra en
kjent anvendt matematiker: En god formel kjennetegnes ved at den kan brukes
langt utenfor sitt gyldighetsomrade.

k/ f%dx—i—%:(Qn—i—l) (4.15)
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4.3 Boglger fanget pa grunn av rotasjonseffekter.
Kelvin-bglger

For sveert lange tyngdebolger pa jorden vil Coriolis-kraften veere av betydning,
og denne kraften vil modifisere bglgebevegelsen. Disse bglgene som blir betegnet
tyngde-treghetsbglger, har tildels andre egenskaper enn rene tyngdebglger. Her
skal vi bare se hvordan Coriolis-kraften kan lede til fangede bglger langs en kyst
selv i tilfeller hvor bunnen er plan. Vi betrakter bglge-bevegelse i et vaeskelag
begrenset av en horisontal bunnflate z = —H og en rett kystlinje = 0. (Se figur
4.4). Vaskelaget roterer med konstant vinkelhastighet % f om vertikalaksen. For

T 7777777 7777777777777 7777777
Bunn

Figur 4.4: Kystgeometri.

tilstrekkelig lange bglger, slik at trykkfordelingen er tilnsermet hydrostatisk, far
man at bevegelsen er beskrevet med tilsvarende likninger som (2.84) og (2.85),
men hvor Coriolis-kraften inngar i tillegg til trykkraften i bevegelseslikningen.
Dersom overflatehevning og volumfluksene i 2- og y-retning betegnes som for
med henholdsvis n, U og V/, far vi folgende sett av likninger:

on _ oU oV
ot or 0Oy
ou B 50N
o V= Tag,
a—V—i-fU = —02@

ot 29y
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Disse likningene har lgsning av formen

i
n = ae <o sink(y+ cot)
U =20
i .
V. = —cpae 0" sink(y + cot)

Dette er en bglge med amplitude a og balgetall k£ som forplanter seg i ret-
ning av den negative y-akse. Bevegelsen avtar eksponensielt ut fra kysten, og
e-foldingsdistansen er ¢y/f. Bolger av dene type betegnes Kelvin-balger. Vi leg-
ger merke til at med det valg av rotasjonsretning som vi har gjort her, (se figur
4.4), kan Kelvin-bglgene bare forplante seg slik at kysten ligger til hgyre for for-
plantningsretningen, sa kysten er altsa en en-veis bglgeleder for Kelvin-bglgene.
I sa henseende skiller Kelvin-bglger seg fra tyngdebglger som er fanget pa grunn
av bunntopografien.

Tidevannsbevegelsen i kystneere farvann bestar som regel av Kelvin-bglger,
men i dette tilfellet er bglgebevegelsen ofte modifisert av kystform og bunntopo-
grafi. Den enkle modellen vi har behandlet tjener bare til a illustrere de fysikalske
prinsipper som ligger til grunn for denne bglgebevegelsen. Fangede bglgler av den
art som er beskrevet i de to siste avsnittene, er et aktuelt forskningsfelt og har
mange anvendelser: Tidevannsbevegelse, stormflo, flodbglger pa grunn av jord-
skjelv etc. Interesserte henvises til Mysak og Le Blond (1978) og Gill (1982).
Kelvin- og edge-bglgenes betydning for stormflo og tidevann langs norskekysten
er diskutert i et arbeid av Martinsen, Gjevik og Rged (1979).
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Kapittel 5

BOLGER PA STROM. LE-
BOLGER OG LO-BOLGER.
SKIPSBOLGER.
BOLGEMOTSTAND.

I anvendelser stgter man ofte pa det tilfellet at bglgebevegelsen forekommer sam-
tidig med at det er en strgm i vaesken. Bglgebevegelsen vil i slike tilfeller kunne
bli modifisert av strgmmen, og strom kan gi opphav til spesielle bglgefenomener.

En stasjoneer strgm forbi en eller annen hindring eller forstyrrelse, for eksem-
pel en stein pa bunnen av en elv, vil kunne fgre til stasjonaere bglgemgnstre pa
le eller lo siden av hindringen. Disse stasjonaere bglgemgnstrene blir henholds-
vis betegnet som le-bglger og lo-bglger. Tilsvarende bglgeformer vil opptre nar
en forstyrrelse, for eksempel en bat eller et insekt, beveger seg med jevn fart
bortover vaeskeoverflaten. I det fglgende skal vi forst behandle le- og lo-bglger i
det tilfellet at strommen er uniform og stasjonsger. Det er da direkte analogi mel-
lom bglgemgnsteret generert av en faststaende hindring i strgmmen og bolgene
generert av en forstyrrelse som beveger seg med jevn fart langs vannflaten.

I de tilfeller hvor strgmmen ikke er stasjoneer eller uniform, vil stremmen ale-
ne kunne modifisere bglgebevegelsen. Bglger som forplanter seg inn i et omrade
med horisontale strgmskjeer vil for eksempel fa endret bglgelengde og amplitude
pa grunn av strgmmens virkning. Dette fenomenet kan en ofte iaktta for eksem-
pel ved elveutlgp. Likeledes vil vertikale stromskjeer modifisere bglgebevegelsen,
og virk-ningen vil avhenge av bglgelengden. Bglgebevegelse som er pavirket av
ikke-uniforme strgmmer er vanskelig a behandle matematisk, og vi skal i det
folgende ngye oss med a studere et enkelt eksempel. Strommens innvirkning pa
bolgebevegelse er imidlertid et aktuelt og interessant forskningsfelt. Peregrine
(1976) har i en oversiktsartikkel gitt meget god innfgring i matematiske metoder
og problemstillinger innen dette omradet.
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5.1 Le- og lo-bglger

I fgrste omgang skal vi for enkelthets skyld behandle to-dimensjonal bglgebevegelse
generert av en eller annen forstyrrelse som beveger seg bortover overflaten med
konstant fart U. Tilsvarende bglgemgnster vil man fa om vaesken beveget seg med
uniform og stasjonaer hastighet U forbi en stillestaende forstyrrelse.
Dispersjonsegenskapene for tyngde—kapilleer bglger pa dypt vann kan opp-
summeres i folgende diagram (figur 5.1) hvor ¢,, er den minste fasehastigheten
som kan forekomme og \,, den tilsvarende bglgelengde (se avsnitt 2.2). Dersom
U > ¢, har vi to bglgekomponenter med bglgelengde henholdsvis A\ og A, og
fasehastighet ¢ = U. Disse bglgekomponenter vil derfor kunne danne et sta-
sjoneert belgemgnster foran eller bak forstyrrelsen. Na vet vi at for bglgelengder
storre enn A, er gruppehastigheten mindre enn fasehastigheten (¢, < ¢), mens
det motsatte (¢, > c¢) er tilfellet for bplgelengder mindre enn \,,. Vi vet ogsa

-

A

Figur 5.1: Dispersjonsegenskaper for tyngde—kapillaer bglger.

at energien i bglgene brer seg med gruppehastigheten. Bolgeenergien for bglger
med lengde \; > A, vil derfor ikke kunne holde tritt med forstyrrelsen, mens
bolgeenergi for bglger med lengde A\, < A, vil lgpe fra forstyrrelsen. Vi vil derfor
fa to stasjoneere bglgetog som vist i figur 5.2, tyngde-bglger med bglgelengde A,
pa baksiden av forstyrrelsen (le-bglger), og kapillar-bglger med bglgelengde Ay pa
forsiden av forstyrrelsen (lo-bglger). Dersom U < ¢, vil ingen bglger kunne fglge
forstyrrelsen, og vi vil i dette tilfellet hverken ha le- eller lo-bglger i tilknytning
til forstyrrelsen. Likeledes vil le-bglgene ikke eksistere dersom U overskrider has-
tigheten \/gH hvor H er vanndypet. Amplituden for le- og lo-bglgene vil avhenge
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av forstyrrelsens form. Selv om begge bolgetyper vil vaere mulig, kan det tenkes
at forstyrrelsen bare frembringer den ene typen og at den andre har ubetydelig
amplitude.

Figur 5.2: Le- og lo-bglger.

5.2 Amplituden for to-dimensjonale le-bglger

Nar man skal beregne amplituden for le- eller lo-bglger, vil man kunne komme
opp 1 matematiske vanskeligheter om man direkte sgker den stasjonacre bevegel-
sen. Likningene for den stasjongere bglgebevegelsen vil i alminnelighet lede til en
flertydighet, slik at det ikke umiddelbart fremgar av regningene hvilke bglger som
skal ligge pa le- eller lo-siden av forstyrrelsen. Lar man bglgebevegelsen fremkom-
me ved at forstyrrelsen utvikler seg gradvis frem mot en stasjoneer tilstand, vil
man kunne unnga denne vanskeligheten. Her skal vi for enkelthets skyld gjen-
nomfgre regningene nar forstyrrelsen utvikler seg pa en spesiell mate (Whitham
1974). Vi betrakter en trykkforstyrrelse

po(z,t) = f(x)e™ e>0 (5.1)

pa overflaten av et veeskelag med tykkelse H, som strgmmer med uniform og
stasjoneer hastighet U i x-aksens retning over en plan horisontal bunn z = —H,
se figur 5.3.

Vi tenker oss at trykkforstyrrelsen er konsentrert omkring = = 0 slik at pg — 0
for x — +o00, og at trykket har utviklet seg fra null ved ¢ = —o0 henimot en verdi
av pg ved t = 0. Etter en viss tid t > 0 er det klart at vi vil fa et urealistisk hgyt
trykk slik at de lineariseringer vi skal gjgre vil bli ugyldige. For tilstrekkelig sma

verdier av po vil imidlertid lgsningen veere gyldig i et begrenset tidsrom t = O(2)

etter tidspunktet t = 0. Ved a la ¢ — 0, vil vi sa kunne finne den stasjonaa;e
bolgebevegelsen som settes opp av trykkforstyrrelsen py.

Vi antar at veesken er friksjonsfri, homogen og inkompressibel og at bevegelsen
som settes opp av trykkforstyrrelsen er virvelfri. Vi skal videre neglisjere overflate-
spenningen slik at vi begrenser oss til a betrakte le-bglger. Hastighetspotensialet

¢ for bevegelsen tilfredsstiller Laplace likningen
V¢ = 0.
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Z=-H
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Figur 5.3: Le-bglger.

De lineariserte grenseflatebetingelser ved overflaten kan skrives

on an 0P

a Ve T &
il - 2 2
5 TUz; tan p (5.2)

for z = 0. Vi har her pa vanlig mate redefinert potensialet slik at konstanten £U 2
i Eulers trykklikning trekkes inn i potensialet sammen med funksjonen f(t) (se

avsnitt 2.1). Videre er grenseflatebetingelsene ved bunnen z = —H
0P
— = 0.
0z

Vi sgker en lgsning av disse likningene av formen
O(x,2,t) = o¢(z,2)e
n(w,z) = no(z)e (5.3)
Setter man disse uttrykkene inn i Laplace-likningen og grenseflatebetingelsene
(5.2), kan faktoren e forkortes, og man star igjen med et sett av likninger for
¢ og mo. Vi forutsetter at den Fourier transformerte i o for funksjonene f(x),
¢(z, 2) og no(x) eksisterer, og vi betegner disse ved f, ¢ og ny (se avsnitt 2.7). Pa
tilsvarende mate kan vi sa finne likninger for ¢ og 79, og lgsningen av disse gir at
o fktanh kH
o= pl(kU —ie)? — gk tanh kH]|
Ved a benytte inversjonsteoremet (2.57) finner vi at overflate deformasjonen pa
grunn av trykkforstyrrelsen kan skrives
et /OO fktanh kHe'k* Ik
oo (KU —i€)? — gk tanh kH

U(xat) =

o (5.4)
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Vi skal beregne integralet (5.4) i det spesielle tilfellet at vanndypet er uendelig
stort, og vi har at
ktanh kH — |k

for H — oo. Vi skal dessuten for enkelthets skyld velge en trykkforstyrrelse slik
at

f(x) = Qd(x)
hvor §(x) er delta-funksjonen som tidligere er blitt behandlet i avsnitt 2.7, og Q
er konstant. Dette medferer at

fk)=Q
slik at f kan settes utenfor integraltegnet i (5.4). Under disse forutsetninger kan
vi skrive integralet i (5.4) som en sum av to integraler slik at

Qeat
2mp

n(x,t) = I + 1] (5.5)

hvor

o] eiikx
Iy = dk.
1.2 /0 kU2 F 2ieU — g

Indeks 1 og 2 tilsvarer her henholdsvis gvre og nedre fortegnsvalg i integranden.
Under forutsetning av at € er en liten storrelse har vi na sloyfet 2. I det komplekse
k-planet har saledes integralene I; 5 poler for

ko = % + %Ei
henholdsvis.

Skal vi for eksempel beregne integralet I; ma vi skille mellom tilfellene x > 0
og x < 0. I det forste tilfellet (z > 0) integrerer vi langs den reelle k-aksen
til £ = oo, deretter langs en sirkelbane i det uendelig fjerne hvor integranden
— 0, til den imagineere akse, og sa tilbake til origo langs den sistnevnte akse (se
figur 5.3). Denne lukkede kurven omslutter polen, og integralet langs kurven er
derfor lik 27i ganger residuet. I det andre tilfellet x < 0, velger vi en tilsvarende
integrasjonskurve i 4. kvadrant. Denne vil fglgelig ikke omslutte polen. I figur
5.4 er polene avmerket, og de to forskjellige integrasjonsveiene for Iy skissert. Pa
tilsvarende mate kan man ga frem nar man skal beregne integralet I, bare med
den forskjell at man ma velge integrasjonsveien i 1. kvadrant for x < 0 og i 4.
kvadrant for x > 0.

Resultatet av disse beregningene gir for ¢ — 0
2 [ ke Tk

4
I+ I, = —lsinksx+—

ig vt )y wmpe® e

0g
2 o ek
L+, =—

02 . 7]{52—1—]{;2 z <0
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k- planet

imaginzre akse

€

—

7€ reelle akse

infegrasjansvei for Iy

Figur 5.4: Integrasjonskontur.

hvor belgetallet k, = g/U?. Vi legger merke til at denne bglgen har fasehastighet
¢ = U slik at den er stasjoneer i forhold til forstyrrelsen. Gar vi langt bort fra
forstyrrelsen vil integralene i uttrykket for I; + I, bare gi sma bidrag, og vi vil
ha en stasjoneer overflateform 7 = 7,(x) som med god tilnaermelse kan skrives

2
ns(x) = —p—éisink:sx x>0

ns(z) =~ 0 r <0 (5.6)

Vi legger til slutt merke til at innferingen av stgrrelsen € var pakrevet for a fa
et entydig svar for ¢ — 0. Hadde vi satt ¢ = 01 (5.5), ville polene blitt liggende
pa integrasjonsveien og fglgelig fort til en flertydighet i lpsningen. Denne flerty-
digheten hadde gitt seg utslag i at den stasjonsere bglgen kunne ligge oppstrgms
og nedstrgms for forstyrrelsen. Det finnes ogsa andre mater for a unnga flerty-
digheten, blant annet kan man innfgre en liten kunstig friksjon proporsjonal med
hastigheten (Lamb 1932, s. 242). Problemene med flertydighet er diskutert av
Palm (1953) i et arbeid om le-bglger i atmosfeeren.

@vingsoppgaver
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1. Bestem den stasjonaere overflateformen forarsaket av en punktformet trykk-
forstyrrelse i det tilfellet at H er endelig. Diskuter spesielt tilfellene U <

vVgH og U > /gH.

2. Bestem pa tilsvarende mate den stasjoneere overflateformen for kapillar-
bolger pa dypt vann.

5.3 Skipsbglgemgnsteret

Til na har vi studert bglgemgnsteret fremkommet av forstyrrelser som har hatt
uendelig utstrekning pa tvers av strgmretning. Dersom forstyrrelsen har en ende-
lig utstrekning, vil det utvikle seg et to-dimensjonalt bglgemgnster pa overflaten.
Slike stasjoneere bglgemgnstre kan en for eksempel iaktta bak skip som beveger
seg med jevn fart (figur 5.5), eller i tilknytning til en kvist som bergrer overflaten
i en bekk hvor vannet renner med jevn fart. Satelittbilder har vist at tilsvarende
bolgemgnster opptrer i atmosfaeren nar luften strgmmer forbi en isolert fjelltopp.
Det er nylig blitt kjent at Beerenberg pa Jan Mayen skaper slike bglgemgnstre
(figur 5.6).

Det mest karakteristiske trekk ved skipsbglgemgnsteret er at bglgebevegelsen
bare forekommer innenfor en viss sektor som straler ut fra skipet. Dersom skipet
beveger seg over dypt vann, er sektorens vinkel 39°, og den er uavhengig av skipets
fart.

Vi antar at et skip seiler med konstant fart U langs en rett kurs. I lopet av en
til ¢ har skipet beveget seg en distanse Ut fra posisjon B til posisjon A (se figur
5.7). Pa hvert sted langs ruten skaper skipet bglger som brer seg utover i alle
retninger og interfererer med hverandre. Vi skal sgke de bglgene som holder seg
stasjoneere i forhold til skipet. Vi betrakter derfor bglger som ble sendt ut mens
skipet var i B langs en strale B(@) som danner en vinkel # med AB. Betingelsen
for at disse bglgene skal veere stasjoneere er at

c(k) = U cosb (5.7)

hvor ¢(k) er fasehastigheten for en bglgekomponent med bglgetall k. Na forplan-
ter bglgeenergien seg med gruppehastigheten c,, og for tyngdebglger er ¢, < c.
Overflateformen for bglgene somm ble sendt ut i B langs stralen BQ er derfor a
finne et sted pa stralen mellom punktene B og (). For tyngdebglger pa dypt vann
er ¢, = %c, og bolgene er derfor kommet frem til et punkt P midtveis mellom @)
og B. De stasjonaere bglgene som ble sendt ut i B, vil derfor ligge pa en sirkel
gjennom P og B med radius iUt.

Vi kan konstruere tilsvarende sirkler som angir bglgefronten for stasjoneere
belger som ble sendt ut i punkter langs AB. Dette er skissert pa figur 5.8.
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Figur 5.5: Skipsbglgemgnster i Geirangerfjorden. (Foto Rgstad).
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Figur 5.6: Satelittbilde som viser “skipsbglgemgnster” i skydekket ved Jan Mayen
1. september 1976.
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Figur 5.7:

Figur 5.8:

Sirklene avgrenser en sektor hvor den halve apningsvinkelen 6, er bestemt ved

ot 1
sinfy = 4+— = —.
Ut 3
Det stasjoneere bglgemgnsteret bak et skip som beveger seg med konstant fart
over dypt vann, vil fglgelig ligge innenfor en sektor med apningsvinkel 26, = 39°.
Dersom skipet beveger seg over grunt vann, sa vil

§C<CQ<C

og dette medferer at vinkelen 6, far en verdi mellom 19.5° og 90° slik at 6, — 90°
nar ¢, — c.
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Dette enkle resonementet som vi har gjennomfgrt her, gir oss ingen infor-
masjon om bglgemgnsterets utseende og bglgenes amplitude. Det er faktisk en
formidabel oppgave a bestemme dette for et skipsskrog av vilkarlig form, og den
oppgaven er enna ikke lgst i sin alminnelighet. Her skal vi begrense oss til a
bestemme bglgemonsteret i det tilfellet at skipet erstattes med en punktformet
forstyrrelse pa overflaten. I det fglgende presenteres to mulige framgangsmater,
og for gvrig henvises til Newman (1977).

Framgangsmate 1

La oss for enkelthets skyld tenke oss at forstyrrelsen (S) star stille og at vannet
beveger seg med konstant hastighet U i a-retning (figur 5.9). Bolgeformen tenkes
beskrevet med en fasefunksjon ¢ hvor faselinjen ¢ = konstant angir for eksempel
en bolgetopp. Bglgetallsvektoren er da

k=Vo. (5.8)
\.
y ‘9({9
Ik N
Co U
\
\
S oA
X
Figur 5.9:

En bglgekomponent som i stillestaende vann forplanter seg med fasehastighet
co(k) vil fores med strgmmen slik at fasehastigheten i forhold til et fast aksekors
blir

c=cy(k)+U- % (5.9)

For stasjonaere bglger er ¢ = 0, og ved a sette (5.8) inn i (5.9) fremkommer det
en differensiallikning for ¢. Vi skal lgse denne differensiallikningen ved a innfgre
karakteristikker slik at bglgetallskomponentene k, = % og k, = g—f er konstante
langs disse linjene. Denne metoden er beskrevet av Whitham (1974). Med ¢ = 0
er (5.9) en likning for k, og k, som vi kan skrive

F(ky, k) =0 (5.10)

hvor F' betegner en funksjon av bglgetallskomponentene. Dette betyr at k, kan
uttrykkes ved en funksjon av k,, og vi skriver

) (5.11)
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Fra likning (5.8) folger at V x k = 0 slik at

% _ Ok =0
ox oy
Setter vi inn for k, fra (5.11) kan den siste likningen skrives
0 , 0
— — f'(k,) =)k, = 0.
(ax ( y) ay) Yy
Dette betyr at k, er konstant pa en linje eller karakteristikk y = y(x) slik at
dy /
— = —f'(ky).
dx f ( y)

Det folger fra (5.11) at ogsa k, er konstant langs denne linjen. Vi integrerer
siste likning og velger integrasjonskonstanten slik at karakteristikken gar gjennom
origo

y= (k) (512)
Ved a derivere (5.10) med hensyn pa k, finner vi
oF  OF
— k,) =0
or, T ar ] W)
slik at (5.12) kan skrives
y OF ,0OF
== . 5.13
x Ok, Ok, (5.13)

Ved hjelp av (5.10) kan vi finne k, og k, som funksjoner av z og y. Ved a integrere
V¢ langs karakteristikken hvor k, og k, er konstant, far vi at fasefunksjonen
¢ = kyx + kyy. Linjer med konstant fase er derved gitt ved

hvor A er en konstant. Fortegnsvalget av A sammen med fortegnet pa k, avgjor
bolgemgnsterets plassering pa lo- eller le-siden.

Som eksempel pa hvordan den foregaende teorien kan benyttes, skal vi be-
stemme faselinjene for tyngdebglger pa dypt vann. I dette tilfellet kan vi skrive

F(ky, ky) = Uk, ++/gk = 0.
Vi innfgrer na vinkelen 6 (se figur 5.8) definert ved

- . k
COS@Z—? st:—?y

og velger —5 < 0 < 7. Derved finner vi at

__ 9
U? cos? 0
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0g
oF 1 or U
AT Ul( 5 €08 0), oy 2 sin 6 cos ¢

Ved innsetting i (5.13) og (5.14) finner vi en parameterfremstilling for linjene med
konstant fase

U2
r = A~ cosf(1+sin0)

g
U2
y = A—cos’0(1 +sinb) (5.15)
g
hvor A er en konstant. Velger man for eksempel A = 27n hvor n = 1,2, ..., finner

man en skare med faselinjer bak skipet med avstand fra hverandre som tilsvarer
den lokale bglgelengden. Et slikt sett av faselinjer er tegnet i figur 5.10. Faselinjene
ender i en spiss for verdier av 6 slik at y, for en gitt A, har et maksimum eller
minimum. I disse punktene er sin?4 = %, og derved er

wA

Figur 5.10:

Siden arctan(ix/ﬁ) = 19.5%, viser dette at faselinjene ligger innenfor en sektor
med apningsvinkel 39°.

Bglgemgnsteret bestar av to bglgesystemer. Det ene har bolgekammer som lig-
ger pa tvers av skipets bevegelsesretning. Disse kalles tverrbglger eller hekkbglger.
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Bolgelengden for hekkbglgene bak skipet er A = 2rU?/g. Bolgekammene for det
andre bglgesystemet danner en vifte som sprer seg ut fra skipet. Disse bglgene
kalles divergerende bglger eller baugbglger.

Metoden som vi har benyttet til a beregne faselinjene for skipsbglgemgnsteret
er generell og kan anvendes for andre bglgetyper. Gjevik og Marthinsen (1978)
beregnet for eksempel med samme metoden faselinjer for le-bglger i atmosfaeren.
De fant god overensstemmelse ved sammenlikning med bglgemgnster pa satelitt-
bilder (figur 5.6).

For en punktformet forstyrrelse er det ogsa mulig med relativt enkle meto-
der a bestemme amplituden for bglgene, og slike beregninger for skipsbglger er
beskrevet blant annet av Lamb (1932) og Newman (1977).

Framgangsmate II

Vi antar at en punktforstyrrelse som beveger seg i overflaten med hastighet
—U = —Uw genererer et stasjonaert og langsomt varierende bglgetog. Dette kan
behandles med bglgekinematikk som beskrevet i kap. 3. Regnet i forhold til vees-
ken har vi en isotrop dispersjonsrelasjon som gir en fasehastighet ¢ = ¢q(k) der k
er absoluttverdien av bglgetallsvektoren k. Vi bytter na koordinatsystem slik at
forstyrrelsen blir liggende i ro. Vi far da frekvensen

w=cy(k)k+U - -k=W(k,,ky) (5.16)

der k, og k, er komponentene av bglgetallsvektoren. W' definert som ovenfor til-
svarer F' tidligere. Vi merker oss at (5.16) gir anisotrop dispersjon pga. det siste
leddet som ofte betegnes Doppler-skift. At bglgemgnstret er stasjonsert betyr i
dette koordinatsystemet at w = 0. Dispersjonsrelasjonen (5.16) gir da umiddel-
bart en likning for k, og k,

W(ky, ky) = 0. (5.17)

Gruppehasigheten er na gitt ved

ow ow
= L+ —7. 1
¢y akxz + ok, (5.18)
Da mediet er uniformt gir stralelikningene
dk dr
— =0, — = 5.19
at ot (5.19)
der J 3
=2 Ava 2
priaien +c,-V (5.20)

Det fglger umiddelbart at k og derved ¢, er konstante langs karakteristikkene,
slik at disse blir rette linjer. Bare de karakteristikker kan beaere energi som gar
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gjennom forstyrrelsen, som vi uten tap av generalitet kan plassere i origo. Hvert
forhold y/z svarer derfor til en karakteristikk og overalt i mediet har vi likningen

ow

Yy Oky

Ok

som sammen med (5.17) implisitt definerer k, og k, som funksjon av x og y. For
a finne eksplisitte uttrykk kan fortsette pa ulike vis. En mulighet er a benytte
(5.17) til a uttrykke komponentene av bglgetallsvektoren vha. ¢y. Innsetting i
(5.21) gir da en en bikvadratisk likning for ¢y. En annen mulighet er a innfgre
vinkelen, 6, mellom k og den negative z-retningen. Vi kan da sette

ky = —kcos6, k,=Fksiné. (5.22)
Fra (5.17) folger da umiddelbart

__ 9
U?cos?0’

Vi merker oss at dette er en omskrivning av U = ¢y/ cos . Innsetting i (5.21)
fulgt av eliminasjon av k£ gir da

k (5.23)

y  cosfsind

z 1+4sin?0 1(6). (5.24)
Hoyresiden, f(0), har maksimum for sin = /1/3, dvs § = 6. ~ 35.3°. Dette
svarer til /o = v/2/4 som er identisk med den ytterbegrensning av bglgemgnstret
som er funnet tidligere. For y/x < v/2/4 finner vi to lgsninger for #, en som er
mindre enn 6. og en som er stgrre. Disse to grenene definerer hver sin fasefunksjon
og derved hvert sitt bolgefelt. Den fgrste definerer de sakalte hekkbolgene, mens
det andre gir baugbplgene. Likning (5.24) kan lett omskrives til en bikvadratisk
likning for sin 6,

(1 + (%)2) sint 4 + (2 (%)2 - 1) sin 6 + (%)2 ~0, (5.25)

som har fire lgsninger for (y/x)? < 1/8, tilsvarende de to bglgefeltene definert for
positive og negative .
For fasefunksjonen kan vi sette opp integralet

x(r) = xo+ / k-dr (5.26)
C(r)

der yg er fasen i origo og C(7) betegner en hvilken som helst kurve som starter
i origo og slutter i r. I dette tilfellet far vi triviell regning dersom vi integrerer
langs karakteristikkene

X(7) = xo0 + Kz + kyy (5.27)
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Figur 5.11: Fase-diagram for de to bglgesystemene bak en punktforstyrrelse pa
uendelig dyp. Vi har tegnet faselinjer som svarer til y = —2nm, n =1,2,...,5.

der k, og k, jo er kjente som funksjoner av x og y. Hver verdi av x definerer
en faselinje. Vi utrykker bglgetallskomponentene vha. 6 ogsa i (5.27). Likningene
(5.21) og (5.27) kan sa lgses mhp. = og y og vi finner en parameterisering av
faselinjene (xy = —A = konstant)

A 2
T = A+ x0)U” cosf(1 + sin® 0), (5.28)
g
A 2
y = A+ x0)U” cos® 0 sin 6. (5.29)
g

For 0| < 6. beskriver disse faselinjer for hekkbglger, mens de for |0| > 6. gir
faselinjer for baugbglger, eller divergerende bglger. Siden disse to feltene er uav-
hengig behgver de ikke ha samme Y. Straleteorien bryter sammen i ytterkant av
bolgemgnstret, for 0 ~ +6..

Ved straleteori far vi ikke bestemt fasen x. For en punktforstyrrelse kan det
vises, f.eks. ved bruk av stasjoneer fase etter Fourier transform, at yo = iﬂ', —iﬂ'
for henholdsvis hekk- og baugbglger (se f.eks. Newman (1977)). Disse verdiene er
brukt i figure 5.11. I figur 5.12 har vi ogsa tegnet inn den geometriske stedet som
naes ved gruppehastighet fra et valgt punkt. Figuren viser ogsa “energitransport-
banene” fram til krysningspunktene med faselinjer.

@vingsoppgaver
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Figur 5.12: Fasediagram for Kelvin’s skipsbglgemgnster. Den stiplede halvsirke-
len angir de geografiske steder dit gruppehastigheten bringer oss fra stedet der
halvsirkelen krysser z-aksen til hgyre. Dette betyr at energien som forstyrrelsen
tilfgrte det stasjoneere bglgesystemet da den passerte dette punktet na befin-
ner langs den stiplede sirkelelen (og dens speilbilde under y-aksen). Pilene fra
punktet og til belgetoppenes skjeering med sirkelen svarer da til bglgebaner i det
koordinatsystemet der forstyrrelsen beveger seg. Vi merker oss at bglgebanene er
vinkelrette pa kammene.

I det nedre halvplanet er to karakteristikker inntegnet. Langs den gverste (ska-
lerte) bolgetallsvektorer tilhgrende hekkbglger inntegnet, mens langs den nedre
har vi tegnet inn bglgetallsvektorene for baughglger.
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1. Bestem faselinjene for stasjoneere kapillarbglger pa dypt vann generert av
en punktformet forstyrrelse som beveger seg med konstant fart.

2. Bestem faselinjene for tyngdebglger pa vann av endelig dyp generert av
en punktformet forstyrrelse som beveger seg med konstant fart. Tegn opp

faselinjene i to tilfeller U < \/gH og U > \/gH.

5.4 Bglgemotstand

Figur 5.13:

Nar en forstyrrelse beveger seg bortover overflaten slik at et stasjonzert bolge-
mgnster oppstar, sa vil vannet stadig tilfgres energi ved at omradet som bergres
av bglgebevegelsen stadig blir stgrre. Denne energien ma bli overfgrt ved at for-
styrrelsen utfgrer et arbeid, og dette gir seg utslag i at en ma bruke en kraft R for
a fgre forstyrrelsen med konstant fart. Denne kraften betegnes bglgemotstand. Vi
skal finne et uttrykk for denne kraften for plan (to-dimensjonal) bglgebevegelse
bak en forstyrrelse som beveger seg med konstant fart U. Det stasjonaere bglge-
monsteret har amplitude a, og ifslge (2.32) er den midlere bglgeenergien for
tyngdebglger pr. lengdeenhet langs overflaten

L,

E= 2pga
hvor p er vannets tetthet. Foran og bak forstyrrelsen trekkes en vertikal kon-
trollflate henholdsvis I og I (figur 5.13). Vi ser sa pa energitilvekst innenfor
veeskevolumet begrenset av flatene [ og I i et tidsrom At. Arbeidet utfort av
trekk-kraften R er RUAt. Qkningen av bglgeenergi innenfor veeskevolumet pa
grunn av at bglgetoget er blitt lengre, er EcAt. Dessuten er det en fluks av
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bglgeenergi ¢, ZAt inn i volumet ved flaten I/. Energiregnskapet for vaeskevolu-
met innenfor kontrollflatene blir fglgelig

RUAt + ¢,EAt = EcAt.

Derved finner vi at bglgemotstanden pa forstyrrelsen kan skrives

C—Cqy

R = E.

c

For tyngdebglger pa dypt vann er ¢, = %c og

L,
R = 1P99
Benytter man sa den beregnede amplitude for en stasjonaer bglge bak en punkt-
formet trykkforstyrrelse (avsnitt 5.2), vil man finne at i dette tilfellet avtar
bglgemotstanden med gkende hastighet.
Metoder til beregning av bglgemotstanden nar man tar hensyn til den tre-
dimensjonale strukturen i skipsbglgemgnsteret er beskrevet av Newman (1977).

5.5 Overflatebglger modifisert av strgm som va-
rierer i styrke i horisontal retning

Vi skal her kort vise hvordan overflatebglger blir modifisert nar de forplanter seg
inn i et omrade med gradvise endringer i strgmhastigheten i horisontal retning.
Dette fenomenet kan iakttas i naturen hvor bunntopografien eller utstrgmning av
vann fra elveutlgp forer til horisontale variasjoner i strgmhastigheten. Vi begren-
ser oss til plane bglger som forplanter seg i xz-aksens retning mot en strgm med
hastighet U(x) som er en funksjon av x, se figur 5.14. Vi antar at strgmmen er

% A > -
N~—— S~ N
-
U
Figur 5.14
langsomt varierende slik at

29 <1
Ud

hvor A er bglgelengde. Lokalt vil derfor bglgene veere tilneermet upavirket av
endringene i strgmmen. Pa hvert enkelt sted kan vil da regne som om bglgene
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forplanter seg pa en uniform strgm. Med de definerte retninger kan fasehastighet
i forhold til et fast aksekors skrives

c=c—U

hvor ¢y = \/g/k er fasehastighet for tyngdebglger pa dypt vann. Betrakter vi
periodisk bevegelse med fast frekvens wy, sa har vi folgelig at

ck = gk — Uk = wy.

Deriverer vi den siste likningen med hensyn pa x far vi

dk 29k
dr  cog—2U"

Dette viser at for ¢y > 2U sa vil bglgetallet gke og bglgelengden avta nar bglgene
forplanter seg mot en strgm av gkende styrke. Dersom strgmvariasjonen er sa
stor at U naermer seg cy/2, sa vil endringen i bglgelengde bli sa stor at forutset-
ningene for denne teorien ikke er oppfylt. Grenseverdien U = ¢ /2 tilsvarer at
bglgenes gruppehastighet blir lik strgmhastigheten. Energien i bglgebevegelsen
kan da ikke lenger forplante seg opp mot strgmmen, og dette leder til en opp-
hopning av bglgeenergi. Vi har sett at bglgelengden avtar mot null inn mot det
omradet hvor U = ¢y/2. Med konstant energifluks forventer vi at bglgeamplituden
gker over alle grenser. De kraftige effektene som er beskrevet her vil opptre i
omrader med sterk strgm og for korte bglgelengder hvor fasehastigheten er re-
lativt liten. Svak frekvensmodulasjon av langeperiodiske dgnninger pa grunn av
tidsvarierende tidevannsstrgm har ogsa blitt observert, se figur 5.15.

vingsoppgaver

1. Bestem frekvensmodulasjonen for tyngdebglger pa dypt vann som forplan-
ter seg mot en uniform strom U(t) = Uysin 2. Perioden 27/ antas a
veaere mye lenger enn middelperioden Ty for bglgene. Finn et enkelt uttrykk
for perioden nar stromhastigheten Uy er mye mindre enn fasehastigheten
¢ for bolgene i rolig vann. Benytt dataene i figur 5.15 til a estimere tide-
vannsstrgmmens styrke.

2. For bglger pa en langsomt varierende grunnstrgm, U, kan vi anta en dis-
persjonsrelasjon pa formen

w=0c+k-U

der o er frekvensen vi ville hatt uten strom, pa engelsk kalt intrinsic fre-
quency. Det siste leddet kalles Doppler-skiftet.
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Figur 5.15: Modulasjoner av perioden for dgnning forarsaket av tide-
vannsstrgmmen. Tre episoder observert ved kysten av Cornwall, England. (Etter

Barber 1949)

I denne oppgaven ser vi pa lange, linezre overflatebglger pa grunt vann og
antar at grunnstrgmmen er gitt ved U = —U(z)j der j er enhetsvektoren
i y-retning. Videre antas at U har en klokkefasong

U=Upe
I en slik stregm kan vi ha fangede bglger.

a Gi en fysisk redegjorelse for fangningsmekanismen.
b Anta at vi har et gitt bglgetall i y-retning. Finn begrensninger pa
mulige w for fangede moder ved straleteori.

¢ Sett opp det fulle linesere egenverdi-problemet som bestemmer egen-
modene.

3. Fra forrige oppgave punkt (c) har vi at belgebevegelsen i en planparallell
grunnstrgm er styrt av likningen

ﬁx k§ ~ 2
(F) +(1=5)n=0 P=(w+Uk)"/(gh)

der grunnstrgmmen U varierer med x og 7 relaterer seg til overflaten i

henhold til

n(z,y,t) = Re (f(z)e' ™)
Benytt WKBJ metoden til a finne tilnsermelser til 77. Hvor er de gyldige?
Svarer resultatet til energikonservering i bglgebevegelsen?
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Kapittel 6

INTERNE TYNGDEBOLGER

Interne tyngdebglger kan opptre i atmosfeeren, havet og innsjoer og skyldes opp-
driftskraften pa grunn av den vertikale tetthetssjiktningen. Selv om tetthetssjikt-
ningen kan ha forskjellige arsaker, sasom variasjoner i temperatur, saltholdighet,
eller konsentrasjoner av andre opplgste stoffer, sa er mange egenskaper ved bglge-
bevegelsen like. Den primaere arsaken til de interne bglgene er oppdriftskraften,
men bglgebevegelsen vil i mange tilfeller vaere modifisert av forskjellige andre
arsaker, i fgrste rekke kompressibilitet og diffusjonsprosesser. Langperiodiske in-
terne bglger i naturen vil dessuten ofte veere betydelig pavirket av Corioliskraf-
ten. For relativt kortperiodiske interne bglger i vann eller hav kan vaesken regnes
som inkompressibel, og dessuten vil bglgebevegelsen veere tilnsermet upavirket av
endringer i tetthet som folge av langsom diffusjon av varme eller salt.

Det er i seerdeleshet én parameter som har fundamental betydning nar man
skal beskrive interne bglger. Dette er oppdriftsfrekvensen eller Viisald—Brunt
frekvensen. Vi skal innledningsvis definere denne stgrrelsen og gi den en enkel
fysikalsk tolkning. Ved likevekt er tettheten p, konstant langs horisontale flater,
og po er en funksjon av den vertikale koordinaten z som for eksempel kan sta for
dypet.

En veaeskepartikkel som fgres i vertikal retning en avstand Az ut fra likevekts-
stillingen, se figur 6.1, vil veere pavirket av en oppdriftskraft pr. volumenhet

d
—glpol= + A2) = pol2)] = —g T2 A

som sgker a fgre partikkelen tilbake til likevektsstillingen. Partikkelens masse pr.
volumenhet ganget med akselerasjonen er
d2
Po@(Az)'

Dersom vi neglisjerer trykk-kraften, kan bevegelseslikningen for partikkelen skri-
ves

d? 9
E(Az) = —N*(Az) (6.1)

117
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Tetthet (p,)

Z |—-————- Po (Z)
Z+AZ | —— — — — — — —\ po (Z+AZ)

3
©
N

Figur 6.1:

hvor stgrrelsen p
N = (L0 (6.2)
po dz

er oppdriftsfrekvensen. Likning (6.1) sier at veeskepartikkelen utforer vertikale
svingninger med frekvens N. Utenom dette gir denne enkle modellen hvor trykk-
kreftene er neglisjert, ingen informasjon om egenskapene ved bglgebevegelsen.

6.1 Interne bglger i inkompressible vaesker hvor
diffusjonsprosessen kan neglisjeres. Disper-
sjonsegenskaper og partikkelbevegelse.

Bolgebevegelsen forer til hastighetspertubasjoner som kan uttrykkes ved vekto-
ren v som har komponenter u, v og w henholdsvis langs x-, y- og z-aksen. De to
forstnevnte aksene ligger i horisontalplanet, og z-aksen angir som fgr dypet. Be-
vegelsen medfgrer at tettheten endres i forhold til den verdien tettheten har ved
likevekt. Vi betegner tetthetsendringen med p, og den totale tetthet pa et bestemt
sted er pg + p. Vi antar at tetthetsendringene utelukkende skyldes forflytning av
vaeskepartikler med bglgebevegelsen, og vi neglisjerer saledes tetthetsendringer
pa grunn av diffusjonsprosesser. Vi antar videre at bglgeamplituden er sa liten
at vi kan linearisere de likningene som beskriver bevegelsen. Siden p avhenger
av bglgeamplituden, omfatter lineariseringen ogsa at vi slgyfer produkter hvor
for eksempel p og v inngar. Under disse forutsetninger kan bevegelseslikningen,
tilstandslikningen og kontinuitetslikningen skrives
ov 1 p

= Vp+ — 6.3
ot Po P Pog (6.3)
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dp dpo
V-v=0 (6.5)

hvor p er trykkendringen pa grunn av bglgebevegelsen, og vektoren g som er
rettet i z-aksens retning betegner tyngdens akselerasjon.

Av likningene (6.3)—(6.5) kan vi eliminere p, u, v og p slik at vi blir staende
igjen med en likning for vertikalhastigheten

0? 1 dpy 9w

2 292
hvor o2 o2

For a utlede (6.6) kan vi ga frem pa folgende mate: Vektorlikningen (6.3) gir tre
likninger for hastighetskomponentene

ou 1 0p
ot pyox
ov 1 0p
o pody
ow 10p p
o pedz ! py?

Ved a derivere de to ferste av disse likningene henholdsvis med hensyn pa = og y
og addere far vi

0, 0u Ov 1,
5o T 6_y) = —%Vhp-
Pa grunn av (6.5) kan dette skrives
0 ow 1,
a(%) = %Vhp-

Derivasjon med hensyn pa z gir

d ,0%w 1 _,  1dpg 1_,0p
a(@)——%vw(ga) %Vh&-

Anvender vi na operatoren V37 pa den siste av de tre komponentlikningene, kan
vi eliminere trykket fra likningen ovenfor slik at vi far en likning hvor bare w og p
inngar. Ved a bruke (6.4) kan vi ogsa eliminere p. Derved fremkommer likningen

(6.6).
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Vi forventer at den viktigste effekten av tetthetssjiktningen er knyttet til
oppdriftskraften som er representert ved leddet pa hgyre side i likning (6.6). Nar
tetthetsendringene ved likevekt er sma kan andre leddet pa venstre side i den
samme likningen slgyfes. Dette tilsvarer at man beholder den dynamiske effekten
av tetthetssjiktningen, men slgyfer den kinematiske. Approksimasjonen betegnes
Boussinesqg-antagelsen, og den representerer i mange tilfeller en god tilnsermelse.
Gyldigheten er diskutert senere i dette avsnittet. I lys av dette kan vi derfor skrive
(6.6)

s 272
@(V w) = —N*Viw. (6.7)

For konstant N sgker vi bglgelgsning av formen

w = Asin(k - & — wt) (6.8)

hvor A er en konstant. De tilhgrende hastighetskomponenter i horisontalretningen
er

ki, :
u = e +k§Asm(k cx — wt)
0g
kyk. .
v = —k%:_szsm(k s — wt)

hvor k,, k, og k. betegner henholdsvis z-, y- og z-komponenten av bglgetalls-
vektoren.
Ved a sette uttrykket i (6.8) inn i likning (6.7) finner vi dispersjonsrelasjonen

k2 + k2
w? = Nzik2 L (6.9)
Dette viser at interne tyngdebglger av formen (6.8) har vinkelfrekvens
w<N

og at oppdriftsfrekvensen er en gvre grense for de frekvenser som kan forekomme.
Settes w = N medforer det at bolgebevegelsen er uavhengig av z og at den
vertikale komponenten av bglgetallsvektoren k, = 0. Vaeskepartiklene beveger
seg 1 dette tilfellet i vertikale plan (u = v = 0), og svingetiden er i samsvar med
det vi fant innledningsvis. For gitte verdier av w og N danner bglgetallsvektoren
vinkelen
0 = arcsin(i)
N
med vertikalen. Nar bevegelsen er periodisk i z, y og z, fglger det fra kontinui-
tetslikningen (6.5) at
k-v=0
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partikkelbevegelse
O
&
faseflater
vZ
Figur 6.2:

Dette viser at partikkelbevegelsen for de interne bglgene er rettet normalt til
bolgetallsvektoren. Partikkelbevegelsen foregar fglgelig i plan som er parallelle
med faseflatene, se figur 6.2.

I dispersjonsrelasjonen (6.9) inngar bglgetallsvektorens komponenter savel
som bglgetallsvektorens stgrrelse. Det betyr at vi har anisotrop dispersjon og at
forplantningshastigheten er retningsavhengig. Ved anisotrop dispersjon faller ikke
gruppehastigheten langs bglgetallsvektorens retning, og for interne tyngdebalger
som fglger dispersjonsrelasjonen (6.9), er gruppehastigheten rettet langs fasefla-
tene. Gruppehastigheten har komponenter

_ (G_w O 8_”)
= \Ok, Ok, Ok.

henholdsvis langs de tre koordinatretningene z, y og z. Med relasjonen (6.9) finner
vi

cy = %{kx cot® 0, k, cot® 0, —k,} (6.10)

Enkel regning gir at
cy,-k=0.

Dette viser at gruppehastigheten er rettet normalt pa bglgetallsvektoren. Av
(6.10) ser vi at horisontalkomponenten av ¢, og k har samme retning og at verti-
kalkomponentene er motsatt rettet. Dette betyr at den vertikale energitransporten
ved interne tyngdebgger er rettet i motsatt retning av den vertikale forflytning
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av faseflatene. Pa figur 6.2 er samhgrende retninger for bglgetallsvektor, gruppe-
hastighet og partikkelbevegelse skissert.

Vi er na istand til a angi under hvilke betingelser vi kan slgyfe andre leddet pa
venstre side av likning 6.6. Ved hjelp av 6.8 finner vi at forholdet mellom andre
og forste ledd i likningen er

Dette viser at andre leddet kan slgyfes i forhold til det fgrste nar den relative
tetthetsvariasjonen over en distanse tilsvarende k. /k? er tilstrekkelig liten.

6.2 Interne bglger knyttet til sprangsjiktet

I havet og i innsjger opptrer det ofte situasjoner med lagdeling av vannmassene
i overflatelag og bunnlag hvor tettheten er tilnsermet uniform i hvert av lagene.
I et tynt sjikt mellom lagene endrer tettheten seg forholdsvis raskt i vertikal
retning. Dette sjiktet blir betegnet sprangsjiktet, og det oppstar ved blanding av
vannmassene fra overflatelaget og bunnlaget. Tetthetsvariasjonen i sprangsjiktet
skyldes forskjeller i saltholdighet eller temperatur. I fjorder opptrer det ofte et
sprangsjikt i situasjoner med stor tilfgrsel av ferskvann som legger seg i overflaten,
og 1 innsjger opptrer sprangsjiktet som fglge av oppvarming av overflatelaget.

Figur 6.3 viser en karakteristisk temperaturfordeling i gvre delen av en dyp
innsjg i sommerhalvaret. Temperaturen fremstilt pa figuren er middelverdien for
en angitt tidsperiode. Vi ser at overflatelaget er 15-20 m tykt og at temperaturen
er omkring 14°. Sprangsjiktet strekker seg fra 20 til 30 meters dyp, og vannet
under sprangsjiktet viser liten temperaturvariasjon med dypet. Pa grunnlag av
temperatur-observasjonene kan man beregne tettheten pg, oppdriftsfrekvensen N
og perioden 27/N. De to sistnevnte stgrrelsene er ogsa fremstilt som funksjon
av dypet i figur 6.3. I overflatelaget og bunnlaget er oppdriftsfrekvensen liten,
mens sprangsjiktet er karakterisert med en stor verdi av N. Under slike forhold
vil kraftig vind i innsjgens lengderetning transportere det varme overflatelaget i
vindens retning slik at sprangsjiktet lgftes i opp-vinds enden og senkes i ned-vinds
enden. Nar vinden lgyer, vil hevningen og senkningen av sprangsjiktet forplante
seg som indre bglger. Observasjoner av slike bglger i Mjgsa er beskrevet av Mgrk,
Gjevik og Holte (1980). Liknende fenomen er kjent fra mange andre innsjger,
blant annet Loch Ness i Skottland (Thorpe et al. 1972).

I fjorder vil skiftninger i tidevannsstrommen over fjordterskler ofte gi opphav
til indre bglger. Ved malinger i Herdlefjorden vest for Bergen ble dette pavist
av Fjeldstad allerede i 30-arene. Observasjonene er senere publisert i et arbeid
fra 1964 (Fjeldstad 1964). Indre tidevannsbglger har blitt pavist mange steder og
under forskjellige forhold. Se for eksempel en oversiktsartikkel av Farmer og Free-
land (1983). Stigebrand (1979) har funnet at slike bglger genereres ved Drgbak-
terskelen i Oslofjorden.
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Figur 6.3: Malinger fra Hamarbukta i Mjgsa 4-9 september 1974.

I atmosfeeren vil det under visse veersituasjoner oppsta temperaturinversjoner
eller isoterme lag, mens lagene over og under er i neer ngytral likevekt. Opp-
driftsfrekvens som funksjon av hgyden over bakken endrer seg under slike forhold
pa tilsvarende mate som i sprangsjiktet i havet. Dette kan gi opphav til indre
tyngdebolger, og skipsbplgemgnsteret ved Jan Mayen (figur 5.6) oppstar gjerne i
slike situasjoner. I atmosfeeren ma man ogsa ta hensyn til luftens kompressibilitet
og vindvariasjonen i hgyden. Disse problemene er inngaende behandlet av Miles
(1969), Gill (1983) og i GARP publication series (1980).

Vi skal her vise noen karakteristiske egenskaper for indre bglger knyttet til
sprangsjiktet. Vi antar at N er en funksjon av z og sgker lgsninger av (6.7) som
beskriver plane bglger som forplanter seg horisontalt

w(z, z,t) = w(z)sin(kr — wt) (6.11)

og ved innsetting finner vi
—— =k~ — ). (6.12)

Lgsninger av denne likningen for forskjellige modeller av sprangsjiktet er beskre-
vet av Krauss (1966) og Roberts (1975). Likningen er av samme form som (4.5),
og for store k kan for eksempel WKB-metoden benyttes til a finne tilnsermede
lgsninger. For w < N har lgsningen av (6.12) karakter tilsvarende harmoniske
svingninger, mens for w > N vil lgsningen tilsvare en eksponensiell dempning (el-
ler gkning). I sprangsjiktet kan vi derfor ha bolgebevegelse med vertikalhastighet
som antydet i figur 6.4.
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Figur 6.4:

De hgyere moder (mode 3, 4 osv.) er karakterisert med flere svingninger innen
omradet hvor w < N. For en bestemt verdi av w hgrer en bestemt verdi av
bglgetallet (egenverdi) slik at den laveste mode har det minste bglgetallet og den
stgrste bglgelengde. Bglgelengden avtar gradvis for de gvrige modene. Bglger i
mode 1 har den stgrste forplantningshastigheten i horisontalretning. Til mode 1
og 2 tilsvarer en deformasjon av sprangsjiktet som antydet i figur (6.5).

De storste vertikalhastighetene i bglgebevegelsen finner en i naerheten av
sprangsjiktet, og vertikalhastigheten er ubetydelig ved overflaten. Hevning eller
senkning av overflaten vil derfor vaere ubetydelig selv om hevningen av sprang-
sjiktet kan veere flere meter.

I tilfeller med et grunt sprangsjikt kan indre bglger fremkalle relativt sto-
re strgmvariasjoner pa overflaten. Stromsetningene vil virke inn pa korte over-
flatebglger, med den fglge at under lette vindforhold vil sma bglger ha en tendens
til a samles i band som altsa avspeiler de indre bglger. Disse bandene kan noen
ganger veere synlig med det blotte gye. Siden refleksjon av radarbglger fra over-
flaten avhenger sterkt av overflatens ruhet, kan bandene bli ekstra godt synlig
med radar. Et eksempel pa et slikt “radar-bilde” av indre bglger er vist pa figur
(6.6).

@vingsoppgaver

1. T tilfeller med markert sprangsjikt av liten vertikal utstrekning, kan sjikt-
ningen tilneermes ved en 2-lags modell med uniform tetthet pg — Apg og po
henholdsvis i gvre og nedre lag. Tykkelsen av gvre og nedre lag betegnes
henholdsvis med h og H. Bestem dispersjonsrelasjonen og hastighetsfeltet
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Figur 6.5:

for plane bglger i denne modellen, og vis at bevegelsen har to moder; en
overflatebglge-mode og en intern mode knyttet til skilleflaten. Vis at for lan-
ge bglger sa er fasehastigheten for overflate-moden og den interne moden

henholdsvis
*Hh
c=+/g(H+h) 0g c= g]+h
hvor
. Ap
g = —4g
Po

2. Bestem vertikalhastighet, og finn dispersjonsrelasjonen for indre tyngdebglger
i et horisontalt vaeskelag med uniform dybde H. Tettheten ved likevekt gker
eksponensielt med dypet (z)

Po (Z) - pse_ﬁz

hvor p, er tettheten ved overflaten. Vi antar at vertikalhastigheten er null
bade ved overflaten og ved bunnen.

3. Lange bglger pa et sprangsjikt

Vi har en friksjonsfri vaeske med to lag som ikke er blandbare. Videre antar
vi at trykket i vaesken er hydrostatisk, med null trykk pa fri overflate og at
bevegelsen foregar i et vertikalt plan. Ved ¢t = 0 er horisontalkomponenten
av hastigheten uavhengig av den vertikale koordinaten. Vi lar hy og hsy veere
tykkelsene av gvre og nedre lag ved likevekt. 1, og 19 er vertikalforskyvnin-
gene av fri overflate og skilleflaten, og u; og us er horisontalkomponentene
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Figur 6.6: Radar-ekko fra havoverflaten i et omrade 10-15 km fra land sgr-gst for
Ryvingen mellom Grimstad og Arendal. Bildet ble tatt den 7. september 1983 av
et fly som brukes i oljevernberedskapen. Bandstrukturen gjenspeiler indre bglger
med bglgelengder fra 0.5-1 km. Neermere analyse finnes i en artikkel av Gjevik
og Host (1984). (Foto Fjellanger Widerge A/S).

av hastighetene i gvre og nedre lag. Tyngdens akselerasjon er g, og den
relative tetthetsforskjellen mellom lagene er ¢ = %. Bevegelsen vil da
veere styrt av folgende ligninger:

O —I—ul% = _g%a
ot Ox Ox
% + m% =—g(1 - 6)% - 96%7
%(771 — 1) = —% (1 +m —m2)u),
% = —(% ((h2 + m2)ua) .

(a) Utled disse ligningene. Hva innebeerer antagelsen om hydrostatisk trykk?
Anta i resten av oppgaven at vi har flat bunn og sma utslag fra likevekt.

(b) Finn de harmoniske bglgelgsningene ligningssettet har. Vis at de faller
i to klasser, og diskuter egenskapene de to modene har.

(c) Ligningssettet har lgsninger i form av pulser som gar med uendret
form. Vis at vi har to moder av disse pulsene, som tilsvarer modene i
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(b). Vis ved hjelp av noen enkle skisser hvordan forskyvningen av over-
flaten og skilleflaten avhenger av parametrene i problemet. Illustrerer
ogsa grafisk hvordan bglgehastigheten avhenger av disse parametrene.
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Kapittel 7

IKKE-LINARE BOLGER

Vi har til na hovedsaklig behandlet linezere bglger som er bglgebevegelse beskrevet
ved lingere differensiallikninger. Disse likningene er som regel fremkommet ved
at de ikke-linesere leddene i grunnlikningene er slgyfet. Dette kan gjgres under
forutsetning av at bglgeamplituden er tilstrekkelig liten. Ved a bruke relasjoner
som gjelder for de linsere bglgene har vi estimert storrelsen av de ikke-linzere
leddene og funnet betingelser for nar disse leddene kan slgyfes i forhold til de
linesere ledd i likningene. I avsnitt 2.2 fant vi at for bglger pa dypt vann kan de
ikke-linezere leddene slgyfes dersom a/H < 1. Her betegner a, H og A som fgr
henholdsvis bglgeamplitude, midlere vanndyp og bglgelengde.

Vi skal na se litt neermere pa bolgebevegelse hvor amplituden er sa stor at de
ikke-linesere leddene ma beholdes i de likninger som beskriver bglgebevegelsen.
Vi skal betegne slike bglger ikke-lineare bolger. Tkke-linesere bglger har pa mange
mater andre egenskaper enn linesere bglger. For ikke-linesere bglger gjelder:

1. Bglgehastigheten avhenger av amplituden.

2. Bolgebrytning kan inntreffe, og bglger med steil front (sjokkbglger) kan
oppsta.

3. Bolgebevegelse kan sette opp en svak strgm i bglgenes forplantningsretning.

4. Forskjellige bolgekomponenter som samtidig forplanter seg gjennom samme
omrade, vil pavirke hverandre. Superposisjonsprinsippet gjelder vanligvis
ikke for ikke-linesere bolger.

Gjennom en del eksempler skal vi demonstrere disse effektene, og vi skal dess-
uten studere noen ikke-linesere bglgetyper som kan forplante seg med uendret
form.

129
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7.1 Ikke-linezre bglger pa grunt vann. Riemann’s
lgsningsmetode. Bglgebrytning.

Det folger av diskusjonen i avsnitt 2.10 at dersom Ursell-parameteren %(%)2 >
10, sa kan man regne trykkfordelingen i lange bglger pa grunt vann som hydro-
statisk. Dersom man bare tar med de dominerende ikke-linesere ledd i bevegel-
seslikningen, far man at likningene (2.89) og (2.90) beskriver plane ikke-linesere
bolger pa grunt vann. I disse likningene inngar bare horisontalhastigheten u og

overflatehevningen 7 som ukjente.

AZ

M (x,t)

v
>

i
H ——3 u(x,t)
i
S S S S S S SSSSSS

Figur 7.1:

Vi regner altsa her med hydrostatisk trykkfordeling slik at hastigheten u kan
betraktes som konstant gjennom vaeskelaget. Derved er u bare funksjon av = og
t. Vi innfgrer na storrelsen

& = g(H +1) (71)
og ved a eliminere 7 fra (2.89) og (2.90) far vi fglgende likninger

ou L ou _ o e
ot or ~  ox
0 ou 0
2 — —(2¢) =
(%( c)+cax +u8x( c)=0.
Ved addisjon og substraksjon av disse to likningene finner vi
0 0
[6t (c%—u)a |(2¢c+u) =0 (7.2)
0 0
[g — (c— u)%](Qc —u)=20 (7.3)
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De opprinnelige likningene er derved brakt over pa en form slik at likningene kan
lpses ved hjelp av karakteristikker. Dette gar under navnet Riemann’s metode
fordi Riemann (1892) foretok en liknende transformasjon av likningene for ikke-
linezere lydbglger i en gass slik at han kunne diskutere lgsningen av likningene.
Likningene for ikke-linesere lydbglger kan nemlig skrives pa tilsvarende form som
(7.2) og (7.3), slik at det er en direkte analogi mellom ikke-linesere lydbglger og
ikke-linesere vannbglger pa grunt vann.
Likningen (7.2) viser at storrelsen

P = 2¢ + u = konstant (7.4)

langs kurver (karakteristikker) i (z,t)-planet hvor vinkelkoeffisienten til kurvene
er bestemt ved

d
d—f —c+tu (7.5)

Vi betegner disse kurvene med C™. Likeledes viser (7.3) at stgrrelsen
Q) = 2¢ — u = konstant (7.6)

langs kurver med vinkelkoeffisient

é—i =—(c—u) (7.7)
og vi betegner disse kurvene med C'~.

La oss anta at ved ¢ = 0 er u og c spesifisert som funksjon av z. I et hvert
punkt pa z-aksen bestemmer da (7.5) og (7.7) vinkelkoeffisienten for to kurver C*
og C~. Langs disse kurvene er henholdsvis stgrrelsene P og () bevart. Velger man
punkter pa z-aksen som ligger i en tilstrekkelig liten avstand Az fra hverandre,
kan kurvene approksimeres med rette linjer i tangentretningene. I skjeeringspunk-
tene for C og C'~ linjene kan man sa bestemme verdiene av u og ¢. Derved kan
man bestemme vinkelkoeffisienten for kurvene i skjeeringspunktene slik at disse
igjen kan tjene som utgangspunkter for beregningen av u og ¢ i nye punkt. Grid-
nettet ved en slik numerisk integrasjon er skissert pa figur 7.2. Gjennom ethvert
punkt er det bare tegnet to karakteristikker fordi vi forutsetter her at u og ¢
skal vaere entydige 1 punktene. Pa figuren skjeerer C' karakteristikken gjennom
A og C~ karakteristikken gjennom B hverandre i punktet O. Verdien av u og ¢ i
punktet O er saledes bare bestemt av den initielle forstyrrelse i omradet AB pa
z-aksen. Vi sier at O har AB som avhengighetsomrade.

La oss anta at ved tiden ¢t = 0 er overflaten som folge av en eller annen for-
styrrelse lgftet over likevektsstillingen innenfor et omrade AB og at veeskelaget
er i ro og den gvrige delen av overflaten er uforstyrret. I (x,t)-planet vil karakte-
ristikkene i dette tilfellet ga som antydet pa figur 7.3. For enkelthets skyld har vi
her bare tegnet de karakteristikkene som gar gjennom A og B som i dette tilfellet
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ty

Figur 7.2:

vil veere rette linjer. I et visst tidsrom avhengig av formen pa forstyrrelsen, vil ka-
rakteristikkene gjennom A og B begrense knippene av C'* og C'~ karakteristikker
som straler ut fra omradet AB.

Etter et tidsrom t, skjeerer C~ karakteristikken gjennom B og Ct karakte-
ristikken gjennom A hverandre i punktet O. Ved et senere tidspunkt ¢ > ¢, er
knippene av C" og C~ karakteristikker adskilt. Dette betyr at den opprinnelige
forstyrrelsen ved t = 0 er splittet opp i to adskilte bglger som beveger seg hen-
holdsvis mot hgyre og venstre. Mellom de to bglgene er vaesken i ro, og overflaten
er plan.

For ¢ > t, skjeerer knippet av C" karakteristikker fra AB C'~ karakteristikker
som kommer fra omradet utenfor AB. Innenfor det knippet som representerer
bglgen som beveger seg mot hgyre er fglgelig

Q = 2c —u=2¢ (7.8)
hvor ¢y = v/gH. Punktet pa bglgen beveger seg mot hgyre med hastighet
cyr =c+u.
Ved hjelp av (7.8) og (7.1) kan vi skrive
cp=3c—2co =co[3\/1+n/H —2]. (7.9)

Dersom n/H < 1, har vi at
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t 4

Figur 7.3:

Uttrykkene (7.9) og (7.10) viser at bglgen beveger seg med en hastighet avhen-
gig av den relative bglgeamplituden n/H. 1 dette tilfellet hvor n/H > 0, vil
belgetoppen bevege seg raskere enn resten av bglgen. Dette vil medfere at bglgen
etterhvert utvikler en bratt front slik som skissert i figur 7.4.

Etter en viss tid ¢, vil belgefronten veere steil med vertikal tangent, og etter
dette vil bglgen bryte. Ved brytning vil bglgeformen veere en flertydig funksjon av
x, og matematisk gir dette seg utslag i at flere karakteristikker skjeerer hverandre
i et punkt. Forutsetningen om at bare to karakteristikker, en C* og en C~ ka-
rakteristikk skjeerer hverandre i hvert punkt i (z, ¢)-planet, innebaerer derfor at vi
betrakter bolgebevegelse fgr brytning inntreffer. I avsnitt 7.3 skal vi se naermere
pa bolgeformer som kan oppsta etter at brytning har inntruffet.

7.2 Korteweg-de Vries likningen. Ikke-linezere
bglger med permanent form. Solitoner.

En del viktige egenskaper ved lange bglger pa grunt vann kan summeres opp ved
tre enkle modell-likninger. Vi velger a betrakte bolger som beveger seg i x-aksens
retning. Da vil likningen

on on

hvor ¢y = y/gH, beskrive linezre ikke-dispersive bglger. Likningen har lgsning
n = f(z — cot) hvor f er en vilkarlig funksjon. Bglgen beveger seg altsa med
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t A

X=Xy X=Xp

Figur 7.4:

konstant hastighet og uendret form. Likningen

on oy cH?*Pn

beskriver i fgrste tilneermelse linesere dispersive bglger. Likningen har lgsning
. 2

n = Ae*@=) hyor ¢ = co(1 — %) Dette er i overensstemmelse med den vi
fant i avsnitt 2.1 for lange bglger pa grunt vann etter a ha korrigert for avvik fra
hydrostatisk trykkfordeling. Videre vil likningen

on 31 ,0n

— 1+-=)—=0 7.13

ot o), (7.13)
i fgrste tilneermelse beskrive ikke-linesere bglger som brer seg med en hastighet
som er avhengig av bglgeamplituden i henhold til hva vi fant i avsnitt 7.1. Lik-
ningen (7.13) uttrykker derfor at bglgeformen endres og at det utvikler seg en
steil front dersom n/H > 0. Kombinerer man likningene (7.12) og (7.13) far man
en likning som i fgrste tilnsermelse inkorporerer bade dispersjon og ikke-linesere
effekter. Dette er Korteweg-de Vries likning (KdV-likningen).
on ( 3n >8n coH? @

tl 142
ot TVt oy

ox * 6 O3

— 0. (7.14)

KdV-likningen kan utledes fra bevegelseslikningene ved en formell rekkeutvik-
ling hvor parametrene a/H og (H/\)? tjener som utviklingsparametre. Her skal
vi ngye oss med den intuitive og mindre stringente utledningen som er beskrevet
ovenfor. Ved denne metoden far vi imidlertid fremhevet en viktig ting. En differen-
siallikning av KdV typen vil gjelde for all bglgebevegelse hvor ikke-lineariteten
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og dispersjon er av den spesielle formen som beskrevet her. KdV-likningen for
belger pa grunt vann ble forst utledet av Korteweg og de Vries (1895). Det har
senere vist seg at likningen ogsa fremkommer for lange bglger i andre media, for
eksempel plasma i et magnetfelt.

[ avsnitt 2.10 fant vi at dispersjonsleddet som kommer fra avviket fra hydro-
statisk trykkfordeling er av samme stgrrelsesorden som det dominerende ikke-
linesere leddet dersom Ursell parameteren %(%)2 er omkring 10. I dette tilfel-
let kan vi forvente at brytning og dispersjon vil balansere hverandre slik at det
oppstar ikke-linezere bglger som forplanter seg med konstant hastighet og uendret
form. For a undersgke dette sgker vi en lgsning av KdV-likningen av formen

n=H((v)
hvor ¢ er en funksjon av ¢» = (x — Ut)/H. Innsatt i KdV-likningen far vi

¢ 61— L)+ age =0

Co
hvor merket ’ betegner derivasjon med hensyn pa 1. Ved a integrere en gang

U, 9
¢" 4+ 6(1 — —) + =¢* = konstant.
Co 2
Vi skal na forutsette at ¢, ¢’ og (" — 0 for v — oo. Integrasjonskonstant kan
derved settes lik null, og ved a multiplisere siste likning med (' og sa integrere,

far vi

(" =3¢ (a—) (7.15)

hvor I
a=2(——-1) (7.16)

Co

Likningen (7.15) har lgsningen

1

¢ = asechQ[(%Ta)%ZJ] (7.17)

hvor sechz = 1/ cosh z. Overflatehevningen som tilsvarer (7.17) er skissert i figur
7.5 for a = 0.5. Figuren viser en symmetrisk bglgeform bestaende av en eneste
bglgetopp. Bolgen har amplitude aH, og den beveger seg med hastighet

07
U = 00(1 + 5)

Pa grunn av sin form har belgen fatt navnet soliter-bolge (solitary wave). Den
kan lett genereres i en bglgekanal, forplante seg uendret over lange strekninger
og reflekteres fra endeveggene i kanalen. KdV-likningen har ogsa lgsninger som
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1 i 1 ] _%X/H

Figur 7.5:

tilsvarer periodiske bglger som brer seg med uendret form og konstant hastighet.
Disse bglgene kalles cnoidale-bglger. Disse bestar av en serie av forholdsvis krappe
bglgetopper adskilt ved langstrakte bglgedaler.

Den soliteere bolge og de cnoidale bglgene har vert kjen lenge, bade som
lpsninger av KdV-likninger og fra eksperiment. [ den senere tid har det blitt gjort
en rekke oppdagelser som har fgrt til fornyet interesse for disse bglgefenomenene.
Gjennom teoretiske arbeider har det lykkes a transformere KdV-likningen over i
en form som har gjort det mulig a diskutere andre lgsninger av likningen. Man
har blant annet oppdaget at to soliteere bglger som beveger seg mot hverandre
vil kollidere, for sa a oppsta som soliteere bglger som beveger seg til hver sin
kant. Viktig er det ogsa at liknende bglgefenomen som er beskrevet ved KdV-
likningen, er funnet for eksempel i kvantemekanikk, optikk (laser) og faste stoffers
fysikk (krystallgitter). Selv om grunnlikningen er forskjellig fra KdV-likningen,
har man funnet lgsninger med egenskaper tilsvarende den soliteere bglge. Som
felles betegnelse for slike bglgeformer har navnet solitoner kommet i alminnelig
bruk.

7.2.1 Mer om solitoner

Enkle og idealiserte bglgelgsninger spiller en stor rolle i bglgeteori. Delevis skyldes
dette at disse lgsninger ofte kan sees som deler av mer komplekse bglgemgnstre.
En annen viktig grunn er at studiet av spesielle lgsninger kan gi generell innsikt
i oppferselen til bglger og de fysiske mekanismene som er involvert.

I litteraturen er bglger av permanent form viktige. Som navnet antyder er det-
te bolger som forplanter seg med uendret form og konstant hastighet. Naturligvis
opptrer slike lgsninger eksakt bare for uniforme medier, men ofte vil de ogsa gi en
god tilnsermelse nar mediet varierer langsomt. Det enkleste, og viktigste, eksemp-
let pa bglger av permanent form er den enkle harmoniske moden (“sinusbplge”)
som vi finner i linezer bglgeteori. Det finnes ogsa en del ikke-linesere bolger av
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permanent form, bl.a.: Stokes-bglgen som er en generalisering av den harmo-
niske moden, sjokk av endelig utstrekning i diffusive media og solitere bglger
som vi skal omtale her. Som navnet antyder bestar en soliteer bglge av en enkelt
belgetopp. I streng forstand har den ikke endelig utstrekning, men styrken (av-
viket fra likevekt) forsvinner nar vi fjerner oss fra toppen. Dersom soliteerbglger
oppfyller bestemte interaksjonsrelasjoner kalles de solitoner. Grovt sagt kreves et
at de overlever kollisjoner uten tap av identitet eller samlet energi etc.

Soliteere bglger ble, sammen med mange andre bglgefenomener, forst beskre-
vet av J. Scott Russel i hans banebrytende arbeid “Report on Waves” som ble
forfattet pa oppdrag fra The Royal Society in London i 1842. Scott Russel var
britisk vannveis-ingenigr og gjorde mange observervasjoner av bglger i kanaler,
deriblandt av en enkelt (soliteer) bolgetopp som forplantet seg over lange avstan-
der uten merkbar formendring eller oppsplitting. Han klarte ogsa a gjenskape en
slik bglge i laboratoriet og malte dens hastighet til a veere \/g(h + A) der g er
tyngdens akselerasjon, h dypet ved likevekt og A amplituden.

Den forste som ga en komplett teoretisk beskrivelse av soliteerbglgen var J.
Boussinesq i 1871 Det var i forbindelse med dette arbeidet han utledet den opp-
rinnelige Boussinesq likningen. Senere har mer ngyaktige utrykk for soliteerbglgen
blitt funnet fra perturbasjonsutviklinger anvendt direkte pa det fulle likningset-
tet for en ideell veeske. En har ogsa funnet helt andre typer av soliteerbglger. De
soliteerbglger som er av samme natur som den lange overflatebglgen kalles i dag
ofte for Boussinesq-soliton.

Forskning pa soliteerbglger kom sveert i skuddet pa 60-tallet. Basert pa den
enkle KAV likningen ble det utviklet en omfattende teori omkring disse bglgene.
En fant forblgffende interaksjonsegenskaper mellom soliteerbglger som er analoge
til stgt mellom partikler, noe som ga en forbindelse over til kvantefysikken. Ved
den sakalte inverse spredningsteorien kunne man forutsi mye om hvordan solitoner
kan utvikle seg fra initialbetingelser av generell form. Senere har man funnet en
del andre spesielle fenomener der soliteerbglger er, eller kan veere, involvert. Disse
skal vi la ligge og heller konsentrere oss om de sidene ved soliteerbglgen som
allerede er nevnt.

7.3 Vannstandssprang. Hydraulisk sjokk.

Dersom dispersjonen er for svak til a forhindre brytning, kan det utvikle seg
bolgeformer med steil front og med kraftig turbulent bevegelse i en sone neer
fronten. Forgvrig vil bglgen bevege seg med konstant hastighet og med uendret
form. Slike bglgeformer kan man iaktta i naturen for eksempel i overlgpsrenner
fra demninger og i elver hvor vannet renner med stor hastighet. Bolgen kan da
opptre som et stasjonaert vannstandssprang blant ujevnheter i bunnen.

I enkelte elver, blant annet Severn River i England og Tsien-Tang i Kina,
forplanter tidevannet seg oppover elva i form av et vannstands-sprang med kraftig
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Figur 7.6:

turbulens i spranget og med tilnsermet plane vannflater foran og bak spranget.

Vi skal her beskrive en enkel modell av vannstandssprang, og vi skal repre-
sentere selve spranget ved en diskontinuerlig overgang mellom to vann-nivaer h;
og hs, og vi velger hy < hy slik som vist pa figur 7.7.

z
4
i
|
hy 2,
o 77777, 2
] 27 Ry ox
Figur 7.7

I fgrste omgang vil vi betrakte et stasjoneert vannstandssprang, og vi vil for-
utsette at stromhastigheten er konstant pa hver side av spranget. Vi betegner
strgmhastigheten ved u; og uy som angitt pa figuren. Siden spranget er stasjoneert
og u1 og us er uavhengige av z, er volumfluksen

Q) = urhy = ughs. (7.18)

Vi benytter sa impulslikningen pa veeskevolumet mellom de to vertikale snitt-
flatene [ og Il som angitt pa figuren. Netto innstrgmning av bevegelsesmengde
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gjennom snittflatene ma veere lik differansen i trykk-kraft ved de to flatene. Under
forutsetning om hydrostatisk trykkfordeling far vi

puzhs — puihy = —%pghi + %pghf
hvor p er tettheten i veesken. Ved hjelp av (7.18) kan den siste likningen skrives
Quz —w) = S(h = h3). (7.19)
Av (7.18) og (7.19) finner vi Q, u; og ug uttrykt ved hy og ha.

Q? = ghghl(h1+h2)

" - c%@—j)m’;—j) (7.20)

B 1 Iy I
Uy = 02\/2<h2>(1+h2)

hvor ¢; = \/ghy og co = \/ghsy. Vi ser av (7.21) at for hy < hy sa er u; > ¢; og
Uy < co. Strogmhastigheten er altsa stgrre enn forplantningshastigheten for lange
linezere bglger pa forsiden av spranget, og strgmhastigheten er mindre enn den
tilsvarende forplantningshastighe-ten pa baksiden av spranget.

Vi skal na se pa energiregnskapet for et vaeskevolum som passerer spranget. I
lgpet av et tidsrom At passerer en vaeskemengde QAt spranget. Samtidig utfgrer
trykket et netto arbeid pa veeskemengden som kan skrives

1

For veeskemengden passerer spranget har den en mekanisk energi
1, 1
(5pgui + Spghi)QAL
og etter at hele vaeskemengden har passert spranget, har den en mekanisk energi
1, 1
(5pgus + 5pghe) QAL

Tar man hensyn til det utfgrte arbeidet, finner en fort at for vaeskemengden som
passerer spranget sa er endringen i indre energi

AE = gQAt[uf — w2 — 2g(hs — ).

Ved hjelp av formlene (7.21) far vi at endringen i AE pr. tidsenhet er
AE  pg Q

=2 — hy)3. 21
At 4h1h2(h2 1) (7:21)
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Dette betyr at dersom hy > hq, sa er det en gkning av veeskens indre energi, og et
tilsvarende tap av vaeskens mekaniske energi ma finne sted. Denne overfgringen
av mekanisk energi til indre energi kan komme i stand ved turbulent dissipasjon,
og derfor er vannstandssprang karakterisert ved kraftig turbulent bevegelse i en
sone neer spranget. Ved a frembringe vannstandssprang i overlgpsrenner og kana-
ler, kan man pa en effektiv mate redusere stromhastigheten. Denne teknikk blir
mye brukt i vannbygg. Energitapet kan ogsa komme i stand ved at den frigjorte
energien transporteres vekk fra spranget ved bglger. En vil da ha et bglgende
vannstandssprang med bglger pa overflaten bak spranget, slik at den modellen vi
har studert her ikke kan anvendes. Bolgende vannstandssprang kan frembringes
ved eksperiment og observeres i naturen, f.eks. i Severn River.

Av (7.21) ser vi at for hy > hy ma veesken som passerer spranget tilfores
energi, og et vannstandssprang av denne type er derfor umulig.

Om vi legger en hastighet —u; til den bevegelsen som vi har beskrevet ovenfor,
far vi at et vannstandssprang som forplanter seg inn i et vannlag som er i ro.
Forplantningshastigheten for vannstandsspranget vil da veere u; hvor uy er gitt
ved (7.21).

Til slutt skal vi bare nevne at vannstandssprang er en hydraulisk analogi til
sjokkbglger i gasser. En benytter derfor noen ganger betegnelsen hydraulisk sjokk
om vannstandsspranget.



Tillegg A
Trykkenheter

Enhet for trykk i SI-systemet er i Pa (pascal) = N/m? (Newton pr. kvadratme-
ter). Foruten denne enheten finnes det en rekke andre enheter. De viktigste er

1 fysisk atmosfaere (atm) = 1.0133 - 10° N/m?

1 teknisk atmosfeere (at) = 1 kp/cm? = 0.8907 - 10° N/m?

1 bar = 103 millibar (mb) = 10°> N/m?

1 millimeter kvikksglvhgyde (mm Hg) = 1 Torr=1.3332 - 10> N/m?

1 millimeter vannsgyle (mm Vs) = 9.8067 N/m?

e 1 psi (pound pr. square inch) = 6.8948 - 10 N/m?

Sammenhengen mellom noen av trykkenhetene fremgar dessuten fra tabellen.

N/m? bar atm Torr
IN/m? 1 107° 0.9869 - 10~ | 0.75006 - 10~2
1 bar 10° 1 0.9869 750.06
1atm | 1.0133-10° 1.0133 1 760
1 Torr | 1.3332-10% | 1.3332-1073 | 1.3158 - 1073 1
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anisotrop, 9

bglgelengde, 7
bolgetall, 7
bolgetallsvektor, 7

dispersiv, 9

dispersjonslgs, 8
dispersjonsrelasjon, 9

dynamisk grenseflatebetingelse, 14

faseflate, 7
fasefunksjon, 7
fasehastighet, 8
frekvens, 7

ikke-dispersiv, 8
isotrop, 9

kapillar-tyngdebglger, 11
kapillarbglger, 11

kinematisk grenseflatebetingelse, 14
krumningsradius, 13

overflatespenning, 13
periode, 7
superposisjonsprinsippet, 8
tyngdebglger, 11

vinkelhastighet, 7
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