Lgsningsforslag til eksamen i MEK4350 11/12-2017
Oppgave 1

a. Spekteret S(w) har dimensjon m? s.

Anta spekteret beskriver en potenslov av typen S(w) o< w™*y?p’, da
far vi fglgende likningssett for eksponentene:

Masse: S +6 =0
Lengde: —36 = 2
Tid: a—28=1
Dette gir lgsning o = 7/3.
b. Dersom vannoverflaten har “skarpe kanter” kan vi ikke derivere over-
flatehevningen n(x,t) mer enn to ganger med hensyn pa en av rom-

koordinatene (la oss si z) for en Dirac delta dukker opp. I sa fall vet
vi at Fourier transformen 7j(k) o< k2.

Spekteret er proporsjonalt med kvadratet av Fourier transformen, sa
S(k) oc k2.

Dersom vi transformerer til polare koordinater (k,, k,) — (k,0) vil det
dukke opp en Jacobideterminant k, sa S(k) oc k3.

Dersom vi antar dispersjonsrelasjonen w? = %/{;3 sa vil det dukke opp yt-

terligere en Jacobideterminant dk/dw oc w™/3, sa S(w) oc w™2w ™3 =
w773,

Vi fikk samme svar!

Oppgave 2

a. Vi kan skrive om

n(x,t) = Acos(kut — wit +6) = 5

og dersom dette skal skrives pa formen

77(-75715): i i ﬁn’mei(knx—wnt)

n=—000 m=—0oo

(el@elk*xeflw*t + e*l@eflk*xelw*t)

sa ser vi ved inspeksjon at

0 _ie
(el 5n,n*5m,m* +e ' 6n,—n* 5m,—m*)

- J—
nn,m - 5
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b. Forventningen

w(z,t) = Eln(z,t)] = E[A] E[cos(kiz — w.t + O)] =
fordi

27 1
E[cos(ksx — wit + O)] = / cos(k.x — wyt + 9)2— dg = 0.
0 T

c. Autokorrelasjonsfunksjonen

R(x + &z, t+1,t) =E[n(x + &t + 7)n(x, t)]

= E[A?| Elcos(k.(z + &) — w.(t +7) + 0) cos(k.x — wyt + 0)]

. cos(k.& — w.T)

6
« 1 2
E[A?] :/ =da=2
0 o 3

fordi

0g

E[cos(ki(x 4+ &) — wi(t + 7) + 0) cos(k,x — wit + 0)]
= E[cos? (kua—w,t+0) cos(k.& —w,T)—cos(k,x—w,t+0) sin(k,z—w,t+0) sin(k,& —w, )]

1
=3 cos (k& — w,T)

Prosessen er svakt stasjonger fordi p(z,t) = pog R(x + &, z,t +7,t) =
R(&,7) ikke avhenger av absolutt rom og tid.

d. Effektspekteret er

Fn,m

— —i(kn&—wm)
AkAw LT / / (§7)e dedr

Normaliseringskriteriet er oppfylt

[e.e]

> i FmAkAw = R(0,0)

n=—00 Mm=—00

Skisse: To punkter i (k,w)-planet som ligger symmetrisk rundt origo.
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e. Vi regner fgrst ut hva estimatoren er

- A?
Fn,m = M (5n,n* 6m,m* + 5n,7n* 6m,fm*)

F,, m er forventningsrett da E[F,, .| = F,, (husk at E[A%] = %2)

Variansen til estimatoren er

Var[ﬁn7m] = E[Fﬁ,m] — (E[F, m])2

)

hvor
4
- 9
EF2 = - 5nn 5mm 5nfn 5mfm :_F2
[ n,m] 5'16(AkACU)2< 3Tlx B *_'_ s * 3 *) 5 n,m
fordi E[A4] = &

?.
Folgelig har vi
- at 4
Vaanm = Ton/ Al A o 6nn5mm +6n—n6m—m :_F2
[ ) ] 180(AkAw)2 ( STl STl 5 * ) *) 5 n,m
Det er greit a bare regne ut variansen av estimatoren, eller eventuelt
standardavviket, eller eventuelt a regne ut “Coefficient of Variation”

Var[ﬁmm] 9

E[F. V5

som er mindre enn 1, sa estimatoren fungerer bedre her enn den hadde
gjort for en Gaussisk prosess.



f. Vi vet at prosessen har forventning 0 sa det er tilstrekkelig a se pa

E[n*(z,t)] = E[AY] E[cos* (k,x — w,t + O)] = %g

sa kurtosen er

4 3a
oo Bt 5§ _ -

(Var[n(z, )])*  (22)®

mindre enn 3 som den skulle ha veert dersom prosessen var Gaussisk.
Oppgave 3

a. Legg fgrst merke til at oppgaveteksten spesifiserer at vi skal se pa kam-
mer og ikke overflatehevning. En kam med hgyde 7. for en oscillasjon
n(&) = Acos(§) forekommer nar betingelsene 7/'(§) = 0 og 1”(§) < 0 er
oppfylt. Dette forekommer nar & = 2zn for heltall n, og vi far n. = A.

Legg videre merke til at oppgaven spesifiserer at A er uniformt fordelt
fra 0 til «, folgelig er A ikke Rayleigh fordelt!

Overskridelsessannsynlighet

1 2 <0
P(z)=P{n.>z}=¢ 1-2 0<z<a
0 2>«

Skisse: Se pa den heltrukne kurven i siste figur.

b. Legg forst merke til at en kam med hgyde 7, for en ikkelineser oscillasjon

n(€) = Acos(€) + yA% cos(2€) forekommer nar betingelsene 7/(£) = 0
og n"(&) < 0 er oppfylt. Dette forekommer nar £ = 27n for heltall n,
og vi far n, = A +yA%
Merk: Det finnes én lgsning til, for A veldig stor vil det kunne dannes
lokale kammer pa bunnen av bukene til den ledende ordens linesere
oscillasjonen. Disse vil forekomme nar £ = 7 + 27n for heltall n, og vi
far n. = —A + vA?. Disse kan vi imidlertid trygt se bort fra fordi det
ikkelinezere bidraget er ment a vaere lite i forhold til det ledende ordens
lineacre bidraget.

Legg videre merke til at oppgaven stadig spesifiserer at A er uniformt
fordelt fra 0 til «, folgelig er A ikke Rayleigh fordelt!

Se pa figuren for kamhgyden 7, = A + yA%:
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I denne figuren er det kun den heltrukne delen av kurven som er rele-
vant, fordi den antatte fordelingen til A medfgrer at A ikke kan veere
negativ.

La oss regne ut terskelverdien for A som svarer til en ikkelineser terskelverdi
for kamhgyden 7, = z,

YA + A—2=0,

det gir
Ao V1i4+4yz—1
= >
hvor vi har valgt det positive fortegnet foran kvadratrota fordi A > 0
som diskutert ovenfor.

Da far vi

Pz) = Pln. > 2} = P{a > YT 2= 1y

2y
_ 1——% z < a(l+~ya)
0 z > a(l +ya)

Skisse: Tayfun-kurven ligger over og til hgyre for ledende ordens kurve.
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I denne figuren er den heltrukne kurven den linesere lgsningen (v = 0),
den prikkete kurven tilsvarer yae = 0.1, og den strekete kurven tilsvarer
ya = 0.3.



