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Lzerebok: Moore og McCabe Introduction to the Practice of Statistics, Freeman, 1999
Formelsamling ST 005, september 2000

Oppgave 1
a) En estimator for p; er f; = £, i =1,2. En estimator D for py — py er da:

S X X
D= e
pL—p2 e

Se formelsamlingen, punk 5b) og 8e). Vi har:

1 d i

1
PR SR S RS =

9= Ul S

Dermed er D forventningsrett. Se formelsamlingen, punkt 5a).

b)
o = ohp

= 02 + 02, (uavhengighet)

mup(=p1) | mapa(l = pa)

ni n

p(l=p) , p(1—ps)
n 72

Se formelsamlingen, punkt 41) og 5a).

) For store n; 0g nz er X; 0g Xa tilnsermet normalfordelte, jf. formelsamlingen, punkt
5d). Siden D er en linczerkombinasjon av X; og X, som er antatt uavhengige, blir
dermed ogsé D tilnwrmet normalfordelt. Fra a) og b) har vi da:

D=~ N (m =22, V(L= p)/ns +po(1 *1‘2)/"2)

d) Et (tilnzrmet) 95 % konfidensintervall for py — py er gitt ved, jf. formelsamlingen,
punks 8f):
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Dette gir:

w0 _ 1 T3 1, T8 w0 1
2205~ 2196 + 1.96 2205 2205 2205 2196 2196 2195

[~0.0171 £ 0.0157) = [-0.0328, ~0.0014]

Intervallet inneholder ikke 0. Ved testing av Ho : p1 = pa mot Ha : p1 # pa far vi
forkastning pa 5 %-nivéet og konkluderer at det er forskjell pa de to medisinene nar det
gielder & forebygge hjertesviks.

Oppgave 2

a) Hovedinnvendingen mot denne «forspksplanen» er at den strengt tatt ikke er noen
forspksplan, men mer det lzreboken kaller en «observasjonsstudies. P4 s. 234 sies def;

«En observasjonsstudie observerer individer og maler interessante variabler, men gjgr
ikke noe forsgk pa & ha innfiytelse pa responsenc.y

I denne «forspksplanens tar man ikke engang sikte pa & kartlegge hvilke spillere som
har fulgt dette treningsopplegget, og hvilke som ikke har det, langt mindre & sikre at
«behandlingsgruppen» og «kontrollgruppen er likeverdige.

For dem med litt spesiell innsikt i handball og fotball er det ikke engang opplagt at det
totalt er like mange spillere i 2001 og 2002, pga. ulik bruk av spillerstallene. Dessuten
vil det f.eks. pga. opprykk og nedrykk veere dels forskjellige spillere de to Arene.

b) Spillerne burde deles inn i f.eks. fire blokker:

o kyinner, hndball
o menn, handball
o kyinner, fotball

o menn, fotball

Ideelt sett burde man fra hver blokk trekke et tilfeldig utvalg som falger treningsopp-
legget, o et tilfeldig utvalg som ikke gigr det. I praksis ma man muligens trekke ut lag
i stedet for enkeltspillere.

Det er vanskelig & 1a de spillerne som ikke falger treningsopplegget, £4 et placebotrenings-
opplegg, dvs. et treningsopplegg som reelt sett ikke skulle kunne forebygge alvorlige
kneskader. Dette vil lett kunne gjennomskues. Forsaket blir dermed heller ikke dobbelt
blindt. Bade de som gjennomfarer forspket, og spillerne selv, vil vite hvem som er i
«behandlingsgruppeny, og hvem som er i ckontrollgruppen.
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Dette er en bearbeidet versjon av oppgave 11.1 i lzreboken. Denne oppgaven er ikke
regnet i gruppene.

a)

Y = B + Biza + Bogp + o0 + Puazag + &, i=1, o+ ,2220

;7 ex verdien av j-te forklaringsvariabel hos i-te person (i = 1, -+ - ,2229; j

&w-ene antas uavhengige og N(0, o). Se formelsamlingen, punkt 11a).

fio ex skjringspunktet med y-aksen for forventningen til ¥i:

py, = fo + Bizn + o + Puzas

§; ex vinkelkoeffisienten i jy; svarende til forklaringsvariablen o, dvs. den gkning man
far 1 puy; hvis @5 gles med 1.

2 er en felles varians i feilleddene & (=1, - ,2229).
b)

Hy: Bi=fh=-=pa=0
mof,

Hy: minst énav f;, j = 113, er forskjellig fra 0

Nullhypotesen svarer til at ingen av forklaringsvariablene er relevante, mens Hy svarer
til at minst én ay dem er det. Se formelsamlingen, punks 11e).

<) Antall frihetsgrader knyttet til denne F-testen er 13 og 2229 — 13 — 1 = 2215. Se
formelsamlingen, punkt 11e). Vi gér inn i tabellen for 12 og 1000 frihetsgrader og finner
at P(F > 277) = 0.00L. Siden f = 71.32> 2.77, er den spkte gvre grense for P-verdien
lik 0.001. Den virkelige P-verdien er langt mindre. Vi kan konkludere at minst én av
forklaringsvariablene er relevante.

d) Vi har:
R? = SSM/SST.
der

SSM = Sum of Squares Model
SST = Sum of Squares Total

Se formelsamlingen, punkt 11).



[image: image7.jpg]R? = 0.297 betyr dermed at nzer 30 % av den totale variasjon forklares av den multiple
regresjonsmodellen med 13 forklaringsvariabler.

e)

Ho: f;
mot
Hy:f; # 0 jo=01,,13
b;
-5

Se formelsamlingen, punkt 11d).

f) Antall frihetsgrader er 2219 — 13 — 1 = 2215. Dette gér indirekte frem av formelsam-
lingens punkt 11e), siden F = MSM/MSE og MSE = s?.

Vi gar inn i ¢-fordelingstabellen for 1000 frihetsgrader og finner at en gvre grense for [¢]
er 1.962. En nedre grense finnes for co frihetsgrader (normalfordelingen) og er 1.960.

g) Falgende forklaringsvariabler har ingen signifikant betydning:

o 6, stprrelse pa manedlige avdrag
© 10, kjonn
o 11, ekteskapsstatus

Det betyr at ingen av disse forklaringsvariablene gir et signifikant bidrag, gitt at de
ovrige 12 forklaringsvariablene er med.

Stprrelsen p& manedlige avdrag er bortimot bestems ay forklaringsvariablene 1 (starrel-
sen p& lanet), 2 (lengden pé lanet) og 3 (prosentandel kontant betaling). Det er derfor
ikke rart ab denne ikke har noen signifikant betydning. At kjsnn ikke har det, er rett og
slett; bral Det samme kan sies om ekteskapsstatus. Denne forklaringsvariablen har imid-
lertid ner signifikant betydning og bgr nok vere med, selv om man gnsker & redusere
antall forklaringsvariabler.

h) Av de 10 resterende forklaringsvariabler har vi positivt estimat for ; for falgende:

o 5, usikret lan (0 = nei, 1 = ja)
o 8, kredittrapport (0 = bra, 1 = darlig)
« 9, lantagers alder (0= over 25, 1 = under 25)

Dette er som ventet, siden usikret 1an, darlig kredittrapport og lav alder pa lantageren
skulle tilsi hoyere lanerente.



[image: image8.jpg]De resterende 7 forklaringsvariabler har negativt estimat for ;. Dette er vel igjen som
ventet: Stort lan og langsiktig betaling (variablene 1 og 2) gir bedre forretning for ban-
ken og dermed lavere lanerente. Videre vil hgy prosentandel kontant betaling, medun-
derskriver pa lanet, hoy manedlig inntekt, egen bolig og mange &r i néverende adresse
(variablene 3, 4, 7, 12 og 13) vitne om god pkonomi, kredittverdighet og sosial stabilitet,
som igjen skulle tilsi lavere linerente.

Samlet sett er det dermed ingen store overraskelser.

Oppgave 4
a)

—AUB

Hyis AN B = 0 (den tomme mengde), sies det at A og B er disjunkte, som her:




[image: image9.jpg]b) P(A|B) =
er innenfor A.

(AN B)/P(B) er andelen av sannsynlighetsmassen innenfor B som ogsé

Hyis P(A|B) = P(A), dvs. uavhengig av B, er A og B uavhengige. Dette er ekvivalent
med at P(AN B) = P(A)P(B). Se formelsamlingen, punkt 4d).

o

—A°NB

Heray ser man at

B = (ANB) U (4°nB)
der

(ANB) N (4°NB) =

Fra addisjonssetningen for disjunkte begivenheter, jE. formelsamlingen, punkt 4c), har
viz

P(B) = P(ANB)+P(A°’NB) = P(A)P(B|A)+ P(A°)P(B|A%)

etter & ha brukt definisjonen av betinget sannsynlighet to ganger.

d)
P(A|B) = P(ANB) _ PAPB|4) _ P(A)P(B|A)
- P(B) P(B) ~ P(A)P(BJA) + P(A?)P(BI A7)
Oppgave 5
La

D = {en tilfeldig spiller har dopet seg}
+ = {testen gir positivt utslag}

Fra oppgaveteksten har vic
P(D) 0.01
P(+|D) 0.995
P(+D?) = 0.005




[image: image10.jpg]a) Fra oppgave 4c):

P(+) = P(D)P(+|D)+ P(D°)P(+D°)
= 0.01-0.995+ (1 —0.01)-0.005
= 0.00995+0.00495 = 0.0149
b) Fra oppgave 4d):
P(Dl4) = POIPGHD) _ 001:0995 _ 00095 _ e

P(+) 0.0149 00149

Denne sannsynligheten er altfor lav. Vi har P(D°|+) = 0:332. Det betyr at sannsynlig-
heten for at en spiller faktisk ikke har dopet seg, gitt at testen har gitt positivt utslag,
er ca, 1/3, Testen er ikke god nok
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Leerebok: Moore og McCabe Introduction to the Practice of Statistics, Freeman, 1999

Oppgave 1

L et slikt forspk er det umulig 4 skille mellom effekten av rgdvin og effekten av forskjellig
aldershjem. En eventuell forskjell i hvilepuls kan like gjerne skyldes forskjellig persona-
le, beliggenhet, alderssammensetning eller sykdomsgrad hos beboerne, som forskjellig
mengde rgdvin. Det ville hjelpe & male hvilepulsen fgr forsgket ble satt i gang og bruke
differansen som respons, men det ville ikke veere godt nok. Et randomisert opplegg ville
ha vert mye bedre. : :

En rekke andre poenger kan ogsé nevnes: Frivillig pamelding kan gi skjevhet, beboerne
vet hvor mye vin de far (testen er ikke dobbeltblind), man far ikke malt effekten av &
ikke drikke vin, og s& videre. En mulig lgsning pa de to sistnevnte problemene kunne
veere & bruke alkoholfri rgdvin.

Oppgave 2

a) La observasjonene veere z;, 3, ..., T,.

Middeltallet T er definert som
_ 1
=1
Observasjonene ordnet i rekkefglge fra den minste til den stgrste:

.“L'(l) S :B(z) S S m(n)

Hvis n er et oddetall, n = 2m — 1, blir medianen M den midterste observasjonen:

M = :l}(m)

Hvis n er et partall, n = 2m, blir medianen definert som middelet av de to midterste
observasjonene:

M = 5(Zm) + T(m+1))

b) For en symmetrisk datafordeling er # = M. Beholder man samme antall observa-
sjoner pa hver side av denne verdien, men lar dem pé hgyre side vokse slik at man far
en tung hgyrehale, vil medianen ligge i ro, mens middeltallet vil vokse. For en fordeling
som er hgyreskjev, vil altsd T > M.



[image: image17.jpg]Oppgave 3

La hopplengdene veere X, Xj og Xa. Disse er uavhengige og NV(6.2,0.5).

P(X; <6.0) = P(582 < &

= P(Z<-04)

der Z er N(0,1). Fra normalfordelingstabell:

P(X; <6.0) = 0.3446

b) La differansen vaere ¥ = X; — X;.

Differansen mellom uavhengige normalfordelte variable er normalfordelt. Dermed mé ¥
veere normalfordelt. Forventningen og standardavviket til ¥ blir:

By = px-x, = px,—px, = 62-62 =0
b = 0%x, = 0%, +0% = 0.5°+0.5°=05
oy = V05

Dermed far vi.

Y er N(0, V05)
<)

P(X; > Xy +05) = P(X,~X; >05) = P(Y >0.5)

= 1-P(Y <05) = 1-P(5s8 < %20) = 1 - P(Z < 035)

1l

1—P(Z<0.707) = 1—0.7601 = 0.2399

ved interpolering i en normalfordelingstabell. Avrundet: 0.24

Oppgave 4

a) Observasjonene ordnet i rekkefylge:

Klgver

145 163 17.1 18.1 184 19.6 19.8 19.9 204 20.7 213 218 224
Raigras

123 12.7 13.2 13.4 144 16.3 16.5 16.7 16.7 17.1 18.0 18.0 18.1 18.4 19.8

2



[image: image18.jpg]Medianen M er midterste observasjon.

For klgver or M = 19.8
For raigras er M = 16.7

Tyrste kvartil, Qu, er mediancn av observasjonene som ligger nedenfor medianen.

For klgver (6 observasjoner) er @y = (7.1 +18.1) = 17.6
For raigras (T obscrvasjoner) er @y = 13.4

A ta medianen med i utregningen av Q) ma godtas, siden definisjonen i lzereboken ikke
er helt Klar her.

b) Stilk-og-blad-plott

22
21 Raigras
20
19
18
1
16
15
5144
13(24
12 |3

Klgver

@ s
w— oo

=3

-~

~

Diagrammene kan seftos ved siden av hverandre pa flere mater. Denne stér i boken, men
er ikke eksplisitt giennomgtt.

Kommentar: Det; ser ut som at fordelingene har forskjellig tyngdepunkt, men omtrent
samme spredning.

¢) Forutsetninger: Vi antar at observasjonene er uavhengige, normalfordelte og har
samme varians. Alfsd,

o Klgvermalingene er uavhengige og N(u1,0)
o Raigrasmalingene er uavhengige og N(juz, o)

o Klgvermélingene og raigrasmalingene er uavhengige av hverandre

Hypoteser:
Hotpy = pa mot Hptp #

d) Dette blir en tosidig, toutvalgs £-test med estimert ssmmenslatt utvalgsvarians s2.

3
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e L & ny+ng =2
med s = = E(zz. —)

Dette gir:

R e
sgzwzs,zsg 5 osp = 232

Vi har 13 + 15 — 2 = 26 frihetsgrader.

Detite gir en halesannsynlighet mellom 0.001 og 0.0005; for en tosidig test far vi dermed
en P-verdi mellom 0.002 og 0.001.

Vi forkaster Hy pa 1 % nivé og pAstar (pa dette nivict) at Klgver o raigras har forskjellig

forventet fluorinnhold.

En ensidig test mé ogs# godtas hvis det refereres til farste setning i oppgaveteksten: “T en
bestemt type sandjord gnsker man & finne ut om Klaver tar opp mer fluor enn raigrs

Oppgave 5

a) Modell:
Yo = fotfioite

der ei-ene er uavhengige og normalfordelte med forventning 0 o standardavvik o.

Torutsetningene er alts: Normalfordeling, uavhengighet og konstant feilvarians o,

on flp gir skjeeringspunktet med y-aksen, mens f; er stigningsforholdet for
sjonslinjon iy, = fo + i




[image: image20.jpg]b) Plott med regresjonslinje

Melke-
mengde

13.5 o

13.0 -

12.5 o

12.0

T T
0 5 10 15 20 Dager

) Bra t-tabellon: 99 % konfidenskoeffisient og 18 frihetsgrader gir ¢* = 2.878. Konfidens-
intervallet for f; blir:

bi£"SEy = —0.0371 £ 2.878-0.00804 = —0.0371 +0.0231

Konfidensintervallet for 3y er [—0.0602, —0.0140].

d) Siden konfidensintervallet ikke inneholder tallet 0, forkaster vi hypotesen f; = 0 pa
1 % nivé ved en tosidig test. Med andre ord er sannsynligheten for & fa vire data eller
noe mer ekstremt, gitt at nullkypotesen er riktig, mindre enn 0.0L

I utskriften er P-verdien avrundet til 0.000; altsd ma den vecre mindre
tilsvarer et forkastningsniva pa 0.1 %.

enn 0.001, som




[image: image21.jpg](@) T = gL 1391 = 49 (Congtant)
462 = oo ()
(i) R? = SM 0542 = 9o
(i) MS = 55 091743 = ooim3
0.04303 = oLnsT
(iv) F = MM 2132 = Rune
()= 213 = (—4.627
(vi) $* = MSE 02074 = 0430
Oppgave 6

a) La p vere brgkdelen storrgykere som slutter.

247
50 = 0.494

= MEETENT i,
500

P2 -SB; = 0494+ 1.96-0.0224 = 0.494 £ 0.044

95 % konfidensintervall for p:

Konfidensintervallet for p er [0.450,0.538].

b)

Parametre:
1 = sannsynligheten for 4 slutte ved bruk av vaksine
1 = sannsynligheten for & slutie ved bruk av placebo

Ensidig tost:
Hoips = po mot Hpipy > m



[image: image22.jpg]Testvariabel:

A=
der
SEp, = \/ﬁ(l —DE ) = \/0.440»0.560($ e
% 5o HTHIB o
500500
Dette gir

207 _ 103

SEp, mEE

Fra normalfordelingstabell:

P = 1-09997 = 0.0003

Vi forkaster Ho pé alle rimelige nivéer. Vi kan dermed konkludere at vaksinen ser ut til
4 ha virkning,

En tosidig test kan til ngd godtas. Man kan alternativt gjore testen som en kjikvadrat-
test.
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