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Oppgave 1.

Tvillingpar kan veere enten eneggede eller toeggede. Sannsynligheten for
at det ved en tvillingfedsel blir fodt eneggede tvillinger er i Nord-Europa
omtrent 0.3, og vi vil benytte denne sannsynligheten for enegget tvillingfgdsel
i denne oppgaven.

De to tvillingene i et enegget tvillingpar har alltid samme kjgnn. Anta
at sannsynligheten for to gutter ved enegget tvillingfadsel er 0.51. Anta
videre at ved en fgdsel av toeggede tvillinger er kjgnnet til den ene tvillingen
uavhengig av kjonnet til den andre, og at sannsynligheten for at en bestemt
av tvillingene er gutt er 0.51.

a) Hva er sannsynligheten for to jenter ved enegget tvillingfgdsel?

b) Hva er sannsynligheten for at begge tvillingene i et tvillingpar er jenter?
Hva er sannsynligheten for at en er jente og en er gutt?
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c) Begge tvillingene i et tvillingpar er gutter. Hva er sannsynligheten for at
de er eneggede?

d) Pa en skole gar det fem tvillingpar hvor begge tvillingene er av samme
kjonn. Hva er sannsynligheten for minst ett av disse er toegget?

Oppgave 2.

Den simultane sannsynlighetstettheten for de stokastiske variable X og Y er
gitt ved

] 27V for0<ax<y
fry(@,y) = { 0 ellers.

a) Vis at den marginale sannsynlighetstettheten for X er
2¢ %% for x >0
fx(@) = { 0 ellers.

b) Finn den marginale sannsynlighetstettheten for Y. Er X og Y uavhengige?
Begrunn svaret.

c) Bestem EX og EY.

d) Finn sannsynlighetstettheten til 7= (Y/X) — 1.

Oppgave 3.

I medisinske undersgkelser spiller diagnostiske tester, for eksempel basert pa
analyse av en blodpreve, en stadig stgrre rolle. Formalet med en diagnostisk
test er a avgjgre om en person lider av en gitt sykdom eller ikke.

Nogyaktigheten til en diagnostisk test males ved dens sensitivitet og spesi-
fisitet. Sensitiviteten er definert som sannsynligheten for at testen er positiv
(dvs. indikerer at personen er syk) for en person som faktisk er syk, mens
spesifisiteten er sannsynligheten for at testen er negativ (dvs. indikerer at
personen ikke er syk) for en person som faktisk er frisk.

Vi skal i denne oppgaven betrakte en diagnostisk test som bestar i a
male konsentrasjonen av et bestemt stoff i en blodprgve. Testen erkleeres
for a veere positiv hvis den malte konsentrasjonen i blodprgven overstiger
¢ pmol/liter, ellers regnes testen som negativ. Konsentrasjonen X er for
friske personer N(u,o?)-fordelt, mens konsentrasjonen Y for syke personer
er N(u+ 6, 0?)-fordelt.

Anta i punkt a) at g = 40 pmol/liter, 6 = 60 pmol/liter og o = 20
pmol/liter.
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a) Hvordan ma c velges for at testens sensitivitet skal bli 0.957 Hva blir i
safall spesifisiteten?

I praksis vil ikke u, § og o veere kjent, men de ma estimeres pa grunnlag av
analyser av blodprgver. For dette formalet tas det m blodprgver fra friske
personer og n blodprgver fra personer som lider av den aktuelle sykdom-
men. La konsentrasjonene i disse prgvene veaere henholdsvis X, Xo, ..., X,
og Y1,Ys, ..., Y,.

b) Foresla estimatorer for parameterene 1 og §. Avgjor om estimatorene er
forventningsrette og bestem deres standardavvik.

c) Foresla en forventningsrett estimator for 2.

Anta i punkt d) at m = n = 100.

d) Foresla to mater for a estimere ¢ slik at diagnosetesten far en (estimert)
sensitivitet pa 0.95. Diskuter kort fordeler og ulemper ved de to meto-
dene.

Oppgave 4.

En zoolog gnsker a undersgke forekomsten av en bestemt art dyreplankton i
en innsjg. For dette formalet tar hun vannprgver med volum 1 liter og teller
antall plankton av den aktuelle arten i prgvene.

a) Forklar hvorfor det kan veaere rimelig a anta at X er Poisson fordelt med
parameter p, dvs.
P(X =12) = P e=r forx =0,1,2,....
x!
Forklar hvorfor p kan fortolkes som tettheten pr. liter av den aktuelle
plankton arten.

I punktene b) og c) vil vi anta at antall plankton i en vannprgve er Poisson
fordelt som angitt i punkt a).

Zoologen tar n vannprgver. La Xi, Xo,..., X, veere antall plankton av
den aktuelle arten i disse prgvene.

b) Visat p=X = % » 1 X, er en forventningsrett estimator for p. Forklar
hvorfor

)

—p
Joln

er tilngermet standard normal fordelt. Nar er denne tilnsermelsen god?

(Fortsettes side 4.)
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c) Zoologen regner med at tettheten i innsjgen av den aktuelle plankton
arten ikke kan veere stgrre enn 20 dyr pr. liter. Hvor mange vannprgver
ma hun under denne antagelsen ta for at hun skal veere 90% sikker pa
at p ikke skal avvike mere enn 3 fra den sanne tettheten p?

I studier av forekomsten av dyreplankton i innsjger finner en ofte at variasjo-
nen fra vannprgve til vannprgve er stgrre enn det Poisson fordelingen skulle
tilsi. En mulig forklaring pa dette er at plankton tettheten ikke er den samme
i hele innsjgen. Dette vil fgre til at parameteren p i Poisson fordelingen vil
variere fra prgve til prgve. En slik variasjon kan modelleres ved a la tettheten
vaere en Gamma fordelt stokastisk variabel med sannsynlighetstetthet

rflef)\p

for p > 0.

Gitt verdien av p er sa den betingede punktsannsynligheten for X som angitt
i punkt a).

d) Forklar hvorfor (den ubetingede) punktsannsynligheten for X blir
P(X =2) = p—'e*”f(p)dp forx =0,1,2,....
o al
Vis at dette medfgrer at

P(X =) = (IJFT - 1)9’“(1 — 9"

i

med 6 = \/(A+ 1), dvs. X er negativt binomisk fordelt.

Du kan i dette punktet fritt benytte fglgende resultater om gamma
funksjonen: For r et positivt reelt tall og = et ikke-negativt heltall
gjelder

@) T = /Ooou”e“du
(i) Nz+1) = ol

Patr) . [(r+7—1
(1) T+)I(r) ( "
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