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Oppgave 1.

En Poissonfordelt stokastisk variabel X med parameter λ har punktsannsyn-
ligheter

p(x; λ) =
λx

x!
e−λ for x = 0, 1, 2, . . .

og momentgenererende funksjon

MX(t) = E[etX ] = eλ(et−1)

(dette skal du ikke vise).

(a) Benytt MX(t) til å vise at b̊ade forventningen E[X] = λ og variansen
V[X] = λ.

(b) Anta at stokastiske variable X og Y er uavhengige med momentgener-
erende funksjoner MX(t) og MY (t). Vis at Z = X + Y har moment-
genererende funksjon MZ(t) = MX(t)MY (t).

(c) Anta at X er Poissonfordelt med parameter λ, Y er Poissonfordelt
med parameter µ og at X og Y er uavhengige. Benytt resultatet i
(b) til å vise at momentgenererende funksjon for Z = X + Y blir lik
MZ(t) = e(λ+µ)(et−1).

Forklar hvorfor dette betyr at Z er Poissonfordelt med parameter λ+µ.

(Fortsettes side 2.)
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Oppgave 2.

Generelt for uavhengige diskret fordelte variable X og Y gjelder at fordelin-
gen til summen Z = X + Y gis ved

P (Z = z) =
∑

alle x

P (X = x)P (Y = z − x) (1)

(a) Vis dette resultatet (du kan bruke uten videre forklaring at begiven-
heten (X = x) ∩ (Z = z) er ekvivalent med (X = x) ∩ (Y = z − x)).

(b) Utled ved hjelp av resultatet (1) det samme som ble vist i Oppgave
1, nemlig at hvis X er Poissonfordelt med parameter λ, Y er Pois-
sonfordelt med parameter µ og X og Y er uavhengige, s̊a er summen
Z = X + Y Poissonfordelt med parameter λ + µ.

Du vil ha nytte av binomialformelen (a + b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
akbn−k.

Merk ogs̊a at P (Y = z − x) = 0 for z − x < 0.

Anta n̊a at X og Y er uavhengige og kontinuerlig fordelte med tettheter
fX(x) og fY (y). Analogt med (1) gjelder da at tettheten fZ(z) til summen
Z = X + Y er gitt ved den s̊akalte konvolusjonsformelen

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx. (2)

(dette skal du ikke vise).

(c) Anta at X og Y er eksponensialfordelte med samme tetthet

fX(x) = fY (x) =

{
λe−λx for x ≥ 0
0 for x < 0

Bruk (2) til å regne ut tettheten til Z = X + Y .

Oppgave 3.

Anta at Y1, Y2, . . . , Yn er et tilfeldig utvalg, dvs. Yi-ene er uavhengige og har
samme fordeling. La µ = E[Yi] og σ2 = V[Yi] være henholdsvis forventningen
og variansen til Yi-ene.

(Fortsettes side 3.)
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(a) La Ȳ = 1
n

∑n
i=1 Yi være gjennomsnittet av Yi-ene. Vis at E[Ȳ ] = µ og

V[Ȳ ] = σ2

n
.

Forklar hvorfor Ȳ konvergerer mot µ n̊ar n →∞.

Hva er tilnærmet fordeling for gjennomsnittet Ȳ n̊ar n er stor? Hvilket
resultat fra pensum bruker du her?

Monte Carlo integrasjon er en numerisk integrasjonsmetode basert p̊a å
trekke tilfeldige tall og s̊a beregne gjennomsnitt av passende funksjoner over
trekningene. Vi er interessert i å beregne et integral A =

∫ 1

0
h(x)dx for en

kontinuerlig funksjon h(x). Det eksakte uttrykket for h(x) spiller ingen rolle
i oppgaven, men Monte Carlo integrasjon er av interesse n̊ar det ikke er mulig
å finne et analytisk uttrykk for integralet.

(b) Anta at X er trukket fra en uniform fordeling p̊a intervallet [0, 1]. For-

klar hvorfor Y = h(X) har forventning E[Y ] = A =
∫ 1

0
h(x)dx.

Skriv ogs̊a opp et uttrykk for variansen σ2 = V[Y ] for Y .

(c) Anta at X1, X2, . . . , Xn er uavhengige og uniformt fordelte p̊a [0, 1]
og la Yi = h(Xi). Forklar hvorfor Monte Carlo integralet gitt ved

gjennomsnittet Ȳ blir et anslag for A =
∫ 1

0
h(x)dx.

Diskuter presisjonen i anslaget n̊ar antall trekninger n er stort.

(d) Man vil i tillegg beregne B =
∫∞
−∞ g(x)e−x2/2dx for en funksjon g(x).

Foresl̊a en Monte Carlo integrasjonsmetode for B basert p̊a å trekke
standardnormalfordelte variable Xi.
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