Om fordelingentil X +Y
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1. Variansen tilX + Y
2. Direkte utledninger av fordelingen tN + Y
3. Bruk av momentgenererende funksjoner
4. Konvolusjonsformelen
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Variansen til X +Y

Vi viste at generelt, dvs. ogsa ndrogY er avhengige gjelder
E[X + Y] =E[X] + E[Y]
Med i.x 0g uy forventningen tilX og Y har vi da

{(X+Y) = (ux + py)}?]
{(X = px) + (Y — )}
(X = px)? + (Y = py )2+ 2(X — ) (Y = pay)]
(X — px)?] + E[(Y — py)?]

F2E[(X — 1) (Y — pay)]
=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

som altsa gjelder generelt for avhengige stokastiske blarig
ogY (med eksisterende varianser).
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Om fordelingentil X +Y

Det er i en rekke situasjoner av interesse a finne fordelitigen
X + Y nar vi kjenner fordelingene tik ogY'.

Vi skal se at mange fordelinger er "lukket" med respekt til
summer, dvsX + Y har samme type fordelingen sakhog Y

Dette er ogsa et farste skritt mot & finne fordelingen til
gjennomsnittet

_ 1 <
X:E;Xi

selv om vi for gjennomsnittet skal se at vi kan tilneerme med en
normalfordeling.
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Variansen til X + Y, forts.
Spesielt hvis CoX,Y') = 0 far vi da

VIX+Y)=V(X)+V(Y)

Det ble vist at hvisY ogY er uavhengige stokastiske variable sa
gjelder nettopp
Cov(X,Y)=0

og vi har da at

Variansen til en sum= Summen av variansene
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Fordelingen til X + Y, Generelt

Vi kan finne fordelingen tilX + Y ved 3 typer framgangsmater

Direkte argument
Ved hjelp av momentgenererende funksjoner

Ved "konvolusjonsformelen™
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Eksempel: Direkte argument

Anta atX ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(m,p) og X ogY uavhengige,
dvs. X ogY binomiske med samme suksess-sannsynlighet
men muligens ulike: ogm.

Vi har da

X = antall suksesseri forsgk
Y = antall suksesserri forsgk

der forsgkene er uavhengige med like suksess-sannsyntighe
(Bernoulli-sekvens). Men da er jo ogsa

X +Y = antall suksesseri + m forsgk
i en Bernoulli-sekvens pa + m forsgk. Altsa

X +Y ~ Bin(n +m,p)
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Fordelingen til X + Y, Generelt
Et direkte argument kan bare brukes i noen tilfeller

momentgenererende funksjoner kan benyttes i noen
ytterligere situasjoner

Begge disse metodene vil kreve uavhengigeg Y’

Konvolusjonsformelen gir en generell metode for &
generere fordelingen tX + Y
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X + Y ved momentgenererende funksjoner

Vi skal utlede det samme resultatet ved hjelp av
momentgenererende funksjony (t) = E[eX].
Husk at)M x (t) identifiserer fordelingen tiK'.

Vi skal bruke fglgende resultat

ProposisjonAnta atX ogY er uavhengige med
momentgenererende funksjonely (¢) og My (¢). Da holder

Mx vy (t) = Mx(t)My(t)
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Momentgenererende funksjon for binomiskeX ogY

Antaigjen atX ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(m,p) og X ogY
uavhengige. Da har (vist tidliger&) mom.gen. funk.

Mx(t) = [1 — p+ pe']"

og tilsvarende fo’. | henhold til Proposisjonen far d& + Y
mom.gen. funk.

Mx+y(t) = MX(t)My(t) = [1 —p eret]"[l —p eret]m
= [1—p+pe™

Men dette er den mom.gen. funk. for Bin+ m, p), dvs. for en
binomisk variabel med + m forsgk og suksess-sannsynlighet
altsa

X +Y ~ Bin(n+m,p)
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Nar farer et direkte argument fram?

Det er ihvertfall tre situasjoner hvor et direkte probadbitik
argument kan brukes

Binomisk fordeling (som vist)

Negativt binomiske (og geometriske) fordelinger med
sammep

Poisson-fordelinger: AntX ogY uavhengige med
X ~PaA),Y ~Pou). DaerX +Y ~ PoA + p).

For Poisson-fordeling benyttes sammenhengen med
Poisson-prosess.

Oppgave: Benytt et direkte argument for a finne fordelingen til
X + Y ide to siste tilfellene.
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Bevis for proposisjon
SidenX ogY er uavhengige har de simultantetthet
fla,y) = fx(@)fy(y)

dvs. som produktet av marginaltetthetene. Da far vi, med
dobbelt-integral ove®r?, for funksjonerg(z) og h(y),

Elg(X)h(Y)] = [ [ g(x)h(y)fx(x)fy(y)dzdy
= [ 9(@)fx (x)dz][ [ h(y) fv (y)dy]
= E[g(X)]E[A(Y)]

Dermed blir, sidenX ogY er uavhengige,

Mx,y (t) = E[e"XHY)] = E[eXe!Y] = E[eX|E[e!] = My (t) My (t)
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Nar fgrer argument basert pA mom.gen. funk. fram?
Binomisk (som vist)
Neg. bin. (og geometriske) fordelinger med samme
Poisson-fordelinger
Eksponensial-fordelinger med samrae
Gamma-fordelinger med sammie

Normalfordelinger

Selvfglgelig maX ogY veere uavhengige.

OppgaveUtled disse resultatene.
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X ogY normalfordelte
Anta X ~ N(ux,ox)ogY ~ N(uy,oy). Daer
Mx(t) — euxt+a§t2/2

og tilsvarende fol”". Dermed blir momentgenererende for
X+Y

Mxy(t) = Mx(t)My(t) = ehxttoit?/2 oy ttos t?/2

— elux+py)t+(o%+o5)t?/2

som er mom.gen. funksjon for(Nx + uy, /0% + o2 ), dvs.
X + Y har en normalfordeling med forventning; + 1y 0g
varianso%, + o%..
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Summen av to Poisson-fordelte variable

Anta X ~ Po\), Y ~ Pou) og X ogY uavhengige.
Da blir ved konvolusjonsformelen, féf = X + Y,

ZPX z)py(u — ) pr )py (u — )

alle z

sidenpx (z)py(u —x) > 0ndrx =0,1,2,...,u. Dermed

PU=u) = Zg 0%7C /\ﬁ(“
—_ ()\-i-,u) Zw o @l(u o zuu—z
= me_()""_:u)()\ + ILL)“

der den siste likheten fglger av Newton’s binomialformel.
Men dette er nettopp en Poisson-sannsynlighet med forwventn
A+ p,dvs.U =X +Y ~ PoA+ p).
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Konvolusjonsformelen, diskret fordelinger

Anta atX ogY er diskrete stokastiske variable med simultane
pkt.shp(x,y) og laU = X + Y. Vi kan skrive begivenheten

{U=u}= U {X=z,Y=u—1z}
allex
som er en disjunkt union. Dermed far vi
P(U =u) = Z P{X=2zY=u—2a}= Z p(z,u—x)
allex allez
Spesielt hvisX ogY er uavhengige og(z,y) = px(z)py (y) fas
= Z px(z)py(u — )
allex

Dette kalleskonvolusjonsformelen
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Konvolusjonsformelen for kontinuerlige stok. var.

Tilsvarende det diskrete tilfelle vil vi ha fdrX, V') kontinuerlig
fordelt med simultantettheft(x, y) at tettheten till = X + Y

gis ved
= / f(z,u—x)dx

Spesielt naX ogY er uavhengige med tetthetée (z) og fy (v)
fas konvolusjonsformelen

w= | Z P () fy (u — 2)d
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Eksempel: X ogY uavhengige og N0, 1)

Nar X ogY begge er standard normalfordelte gir
konvolusjonsformelen df = X + Y har tettet

fU(u) _ fi’ooo %€7x2/2\/%_we*(u7x)2/2d$

—u2 00 —9x— 2
— \/ﬁ\/ﬁe u? /4 fioo \/%6 2(z—u/2) /2\/§dl’

—u?/4

1
Va2 ©
sidenz? + (u — )2 = & + 2(z — )2 og det siste integralet blir
lik 1 (er over en tetthet).

Men dette betyr at/ ~ N(0, v/2), normalfordelt med
forventning 0 og varians lik 2.

Noe som ogsa falger av argumentet med mom.gen.fu.
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"Paskefordeling" (?)
La U = tid fra varjevndagn til 1. paskedag X + Y der
X = tid fra varjevndagn til farste fullmane
Y = tid fra fullmane til farste sgndag

Rimelig & antaX ~ U[0,29.5] ogY ~ U[0, 7]. Antar ogsa af{
ogY er uavhengige. Far

ToE 0<u<?
20.5 *29.
fo(u) = / fx(@) fy(u—z)de = ¢ 51 7T<u<295
0
1

u—29.5
5 Ty 290 <wu < 36.

U
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Fordelingen til summen av toU|0, 1]-variable
Anta at bddeX ogY er uavhengige og uniformt fordelt pd 1],
dvs. begge har tetthet

1 O0<z<1

flz) =

0 ellers

Fordelingen tilU = X + Y blir da

fould:v:u O<u<l

w) = z) fu—x)dx =
fo(u) /Of( )/ ( ) ful—lldeQ_u I<u<?2
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