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1. Sannsynlighet
La A, B, Ay, Ay, ..., By, By, ... veere begivenheter, dvs. delmengder av et utfallsrom (2.

a) Aksiomene:

Et sannsynlighetsmal P er en funksjon fra delmengder av utfallsrommet € til de
reelle tall som tilfredsstiller

P(Q)=1
P(A) >0
P(A1UAy) = P(Ay) + P(A2) hvis AyN Ay =10
P U ) A;) hvis AiNA;=0fori#j

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

f) Betinget sannsynlighet:

P(AN B)

hvis P(B) > 0

g) Total sannsynlighet:

=> P(A|B)P(B;) hvis | JB;=Qog BN B; = for i # j

=1

h) Bayes’ setning:

P(A|B;)P(B;)
2o P(A[Bi)P(B))

P(B;|A) =

under samme betingelser som i g)

i) A og B er uavhengige begivenheter hvis P(AN B) = P(A)P(B)



j) Ai,..., A, er uavhengige begivenheter dersom
P(A, NN A;,) = P(A,)P(Ay) - P(A;,)
for alle delmengder av indekser iy, s, ..., %y,

k) Produktsetningen:

P(A N---NA,)
= P(A)P(As|A)P(As] A1 N Ay) -+ P(AnAy N Ay -1 Apy)

2. Kombinatorikk

a) To operasjoner som kan gjores pa henholdsvis n og m mater kan kombineres pa
n - m mater.

b) Antall ordnete utvalg med tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n”

c) Antall ordnete utvalg uten tilbakelegging av r elementer fra en mengde med n
elementer er n(n —1)---(n —r+1)

d) Antall mater n elementer kan ordnes i rekkefglge pa (permuteres) er
nl=1-2-3---(n—1)-n

e) Antall ikke-ordete utvalg av r elementer fra en mengde med n elementer er

(n) aln—1)--(n—r+1) n!

r

rl rl(n—r)!

f) Antall mater en mengde med n elementer kan deles inn i r delmengder med n;
elementer i den i-te delmengden er

n n!
Ny Ny =+ Ny ni!ng! - n,!



3. Sannsynlighetsfordelinger

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den kumulative fordelings-
funksjonen F'(z) = P(X < x)

b) For en diskret stokastisk variabel X som kan anta verdiene x1, zo, x3, . ..
har vi

=
&
I
g
—~~
8
<

r;<T
Betingelsene for at p(x;) skal veere en punktsannsynlighet er

p(x;) >0 for alle j

> pry) =1
J
c¢) For en kontinuerlig stokastisk variabel X har vi
b
Pla< X <b) = / f(z)dx

F(z) = /ff f(u)du
fx) = F'(x)

Betingelsene for at f(z) skal veere en sannsynlighetstetthet er

fz) =0
/_ flz)dz =1

d) For to stokastiske variabler X og Y (diskrete eller kontinuerlige) er den
simultane kumulative fordelingsfunksjonen F'(z,y) = P(X < z,Y <y)

e) For diskrete stokastiske variabler X og Y som kan anta henholdsvis verdiene
Z1,%2,... O Y1,Ya,... har vi

Fz,y)=>_ > plaiy;)

i<z y; <y

Betingelsene for at p(z;,y;) skal veere en simultan punktsannsynlighet er analoge
til betingelsene i b)



f) For kontinuerlige stokastiske variabler X og Y har vi
P(X,Y)€A)= // F(u, v)dvdu
A

F(x,y):]/yf(u,v)dvdu

O?F(x,y)

flx,y) = 920y

Betingelsene for at f(z,y) skal veere en simultan sannsynlighetstetthet er analoge
til betingelsene i ¢)

g) Marginale punktsannsynligheter:

px () = Zp(fﬂi, Y;) (for X)
py (y;) = Zp(flfi, Yj) (for Y)

h) Marginale sannsynlighetstettheter:

fx(z) = / F( y)dy (for X)
fr(y) = / £, y)da (for Y)

i) Uavhengighet:

De stokastiske variablene X og Y er uavhengige dersom

p(xi,yj) = px(z:)py (y5) (diskret)
flx,y) = fx(x)fy(y) (kontinuerlig)

j) Betingete punktsannsynligheter:

D Tily;) = for X gitt Y =y,

X\Y( |J) py(y]) ( J)
p(wi, ;) .

p YjlTi) = for Y gitt X = x;

Y|X( J’ ) px(%) ( )

Det forutsettes at py(y;) > 0 og px(x;) > 0, henholdsvis. De betingete punkt-
sannsynlighetene kan behandles som vanlige punktsannsynligheter.



k) Betingete sannsynlighetstettheter:

Ixpy(zly) = J;(f(’y%) (for X gitt Y =y)
= UCY) or i =x
frix(ylz) = o) (for YV gitt X =)

Det forutsettes at fy(y) > 0 og fx(x) > 0, henholdsvis. De betingete
sannsynlighetstetthetene kan behandles som vanlige synlighetstettheter.

4. Forventning

a) Forventningsverdien til en stokastisk variabel X er definert ved

X) = ijp(xj) (diskret)
E(X) = /_OO xf(z)dx (kontinuerlig)

b) For en reell funksjon g(X) av en stokastisk variabel X er

= Z g(z;)p(x;) (diskret)
E[lg(X)] = /_00 g(x)f(z)dx (kontinuerlig)

¢) E(a+bX) =a+ bE(X)

d) For en reell funksjon g(X,Y’) av to stokastiske variabler X og Y er

Z g Ty, y] ZE,, yj) (diskret)

g(x,y) f(z,y)dyd (kontinuerlig)

=

<

B

=

I
—g -
—g

¢) Hvis X og Y er uavhengige er E[g(X)h(Y)] = E[g(X)] - E[r(Y)]

f) Hvis X og Y er uavhengige er E(XY) = E(X) - E(Y)

o) E (a ns biXZ-) —a+ S bEX,)

i=1 i=1



h) Betinget forventning:

EY|X =1;) = Zyij|X<yj|a7i) (diskret)
J
EY|X =2) = /yfyx(ylx)dy (kontinuerlig)

5. Varians og standardavvik

a) Variansen og standardavviket til en stokastisk variabel X er definert ved

b) V(X) = E(X?) — (E(X))’
¢) V(a+bX) = b V(X)

d) Hvis X3,..., X, er uavhengige har vi

i=1 i=1

i=1 j#i

f) Chebyshev’s ulikhet:

La X veere en stokastisk variabel med y = E(X) og 02 = V(X).

For alle ¢ > 0 har vi

0.2

P(X —pl>t) <

6. Kovarians og korrelasjon

a) La X og Y vare stokastiske variabler med ux = E(X), 0% = V(X),
py = E(Y) og 0% = V(Y). Da er kovariansen og korrelasjonen til

X og Y definert ved
Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — pv)]
Cov(X,Y)

0x0y

p=Corr(X,Y) =



b) Cov(X, X) = V(X)

c) Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(®Y)

d) X,Y uavhengige = Cov(X,Y) =0
)

€

Cov (CL + Zn: bzX,L , C+ Xm: d]Y;> = Zn: Zm: bideOV(XZ', Y})

i=1 j=1 i=1 j=1

f) =1 < Corr(X,Y) <1 og Corr(X,Y) = +1 hvis og bare hvis det finnes to tall
a,b slik at Y = a4+ bX (bortsett, eventuelt, pa et omrade med sannsynlighet 0)

7. Momentgenererende funksjoner

a) For en stokastisk variabel X (diskret eller kontinuerlig) er den momentgenererende
funksjonen My (t) = E(eX)

b) Hvis den momentgenererende funksjonen Mx (t) eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa bestemmer den entydig fordelingen til X

¢) Hvis den momentgenererende funksjonen My (t) eksisterer for ¢ i et apent inter-
vall som inneholder null, sa eksisterer alle momenter til X, og vi kan finne det
r-te momentet ved E(X") = M)(;)(O)

d) Ma—i—bX(t) = e“tMX(bt)

e) Hvis X og Y er uavhengige er Mx vy (t) = Mx(t) My (t)

8. Noen diskrete sannsynlighetsfordelinger

a) Binomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X =k)= (Z)pk(l —p)k k=0,1,...,n
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = (1 —p+ pe')"
Forventning: E(X) =np
Varians : V(X) =np(l —p)
X —np

np(1 —p)
nar np og n(1 — p) begge er tilstrekkelig store (minst 10)

Tilnsermelse 1: 7 = er tilnsermet standard normalfordelt

Tilnsermelse 2: X er tilnsermet Poisson fordelt med parameter A = np

nar n er stor og p er liten



b)

Addisjonsregel: X ~ binomisk (n,p), Y ~binomisk (m, p)
og X,Y uavhengige = X + Y ~ binomisk (n + m, p)

Geometrisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X=k)=(1-pklp k=1,2,...

Momentgenererende funksjon :  Mx(t) = e'p/[1 — (1 — p)e']

Forventning: E(X)=1/p

Varians:  V(z) = (1 — p)/p?

Addisjonsregel: Hvis X er geometrisk fordelt med sannsynlighet p sa er
X — 1 negativt binomisk (1, p). Derfor hvis X og Y er

geometrisk fordelte med samme p og uavhengige sa er
X +Y — 2 negativt binomisk (2, p)

Negativ binomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(X = k) = (kﬁil)p’”(l —p)* E=0,1,2,...
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = {p/[1 — (1 — p)e']}’
Forventning: E(X)=r(1-p)/p

Varians: V(X)=r(1-p)/p?
Addisjonsregel: X ~ negativ binomisk (71, p),
Y ~ negativt binomisk (7, p)
og X,Y uavhengige
= X +Y ~ negativt binomisk (1 + o, p)

Hypergeometrisk fordeling:

(]\/[) (N*]W)
Punktsannsynlighet: P(X =k) = ron=k)

Forventning: E(X)=n-2
Varians: V(X) = n%(l _ %)%:T
Tilnsermelse: X er tilnsermet binomisk (m, =) nar m er mye mindre enn n

Poisson fordelingen:

Punktsannsynlighet: P(X =k)= %e"\ kE=0,1,...
Momentgenererende funksjon : My (t) = eM<'~D

Forventning: E(X) =\



Varians: V(X)=A
, X = :
Tilnesermelse: Z = N er tilneermet standard normalfordelt
nar A er tilstrekkelig stor (minst 10)
Addisjonsregel: X ~Poisson (A1), Y ~Poisson (\y)

og X,Y uavhengige = X +Y ~ Poisson (A\; + A2)

e) Multinomisk fordeling:

Punktsannsynlighet: P(Ny =mnq,...,N, =n,) = M,L'nr,p’fl ceepl

.
Yni=n

Her er > p; =1 og
i=1 =1

Marginalfordeling: N; ~ binomisk (n, p;)

9. Noen kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

a) Normalfordelingen:

Tetthet: f(z) = ;ﬂge*(“’m/&ﬂ —00 <2 <00
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = ertes’ /2

Forventning: E(X) =p

Varians:

V(X) = o?

Transformasjon: X ~ N(u,0?) = a+ bX ~ N(a+ bu,b*c?)

X ~N(u,0?) = Z =22 ~ N(0,1)

Addisjonsregel: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%), X,Y uavhengige
)

= X +Y ~ N(ux + py, 0% + oy

Eksponentialfordelingen:

Tetthet:

f(z) = e x>0

Momentgenererende funksjon : Mx(t)=A/(A—1t) fort <A
Forventning: E(X) =1/A

Varians:

V(X) =1/

Addisjonsregel: X ~exp(\), Y ~exp(A), X ogY uavhengige

= X +Y ~ gamma(2,1/))

Gammafordelingen:

Tetthet:

f(z) = mrl(a)xa*le*a’/ﬂ x>0




Gammafunksjonen:

D(a) = [Tu*le"du
Ila+1) = ( )

['(n) = (n — 1)! nar n er et helt tall

[(1/2) =y, T(1)=1
Momentgenererende funksjon : Mx(t) = [1/(1 — Bt)]”
Forventning: E(X) = af
Varians: V(X)) = af?
Addisjonsregel: X ~ gamma(q, 5), Y ~ gamma(d, ),

X og Y uavhengige = X + Y ~ gamma(a + 4, 5)

Kji-kvadratfordelingen:
Tetthet: f(v) = Wl(nm

n er antall frihetsgrader

U(n/?)—le—v/2 v >0

Forventning: E(V)=mn
Varians: V(V) =2n

Addisjonsregel: U ~ x2 |V ~ x2 | U og V uavhengige
SU+V ~x2im

Resultat: Z ~ N(0,1) = Z? ~ x?
Students t-fordeling:

Tetthet: f(t) = %(1 + %)_(”H)/Q —00 <t <00

n er antall frihetsgrader
Forventning: E(7) =0 (n >2)
Varians: V(T) =n/(n — 2) (n>3)
Resultat: Z ~ N(0,1), U ~x2, Z,U uavhengige = Z/\/U/n ~ t,

Binormal fordeling:

Tetthet:

flx,y) =

1 1 [(r px)? +(y py)?

I — — (z—px)Y—py)
2rox oy y/ 1—p2? eXp { 2(1-p?) og( UY 2p oxOoy ] }

Marginalfordeling: X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%)
Korrelasjon: Corr(X,Y) =p

Betinget fordeling: Gitt X = x er Y normalfordelt med
forventning E(Y'|X = z) = puy + pZ- (v — px)
og varians V(Y |X = z) = 02 (1 — p?)

10



10. Ett normalfordelt utvalg
Hvis X1, Xo, ..., X, er uavhengige og N (u, 0?)-fordelte sa har vi at:

a) X=21%X;, og S?=-L3(X;,—X)? eruavhengige
i=1 i=1
b) X ~ N(u,0?/n)

n— 1)52/02 ~ Xi—1

—~

c)

11. To normalfordelte utvalg

La X1, X, ..., X, veere uavhengige og N (ux, o?)-fordelte, og Y1, Ya, . .. , Yy, uavhengige
og N(uy,o?)-fordelte. De to utvalgene er uavhengige av hverandre. La X, Y, S% og
S% veere definert i henhold til 10a). Da har vi at:

a) Sp=[(n—1)S% + (m—1)S3]/(m+n—2) eren vektet estimator for o
b) X =Y ~ N (ux — py,0%(: + L))

¢) (n+m=2)55/0% ~ X

d) XY —(px—py)

~ t
/T, 1 m+n—2
Sp n'm

12. Regresjonsanalyse

Anta at Y; = By + fix; + €31 = 1,2,...,n; hvor z;-ene er kjente tall og €;-ene er
uavhengige og N (0, 0?)-fordelte. Da har vi at:

a) Minste kvadraters estimatorer for 5y og (1 er

= s 5 (-, -Y
fo=Y — BT og 5122 521(5)_(5)2 )

b) Estimatorene i a) er normalfordelte og forventningsrette, og

2 L2 2
4 Zi:l T 5 o

RS (w8 YO =T

Var(BO) =

c) La SSE= Zl(Y; — Bo — fx;)®. Da er S2 = SSE/(n — 2) en forventningsrett

estimator for o2, og (n — 2)S%/0? ~ x2_,
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