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Oppgave 1
La A være 3× 3-matrisen gitt ved

A =

 1 −6 1
2 −6 1
0 0 1



a) (6 poeng) Vis at vektorene v1 =

 2
1
0

 og v2 =

 3
2
0

 er

egenvektorer for A og angi deres egenverdier.

Løsning: Vi har 1 −6 1
2 −6 1
0 0 1

 2
1
0

 =

 −4−2
0

 = −2

 2
1
0

 ,

og  1 −6 1
2 −6 1
0 0 1

 3
2
0

 =

 −9−6
0

 = −3

 3
2
0

 .

Dette viser at v1 og v2 er egenvektorer for A med egenverdier
henholdsvis -2 og -3.

b) (8 poeng) Finn alle egenverdiene til A og de tilhørende egenrommene.
Skriv opp en matrise P og en diagonalmatrise D slik at A = PDP−1.

Løsning: Vi har fra (a) at λ1 = −2 og λ2 = −3 er egenverdier. Vi har
videre at

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −6 1
2 −6− λ 1
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
(1− λ)(−6− λ)(1− λ) + 12(1− λ) = (1− λ)(λ2 + 5λ+ 6)

,

(Fortsettes på side 2.)
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Vi ser av dette at λ3 = 1 også er en egenverdi. Siden vi da har
tre forskjellige egenverdier har alle multiplisitet 1 og vi får fra a) at
Eλ1 = span{v1} og Eλ2 = span{v2}. Vi har

A− λ3 =

 0 −6 1
2 −7 1
0 0 0

 ,

som gir oss likningsystemet

−6x2+x3 = 0

2x1 − 7x2+x3 = 0

0 = 0.

.

Vi får da x3 = 6x2, x1 = 1
2(7x2 − x3) = 1

2x2. Setter vi x2 = 2

får vi egenvektoren v3 =

 1
2
12

, og vi har Eλ3 = span{v3}. Med

P = (v1,v2,v3) får vi A = PDP−1 der

D =

 −2 0 0
0 −3 0
0 0 1


Dvs. P diagonaliserer A.

c) (7 poeng) Finn den generelle løsningen til det homogene differensial-
likningssystemet

x′1(t) = x1 − 6x2
x′2(t) = 2x1 − 6x2

Løsning: Systemet har matrise

B =

(
1 −6
2 −6

)
,

som har egenverdier gitt ved

det(B − λI) =
∣∣∣∣1− λ −6

2 −6− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(−6− λ) + 12 = λ2 + 5λ+ 6 = 0.

Vi har

λ2 + 5λ+ 6 = 0⇔ λ =
−5±

√
25− 24

2
=

{
−2
−3

.

Setter vi λ = −2 blir egenvektorene bestemt av likningsystemet

3x1 − 6x2 = 0

2x1 − 4x2 = 0

(Fortsettes på side 3.)
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som gir oss x1 = 2x2 og
(

2
1

)
blir en egenvektor. Setter vi λ = −3

blir egenvektorene bestemt av likningsystemet

4x1 − 6x2 = 0

2x1 − 3x2 = 0

som gir oss x1 = 3
2x2. Setter vi x2 = 2 ser vi at og

(
3
2

)
blir en

egenvektor. Dette gir oss at(
x1(t)
x2(t)

)
= C1e

−2t
(

2
1

)
+ C2e

−3t
(

3
2

)
blir generell løsning av differensiallikningssystemet.

d) (8 poeng) Finn likevektspunktet (likevektstilstanden) til det inhomo-
gene differensiallikningssystemet

x′1(t) = x1 − 6x2 + 7
x′2(t) = 2x1 − 6x2 + 8

Finn en løsning x(t) av dette systemet som tilfredstiller

x(0) =

(
x1(0)
x2(0)

)
=

(
2
3

)
.

Vil denne løsningen gå mot likevekt når t → ∞ ? (Du må begrunne
svaret.)

Løsning: For å finne likevektsløsningen må vi løse likningssystemet(
1 −6
2 −6

)(
x1
x2

)
=

(
−7
−8

)
.

Vi har (
1 −6
2 −6

)−1
=

1

6

(
−6 6
−2 1

)
Dette gir oss(

1 −6
2 −6

)−1( −7
−8

)
=

1

6

(
−6 6
−2 1

)(
−7
−8

)
=

1

6

(
−6
6

)
=

(
−1
1

)

Likevektsløsningen blir derfor x0 =

(
−1
1

)
. Generell løsning på det

inhomogene systemet blir da(
x1(t)
x2(t)

)
= C1e

−2t
(

2
1

)
+ C2e

−3t
(

3
2

)
+

(
−1
1

)
og for å finne den spesielle løsningen må vi løse systemet(

x1(0)
x2(0)

)
= C1

(
2
1

)
+ C2

(
3
2

)
+

(
−1
1

)
=

(
2
3

)
,

(Fortsettes på side 4.)
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dvs. vi må løse

C1

(
2
1

)
+ C2

(
3
2

)
=

(
3
2

)
.

Vi ser direkte av dette at vi kan sette C1 = 0 og C2 = 1 og den søkte
løsningen av systemet blir da

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
= e−3t

(
3
2

)
+

(
−1
1

)
.

Siden e−3t → 0 når t → ∞ vil x(t) →
(
−1
1

)
når t → ∞. Dvs.

løsningen går mot likevektsløsningen.

Oppgave 2

a) (9 poeng) Gitt f(x, y) = x3 − 12x + 3y2x. Finn de kritiske punktene
til f og bestem deres type.

Løsning: Vi har
∂f

∂x
= 3x2 − 12 + 3y2 = 0

∂f

∂y
= 6xy = 0

.

Andre likning gir x = 0 eller y = 0. x = 0 innsatt i første liknig gir oss
y2 = 4, y = ±2 så (0,±2) blir kritiske punkter. y = 0 innsatt i første
liknig gir oss x2 = 4, x = ±2 så (±2, 0) blir også kritiske punkter. Vi
har

∂2f

∂x2
= 6x,

∂2f

∂x∂y
= 6y og

∂2f

∂y2
= 6x.

I punktene (±2, 0) blir derfor Hessedeterminanten lik

∣∣∣∣±12 0
0 ±12

∣∣∣∣ = 144 > 0 og
∂2f

∂x2
(2, 0) = 12 > 0,

∂2f

∂x2
(−2, 0) = −12 < 0.

Dette viser at (2, 0) er et lokalt minpunkt og (−2, 0) er et lokalt
makspunkt.

I punktene (0,±2) blir Hessedeterminanten lik∣∣∣∣ 0 ±12
±12 0

∣∣∣∣ = −144 < 0.

Dette viser at (0,±2) blir sadelpunkter.

b) (7 poeng) La C være kurven gitt ved parameterfremstillingen
r(t) = (t, 12 t

2), t ∈ [0, 1]. Finn kurveintegralet av funksjonen
g(x, y) = x2 + 2x− 2y langs kurven C.

Løsning: Vi har r′(t) = (1, t), |r′(t)| =
√
1 + t2, g(r(t)) = t2+2t−t2 =

2t. Kurveintegralet blir derfor lik∫
C
g(x, y)ds =

∫ 1

0
g(r(t)|r′(t)|dt =

∫ 1

0
2t
√
1 + t2dt.

(Fortsettes på side 5.)
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Substituerer vi f.eks. u = 1 + t2 er du = 2tdt og t = 0 gir u = 1, t = 1
gir u = 2 så vi får integralet∫

C
g(x, y)ds =

∫ 2

1

√
udu =

[
2

3
u

3
2

]2
1

=
2

3
(2
√
2− 1).

Oppgave 3
La D være området i (x, y)-planet gitt ved 0 ≤ x ≤ 1 og x3 ≤ y ≤ x2.

La C være randkurven til D beskrevet i positiv retning (dvs. mot klokka).

a) (6 poeng) Finn arealet av D.

Løsning: Arealet av D er gitt ved

A(D) =

∫ ∫
D

dxdy =

∫ 1

0

∫ x2

x3
dydx =

∫ 1

0
(x2−x3)dx =

[
1

3
x3 − 1

4
x4
]1
0

=
1

3
−1

4
=

1

12
.

b) (7 poeng) Gitt vektorfeltet F(x, y) = (y, x2). Bruk Greens Teorem til
å beregne linjeintegralet av F langs C.

Løsning: Sett F(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) = (y, x2). Vi har da
∂Q
∂x −

∂P
∂y = 2x− 1, og vi får ved Greens teorem;∫

C
F·Tds =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
−∂P
∂y

)dxdy =

∫ ∫
D

(2x−1)dxdy =

∫ ∫
D

2xdxdy−
∫ ∫
D

dxdy.

Vi har videre∫ ∫
D

2xdxdy =

∫ 1

0

∫ x2

x3
2xdydx =

∫ 1

0
(2x3−2x4)dx =

[
1

2
x4 − 2

5
x5
]1
0

=
1

2
−2

5
=

1

10
.

Fra a) har vi ∫ ∫
D

dxdy =
1

12
.

Tilsammen får vi ∫
C
F · Tds = 1

10
− 1

12
=

1

60
.

c) (8 poeng) Kontroler svaret du fikk i b) ved å regne ut linjeintegralet av
F langs C direkte. Er vektorfeltet F konservativt? (Du må begrunne
svaret.)

Løsning: La C1 være den delen av randkurven som ligger på y = x3

og C2 den delen som ligger på y = x2. Vi har da∫
C
F · Tds =

∫
C1

F · Tds+
∫
C2

F · Tds.

(Fortsettes på side 6.)
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C1 kan parametriseres ved r1(t) = (t, t3) , t ∈ [0, 1]. Vi har F (r1(t)) =
(t3, t2), r′1(t) = (1, 3t2). Vi får derfor:∫
C1

F·Tds =
∫ 1

0
(t3, t2)·(1, 3t2)dt =

∫ 1

0
(t3+3t4)dt =

[
1

4
t4 +

3

5
t5
]1
0

=
1

4
+
3

5
=

17

20
.

C2 kan parametriseres ved r2(t) = (t, t2) , t ∈ [0, 1], men denne
parametriseringen er motsatt orientert enn den orienterringen vi skal
ha, så vi får ∫

C2
F · Tds = −

∫ 1

0
F (r2(t)) · r′2(t)dt.

Vi har videre F (r2(t)) = (t2, t2) og r′2(t) = (1, 2t) så vi får;∫
C2

F·Tds = −
∫ 1

0
(t2, t2)·(1, 2t)dt = −

∫ 1

0
(t2+2t3)dt = −

[
1

3
t3 +

1

2
t4
]1
0

= −(1
3
+
1

2
) = −5

6
.

Vi får derfor ved direkte utregning:∫
C
F · Tds = 17

20
− 5

6
=

51− 50

60
=

1

60
.

Vi hadde i b) at ∂Q
∂x −

∂P
∂y = 2x− 1, så ∂Q

∂x 6=
∂P
∂y som viser at F ikke er

et konservativt vektorfelt. Dette følger også siden C er en lukket kurve
og vi viser i b) og over at ∫

C
F · Tds 6= 0.

SLUTT.


