Vidar Christiansen

Econ 2200 H04 Litt om anvendelser av matematikk i samfunnsøkonomi.

Et viktig formål med kurset er at matematikk skal kunne anvendes i økonomi, og at de matematiske anvendelser skal kunne forklares økonomisk. Tenk deg at du skal forklare saken for en person som ikke kan matematikk. Hva vil du da si? 

Eksempler på dette er:

1)  Det skal kunne forklares hva en funksjon uttrykker økonomisk.

2) Første- og andrederiverte og elastisiteter skal kunne gis økonomiske tolkninger.

3) Betingelser for et optimum (maksimum eller minimum) skal kunne gis økonomiske tolkninger. 
4) Det skal kunne forklares hva ligninger uttrykker økonomisk.

5) Du skal kunne bruke matematikk til å finne virkninger av endringer i visse forhold på økonomiske størrelser. For eksempel hvordan påvirkes produksjonen av en kostnadsendring eller prisendring? Eller hvordan påvirkes likevekten i ett marked av at det skjer noe i et annet marked? 

Nedenfor skal jeg utdype disse punktene og legge inn noen øvelser som kan gi litt å arbeide med i den undervisningsfrie uka etter påske. 

Litt om funksjoner og ligninger.
En funksjon skrives ved hjelp av et funksjonssymbol. Når vi sier en variabel y er en funksjon av en annen variabel x og uttrykker dette ved at y=f(x), betyr dette at det eksisterer en sammenheng av typen 
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, eller tallrike andre muligheter. Til enhver tillatt verdi av x svarer en entydig verdi av y. At y=f(x) betyr generelt ikke at y er lik en konstant kalt f ganger x. Når vi refererer til en kostnadsfunksjon c(x), tenker vi på at c er et generelt funksjonssymbol. Merk at parentesen er viktig. Står det for eksempel cx, betyr det at c skal ganges med x. Refererer vi til en etterspørselsfunksjon e(p), der p angir pris, at e er et generelt funksjonssymbol. 
Noen ganger er det viktig bare å forstå hva det innebærer at en økonomisk størrelse er funksjon av visse variabler. Hva betyr det for eksempel at priselastisiteten til en vare er en funksjon av prisen? Det betyr at generelt vil verdien av priselastisiteten variere med prisen, p, (selv om samme verdi for alle p er et mulig spesialtilfelle), og til hver pris svarer det en bestemt verdi på priselastisiteten. Test dette ved å se på en lineær etterspørselsfunksjon 
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 (der a>0). 

Anta du får oppgitt at etterspørselen etter en vare betegnes med x og prisen er p, og følgende funksjonssammenheng gjelder: x=e(p) der e’(p)<0. Da er tolkningen av dette at det til hver pris svarer en gitt etterspørsel og jo høyere denne prisen er, jo lavere er etterspørselen. Omvendt hvis vi antar at tilbudet av en vare avhenger av prisen produsentene mottar, og at tilbudet blir større jo høyere prisen er, kan vi matematisk uttrykke dette ved at x=t(p) der t’(p)>0 (når vi gjerne stilltiende antar at t-funksjonen er deriverbar).  Du skal også ofte kunne tolke hva den andrederiverte sier og hva elastisiteten mhp argumentverdien uttrykker. Hva betyr det for eksempel at e’’(p)>0?

Betrakt den antakelsen at prisen innstiller seg slik at det blir markedslikevekt (markedsklarering) i den forstand at etterspørsel er lik tilbud. Da kan dette uttrykkes matematisk ved at e(p)=t(p). Tolkningen er altså nettopp at vi får den verdi av p som løser denne ligninga, og som altså har tolkning som likevektspris (= den pris som gir markedsklarering). 

Det er også viktig å forstå funksjonsfunksjoner økonomisk sett. Tenk deg at et monopol skal fastsette hvilken pris det skal ta. Anta at kostnaden c er en funksjon av produktmengden y: c(y). Anta videre at monopolet møter etterspørselsfunksjonen y(p). Da trenger vi å sette y(p) inn  i c(y) og få c(y(p)), som uttrykker kostnaden som en funksjon av prisen. Fortjenesten 
[image: image4.wmf]p

som funksjon av p blir da 
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=py(p)-c(y(p)). Som øvelse: Utled førsteordensbetingelsen for optimalt valg av p, og omformuler uttrykket slik at du får inn priselastisiteten.  Dette er et eksempel på optimalisering, som vi nå ser litt nærmere på.
Optimalisering.

Ofte bruker vi matematikk til å analysere hva som er optimal atferd for en økonomisk aktør. Her er et nytt eksempel.
Anta at en bedrift maksimerer overskuddet 
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=px-c(x) der p er gitt pris på den varen som produseres, x er produsert mengde og c(x) er kostnaden når det produseres x enheter. For enkelhets skyld tar vi nå som gitt at det er lønnsomt å  produsere, slik at profitten blir størst for en verdi av x >0. Første- og andreordensbetingelsene for profittmaksimum er da
p-c’(x) =0    (1)

og 

-c’’(x)<0.     (2)

Hva er betydningen av (1) og (2) økonomisk sett?

c’(x) angir tilnærmet økningen i kostnader når produktmengden øker med én enhet og kalles grensekostnaden. Den er også kostnadsbesparelsen ved å redusere produksjonen med én enhet. (1) impliserer at i optimum skal denne være lik prisen. Hvis det ikke var slik ville det være mulig å øke fortjenesten. Anta at c’(x)<p. Da ville en ekstra enhet koste mindre å produsere enn den pris den kan selges for, og en kan øke fortjenesten ved å produsere en enhet til. Anta at c’(x)>p. Da ville en spare mer i reduserte kostnader ved å redusere produksjonen med én enhet enn den inntekt en taper ved å miste salgsprisen for denne enheten.  Altså ville en øke fortjenesten ved å redusere produksjonen med én enhet. 
Implikasjonen av at andreordensbetingelsen er oppfylt, er at c’’(x)>0, dvs at i optimum er grensekostnaden stigende mhp kvantum. Jo mer en produserer, jo mer koster det å produsere en marginal enhet. 

Her er en liten testoppgave.
Anta at en produsent har to produksjonsanlegg og produserer mengden 
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 i det ene der kostnadsfunksjonen er c(
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i det andre der kostnadsfunksjonen er k(
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(a) Hvordan vil produsenten fordele sin totale produksjon på de to anleggene? Utled første- og andreordensbetingelser. (Hint: Betrakt den totale produksjonsmengden som gitt).

(b) Se på det spesialtilfellet at k-funksjonen er gitt ved k(
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 der a er en positiv konstant. 

( c) Gå tilbake til den generelle k-funksjonen. Anta at produsenten er prisfast kvantumstilpasser. Hvordan fastsetter produsenten totalproduksjonen og fordelingen på anleggene for å maksimere profitten? 
Implisitt derivasjon.

En teknikk som brukes mye i samfunnsøkonomi er implisitt derivasjon. Ofte kan en oppfatte en variabel, y, som en implisitt definert funksjon av en annen, x, og en vil finne virkningen på y av en endring i x. Dette gjøres ved implisitt derivasjon. En variabel kan være implisitt definert som en funksjon av en annen på flere måter. Her er to eksempler, delvis i form av øvingsoppgaver.

1) Anta at mengden av boliger er gitt lik B og at etterspørselen etter boliger er gitt ved funksjonen D(p,r) der p er boligprisen og r er renten, som vi oppfatter som eksogent gitt (av sentralbanken).  Boligetterspørselen er en fallende funksjon av p og en fallende funksjon av r. Likevektsbetingelsen for boligmarkedet er da D(p,r)=B. Siden B er en gitt parameter, kan vi i prinsippet for hver verdi av r løse denne ligninga mhp p og altså finne likevektsprisen. Det vil svare en likevektspris til hver verdi av r, mao kan p betraktes som en funksjon av r. I dette eksemplet opptrer p og r som argumenter i samme funksjon.

Vis at effekten av en renteendring på likevektsprisen i boligmarkedet kan uttrykkes ved 
[image: image13.wmf]/

/

dpDr

drDp

¶¶

=-

¶¶

<0.

2) Anta at etterspørselen etter elektrisitet er en funksjon av el-prisen p: E(p), der E’(p)<0. Tilbudet av elektrisitet er (på kort sikt) en funksjon av nedbøren n: T(n), der T’(n)>0. Markedsklareringsbetingelsen er da E(p)=T(n) (etterspørsel er lik tilbud). For hver verdi av n kan vi finne p, og vi kan betrakte p som en funksjon av n. Her er p og n argumenter i forskjellige funksjoner. 

Vis at effekten av nedbøren på el-prisen kan uttrykkes ved 
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Gå tilbake til eksemplet med to produksjonsanlegg og k(
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 (#b). Vis ved implisitt derivasjon hvordan produksjonsfordelingen mellom anleggene påvirkes dersom a øker. 

Her er en liten oppskrift på derivasjon av implisitt gitt funksjon. En implisitt definert funksjon er alltid definert ved en (eller flere) ligning(er). 

1) Derfor er punkt én å skrive opp den ligninga som implisitt definerer den aktuelle funksjonen.

2) Sett så den implisitt definerte funksjonen inn i denne ligninga.

3) Deriver denne ligninga med innsatt funksjon mhp på argumentet i den implisitt definerte funksjonen.

4) Løs for den deriverte du skal finne. 

Eksempel. Anta at funksjonen er x(p) som er implisitt definert ved produsenttilpasningen i optimaliseringseksemplet ovenfor. La oss da anvende oppskrifta i punktene 1)-4). 

1) Ligninga er ligning (1):  p-c’(x) =0. Hver gang vi setter inn en verdi for p kan vi regne ut x, og da har vi en regel som til hver verdi av p gir oss x, altså er x en funksjon av p.

2) Vi setter x(p) inn i ligninga og får p-c’(x(p))=0.
3) Vi deriverer mhp p, bruker bl.a. kjerneregelen og får 1-c’’(x)x’(p)=0.

4) Vi løser mhp x’(p) og får 
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. Merk at vi kan finne fortegnet på den deriverte siden en implikasjon av andreordensbetingelsen er at c’’(x)>0.
Økonomiske tolkninger og forklaringer.
Det er mange eksempler på økonomisk forklaring av matematikk i læreboka, i forelesningene og i seminaroppgavene. Les læreboka og forelesningsnotatene og repeter seminaroppgavene med dette for øyet. 

Skriv fullstendig

Selv om vi ofte bruker forkortelser som MR, MC, MRS, osv. er det ikke nok å slenge opp disse for å forklare økonomisk innhold. Du må skrive ut hva saksforholdet egentlig er. For eksempel er det ikke nok å skrive at vi ser at MR=MC. Du må forklare i ord hva dette sier (og at det dreier seg om noe annet enn en MC-klubb!). Det er også fint om du ikke bare skriver at grenseinntekt er lik grensekostnad, men viser at hvis dette ikke gjelder, er det mulig å øke fortjenesten (jfr. diskusjonen ovenfor i tilfellet med prisfast kvantumstilpasning).
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