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1 INNLEDENDE EMNER. ELEMENTAR ALGEBRA 1

1 Innledende emner. Elementaeer algebra
1.1

1. Trenger egentlig ikke noen ytterligere forklaringer.

1.2

10. (a) Siden 25° - 25 =25°T* farvi5 4+ x = 3, og dermed x = —2.
(b) 3% — 372 =3""2(32 — [) = 3*2. 8, slik at 3* 2 = 3, og dermed er x = 3.
(c)3* -3 1 =321 =81 =3%narx =5/2. (d)3°+3°4+3°=3.3> =35 slikat x =6.
()40 +404+4764476=4.4"6=47 dlikatx = —5.
(f) 226 _ 223 B 223(23 _ 1) _ 7

226 4 223 - 223(23 T = 5, slik at x = 7.

1.3

5. () Qt—1D(2=2t4+1) =2t(>=2t+1)— (> =2t +1) =263 =42 42t — 1242t — 1 =263 =512 +4r —1
b @+D>+@—1>=20@+Da@a—-1)=a’>+2a+1+a*>—-2a+1-2a>+2=4
© +y+2 2 =@+y+2Dx+y+2)=xCx+y+2)+yx+y+2)+zx+y+2)
= xr+xy+xz+yx+y +yz+ax+ay+22 = x4+ y 4+ 22+ 2xy + 2xz + 2z
(d Medu =x+y+zogv=x—y—zer(x+y+2°—@x—y—22=u?—0v>=w@+v)u—v) =
2x(2y +2z) = 4xy + 4xz.

1.4

10. (a) Gal. For x = 1 er venstresiden lik 4 og hgyresiden lik 2. (Vi har at (2¥)% = 2%*))
(b) Rett fordi a? =4 = a”/a? (c) Rett fordia=? = 1/a” (d) Gal. Forx = 1 farvi 5 = 1/5.
(e) Forx = y = 1 far vi a? = 2a, som vanligvis er feil. (Retter a*™ = a*a”.)
() 2V . 2V = 2V YT ikke 2V

1.5

5. Multipliser teller og nevner med hhv.: (a) vV7 —+/5 () V5 —+3 ©V3+2 (d)«x VY — /X
) vVx+h+.J/x (f)1—+/x+ 1. (Dubgr da etter noe regning fa fasitsvarene.)
7 1 1 x+2 x—2 x+2—x+2 4
T T T o201 G D62 G-Dutd -4
(b) Siden 4x +2 = 2(2x + 1) og 452 — 1 = 2x + D(@2x — 1), er 2(2x + 1)(2x — 1) minste felles
multiplum. Dermed far vi at uttrykket blir

6x +25Qx — D) =262 +x—2)  21@x—-1) 21
22x + H2x — 1) T22x+DRx—1)  2Q2x+1)

1852 a 180 — a(a — 3b) + 2(a*> — 9b?) a(a +3b) a
© 2o gy T (a + 3b)(a — 3b) T (@+3b)a—3b) a-3b
(d)L— 1 n 1 =a2—4—a(a—2)—|—8a: 2(5a —2) _ S5a —2

8ab 8b(a+2) b(a?—4) 8ab(a? — 4) 8ab(a?> —4)  4ab(a’ —4)
2t — 12 5t 2%\ tQ-1n 3  —t(t—2) 3t =3
(e)t+2'(t—2_t—2>_ t+2 -2 142 t—-2 t+42

a I—L —l a I_L
(f) ( 2“):a 2=4a—2,slikat2—w:2—(4a—2)=4—4a=4(1—a)
0.25 1 0.25
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8.

10.

1.6
3.

1 INNLEDENDE EMNER. ELEMENTAR ALGEBRA

2 1 2+ D) +x —3x(x+1) 2-3x?
@-+—--3= =
x  x+1 x(x+1) x(x+1)
) t r 2= —t@2t+1) =2
2041 2t—1 Qt+DQr—=1) — 42—1
© 3x 4x 2x — 1 3x(x —2) +4x(x+2)—2x —1)  TxZ+1
c - - = =
x+2 2—x (x=-2(x+2 x=2)(x+2) x2—4
1 1 1 1
@ [x+1/y _ A/x+ /y)xy=y+x=x+y
1/xy (1/xy) - xy 1 | 1
1 1 xX>—(x+h? h(=2x—h) .  (x+h? x2 —2x—h
e ————= = , slik at =
(x +h)? x2 x2(x + h)? x2(x + h)? h x2(x + h)?

10x2 2x

(f) Multipliserer vi telleren og nevneren med x> — 1 = (x 4+ 1)(x — 1), far vi = .
Sx(x—1) x-—1

@ b k== = sk (- 1) T = ()7 =200 =400
(b) n— n — n-n o n? :n(n—l)—n2: -n
1—-1/n (1_1/,1),” n—1 n—1 n—1
(c) Hvis P=4 daer ! + ! ! + ! ! + =
visu = xP74, = = =
14+xp9 14x477 14u 14+1/u 14u 1+u
L, -1
@ A1 2o)C Y i x 42 o
2 ) T3 —x—=2x42 (x+2x2=2x+1) (=12
x———|(x*—=1)
1
Dersom du ikke er fortrolig med regning med ulikheter, kan det vare lurt & forst teste ulikhetene pa noen

spesielle verdier av variablene. For eksempel i (a): Er denne rett for x = 0? Ja, da sier den at —2 < 0,

som er rett. Hva med x = 2? Da sier den at 4 < 0, som er galt.
2 1 2 1 4

al +3 >1& 1 1>0<% )iS > 0. Bruk sa et fortegnsdia-
X — X — X —
gram. (En alvorlig feil er & multiplisere den gitte ulikheten med x — 3, uten & anta at x — 3 > 0. Hvis du
multipliserer med x — 3 nér dette tallet er negativt, ma ulikhetstegnet snus!)
(c) Fra a’> < 25 ser vi med en gang at —5 < x < 5. (Alternativ: 562 < 125 & > —-25 <0 &

(a —5)(a +5) < 0. Bruk sa et fortegnsdiagram.)

(a) Bruk fortegnsdiagram. (b)

Et fortegnsdiagram avslgrer at ulikheten er oppfylt for =7 < x < —2.

(e) Ulikheten er ekvivalent med — — E <0, dvs. m < 0. Bruk sé et fortegnsdiagram. (Merk

at for n = 0 har ulikheten ingen nqening. Forn = 160 hag vi likhet.) (f) Lett: g(g —2) < 0 osv.

(g) p*> —4p +4 = (p — 2)°, og ulikheten reduseres til le > 0. Brgken har ingen mening hvis
. -n—2 —(rlz)—_22—2n—8 —3n—10

p = 2. Konklusjonen fglger. (h) P -2>0¢ T >0 W > 0, osv.

(i) Se fasiten og bruk et fortegnsdiagram. (Ikke forkort med x?. Hvis du gjgr det, vil x = 0 opptre som
en gal lgsning.)
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4.

1 INNLEDENDE EMNER. ELEMENTAR ALGEBRA 3

(a) Bruk et fortegnsdiagram.  (b) Ulikheten er ikke oppfylt for x = 1. Hvisx # 1, er den opplagt oppfylt
for x +4 > 0, dvs. x > —4 (fordi (x — 1)? er positiv nar x # 1). (c) Fasiten er feil. Rett: 1 < x < 2.
Bruk et fortegnsdiagram. (d) Ulikheten er ikke oppfylt for x = 1/5. Hvis x # 1/5, er den opplagt
oppfylt for x < 1. (e) Bruk et fortegnsdiagram. ((5x — 1)!' < 0 hvis x < 1/5, > 0 hvis x > 1/5.)

3x— 1 —(1+x?
() x w >0 < x < 0. (14 x? er alltid positiv.)

3x — 1
>x4+3&¢ ———-—x+3)>0<«
X

X
) 2
% <0osv. (x2—4dx+4=(x—22>

Oox#2 DX +2x2+x=xx’4+2x+D)=x(x+12<0sx<0)

@0 2 o 1e ™2 0o
— < 2x— ——(2x-1 <
gx+3 x+3

Repetisjonsoppgaver for kapittel 1

4.

13.

17.

18.

22,

(@) Cx)* =2%*=16x* )27' =47 ' =1/2—-1/4=1/4,slikat 7' =471 =4

(c) Forkort med den felles faktoren 4x2yz%. (d) —(—ab®) 3 = —(=1)3a3b° = a=3b7?, slik at
5.3 -2 6

[_(_abS)—S(a6b6)2]3 — [a—3b—9a12b12]3 — [a9b3]3 — a27b9 (e) a a a _ a_ — a3

x\3 8773 X893 5\-3 —15 o ’
O[(3) =] =lgm] e =

. Alle er enkle, unntatt (c), (g) og (h): (c) -3 («/— — \/6) = -3+3/6=-3+3/3/2

=-343V2 @U+x+224+x)0-0)=U+x+x2+x) -0 +x+x2+xHx=1—x*
M A+0)*=0+020 +x)2 =14 2x +x2)(1 + 2x + x2) osv.

(a)og(b)erlette. (c)ax+ay+2x+2y =ax+2x+ay+2y =(@a+2)x+@+2)y=@+2)(x+y)
(d)2x2 —5yz 4 10xz — xy = 2x% 4+ 10xz — (xy +5yz) = 2x(x +52) — y(x +52) = (2x — y)(x + 52)
@pP-*+p—ag=p-P+D+P-=pP—-p+q+1) Ouw+v}—u?v—v?u=
w— v+ 0P —viu =P —v) + 02w —u) = w— )W —v?) = U —v)(U — v)(u +v)

s s _s(2s+l)—s(2s—1)_ 2s

@ T T m 1T oD@t &1

o o _lmx 2 Gt -(-0e-d-M_ Tatd T
3—x x4+3 x2-9 (x —=3)(x+3) T (x=3)(x+3) x-3

o LY y—x 1
(c) Multipliser teller og nevner med x?y?. Det gir = =
yi=x2 (- +x) x+y

(a) Forkort med 25ab. (b) x> — y?> = (x + y)(x — y). Forkort med x + y. (c) Brgken kan skrives
(2a — 3b)? _ 2a—3b q 4x—x xQ2-x)Q2+x) xQ2+x)

(2a — 3b)(2a +3b)  2a+3b’ ( )4—4x+x2 T 2-xr  2—x

Se pa figur M1.R.22. La arealet veere A. Da er arealet A lik summen av arealene av trekantene ABP,

BCP og CAP,slik at %shl + %shz + %sh3 = A. Dermed er h| + hy + h3 = 2A/s, som er uavhengig

av hvor P er plassert.

Figur M1.R.22
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2

2.1
3.

2.2

3.

2.3
2.

2 INNLEDENDE EMNER. LIKNINGER

Innledende emner. Likninger

(a) Verken x = —3 eller x = —4 kan vare lgsninger, siden en nevner blir 0. Multiplikasjon av likningen
med fellesnevneren, (x +3)(x +4), gir (x —3)(x +4) = (x +3)(x —4), eller 2x = 0, og derforer x = 0
eneste lgsning.  (b) Verken x = —3 eller x = 3 kan veare Igsninger. Multiplikasjon med fellesnevneren

(x —3)(x+3) gir3(x +3) —2(x —3) = 9,som gir x = —6. (c) Her er x = 0 ikke en Igsning.
Multiplikasjon med fellesnevneren 15x gir 18x% — 75 = 10x> — 15x + 8x2, som gir x = 5.

(a) Multiplikasjon med fellesnevneren 12 gir 9y — 3 — 4 + 4y + 24 = 36y, slik at y = 17/23.

(b) Verken x = 0 eller x = —2 er Igsninger. Multiplikasjon med 2x(x + 2) gir 8(x + 2) + 6x =

2(2x +2) 4+ 7x,slikat x = —4. (c)Verkenz = —1/2,z 2: —21 eller z = 1 er Igsninger. Multiplikasjon
—27—2z

(I-2(1+z) 2z+1

(1-2)Qz+1) gir —32)2z+1) = 6 —62% slikatz =4. (d)Vifark -2 -1+ 2142 =_1

Multiplikasjon med fellesnevneren 24 gir en likning med lgsningen p = 15/16.

av teller og nevner i den fgrste brgken med 1 — z gir

. Multiplikasjon med

Hvis x er antall liter per minutt som kommer fra den “tregeste” kranen (den som bruker 60 minutter pa
a fylle karet), er antall liter i et fullt kar 60x. De to andre kranene gir henholdsvis 2x og 3x liter per
minutt. Tiden som trengs for a fylle karet om alle de tre kranene brukes (om ikke trykket reduseres nar
alle kranene brukes), er da 60x/(x + 2x + 3x) = 60x/6x = 10 minutter.

a+b a b 1 /1 1

(a) Multiplikasjon med abx gir b 4+ a = 2abx, slik at x =

2ab ~ 2ab ' 2ab 2\a b

(b) Multiplikasjon med cx + d gir ax + b = cAx + dA, slik at x = (dA — b)/(a — cA).
(c) Multiplikasjon av likningen med x'/? gir 1p = wx!/2, og dermed x'/? = p/2w, slik at, ved &
kvadrere hver side, x = p?/4w?. (d) Multiplikasjon av hver side med /1 + x gir 1 +x +ax = 0, slik
atx = —1/(1+a). (e) x> =0b?/a? slikatx = +b/a. (f) Vi ser gyeblikkelig at x = 0.

@ax—a=px—b<s (0«—B)x =a—b,slikatx = (a —b)/(x — p).

(b) Kvadrering av hver side av ,/pq = 3q + 5 gir pq = (3q + 5)2, slik at p = (3¢ + 5)%/q.
©Y=94+02(Y —(20+0.5Y)) =94+ 0.2Y —4 —0.1Y, slik at 0.9Y = 90, og daer ¥ = 100.
(d) Opphgy hver side i fjerde: Kzﬁl{ = 0% slik at K® = 2wQ*/r, og dermed K = (2wQ*/r)"”.

(e) Multiplikasjon av teller og nevner i brgken til venstre med 4K /2 L3/ gir 2L /K = r/w. Herav far vi
L =rK/2w. (f) Opphgy hver side i fjerde: %p“K’1 %i = r*. Det fglger at K—' = 323w/ p*, slik

at K = §p4r’3w’l.

1 1 T

1 —1 tT
(a) — = PR slik at s = Tt (b) VKLM = B + L gir KLM = (B + aL)?, og
s _

dermed M = (B + «L)?/KL. (c) Multipliser hver side med x — z: x — 2y 4+ xz = 4xy — 4yz, eller
(x +4y)z =4xy —x +2y,slikat z = (dxy — x +2y)/(x + 4y).
(dV=C—-CT/N,slikat CT/N =C —V ogderforT =N —-V/C).

(@) x> —5x4+6 = x2=5x+(5/2)>4+6—(5/2)% = (x=5/2)>—(1/2)> = (x=5/2—1/2)(x=5/241/2) =
(x=3)x =2 =0forx =20gx =3 By —y—12=y"—y+(H?>-12-3)? =
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2 INNLEDENDE EMNER. LIKNINGER 5

O-H2=2 =G-Hy+3)=0fory =4ogy = -3 (c)2x>+60x +800 = 2(x> +30x +400) =
2(x% 4+ 30x + 15% + 400 — 225) = 2(x + 15)? + 350. Ingen nullpunkter og ingen faktorisering.
-1+ Jx+3i=—3[x—(1+V3)][x—(1-+3)]=0forx=1£+3

(@ m?—5m—3=[m—3(5++37)][m—3(5-+37)]=0form = 1(5++/37)
®0.1p>+p—24=01(p—-2)(p+12) =0for p=2and p = —12

5. (a) Se fasiten. (b) Hvis det fgrste naturlige tallet er n, da er det neste n + 1, slik at kravet blir at

n? 4+ m+ 1% =13,eller2n® +2n — 12 =0, dvs. n> +n — 6 = 0, med Igsningene n = —3 ogn = 2,
slik at de to tallene er 2 og 3. (Hvis vi gnsker heltallige lgsninger, far vi —3 og —2 i tillegg.)
(c) Hvis den korteste siden er x, er den andre x + 14, slik at Pythagoras’ setning gir X2+ (x+14)2 = (34)?,
eller x> 4 14x — 480 = 0. Lgsningene er x = 16 og x = —30, slik at den korteste siden er 16 cm og
den lengste 30 cm. (d) Hvis den vanlige hastigheten er x km/h og den vanlige tiden som brukes er ¢
timer, da er xt = 80. 16 minutter er 16/60 = 4/15 timer, slik at det a kjgre med hastighet x + 10 i
t —4/15 timer gir (x + 10)(r — 4/15) = 80. Den fgrste likningen gir ¢+ = 80/x, som innsatt i den andre
gir (x + 10)(80/x — 4/15) = 80. Omordning gir x> + 10x — 3000 = 0, som har positiv Igsning x = 50.
Hans vanlige hastighet er derfor 50 km/t.

2.4

4. (a) Hvis de to tallene er x og y,er x + y = 52 og x — y = 26. Addisjon av de to likningene gir 2x = 78,
slikatx = 39,0gdaery =52 -39 = 13. (b) Laen stol koste x og et bord y. Daer 5x 4+ 20y = 1800
og 2x + 3y = 420. Lgsningen av dette systemet er x = 120 og y = 60.
(c) La antall enheter produsert av kvalitet B veere x. Da vil det bli produsert x + %x = %x enheter av
kvalitet A, og vi far at 300 - %x + 200x = 13000, eller 650x = 13000, slik at x = 20. Derfor bgr det
produseres 30 enheter av kvalitet A og 20 enheter av kvalitet B.
(d) Hvis hun investerer x til 15 % og y til 20 %, da er 0.15x + 0.2y = 275. Dessuten er x + y = 1500.
Lgsningene er x = 8000 og y = 2000.

2.5
2. (a) Siden 5 + x? aldri er 0, er det ingen Igsninger.
2 2
142 1
(b) Likningen er ekvivalente med m =0, eller m =0, slikat x = —1.
x2+1 x2+1
(c) x = —1 er opplagt ingen Igsning. Multiplikasjon med (x + 1)?/3 gir at nevneren er lik x 4+ 1 — %x,

somer O forx = —3/2. (d) Multiplikasjon med x — 1 og omordning gir x(2x — 1) = 0, og dermed er
x =0ellerx =1/2.

3. (a) z = O eren Igsning. Hvis z # 0, gir forkorting med z° at z — a = za + zb, eller z(1 — (a + b)) = a.
Hvisa +b # l,erz =a/(1 — (a + b)). Hvis a + b = 1 er det ingen Igsninger med z # 0.
(b) Likningen er ekvivalent med (1 + A)u(x — y) =0, slikat A = —1, u = Oeller x = y.
(c) u = %1 gjgr likningen meningslgs. Multiplikasjon med 1 —u? gir A(1 — ) = —A, dvs. A2 —pu) = 0,
slik at A = O eller u = 2.
(d) Likningen er ekvivalent med b(1 + X)(a —2) =0, slikatb =0, L = —1ellera = 2.

4. (a) Den fgrste likningen gir x(x — 2y) = 0, slik at x = 0 eller x = 2y. Hvis x = 0 gir den andre
likningen y = 0. Hvis x = 2y reduserer den andre likningen seg til —4y> + 4y = 0, eller y(1 — y) =0,
med Igsningene y = O eller y = 1. For y = 1 er x = 2. De to Igsningene er derfor (0, 0) og (2, 1).

© Knut Sydsater, Arne Strgm 2010



6

2.6
5. (Denne kan visst ogsé trenge noen tips.) (a) x +2 = V/4x + 13 = (x +2)? = (V4x + 13)? —

2 INNLEDENDE EMNER. LIKNINGER

(b) Den fgrste likningen gir y = x, som innsatt i den andre likningen gir y(3y 4+ 2) = 0, og dermed er
y = 0eller y = —2/3. De to Igsningene er derfor (0, 0) og (—2/3, —2/3).

(c) Den siste likningen gir x = —2y, som innsatt i den fgrste likningen gir —y(5 + 12y) = 0, og dermed
ery = 0eller y = —5/12. De to lgsningene er derfor (0, 0) og (5/6, —5/12).

(d) Den fgrste likningen gir x = %yz, som innsatt i den andre likningen gir y>(3 — % y) = 0, og dermed
er y = O eller y = 6. De to Igsningene er derfor (0, 0) og (9, 6).

(e) Den siste likningen gir x = 0 eller y = 0. x = 0 passer i den fgrste likningen for alle y. For y = 0
gir den fgrste likningen 2x(2x2 — 1) = 0 og dermed er x = 0 eller x = :I:%\/E Lgsningene er derfor
0,17) dert € R, og (:I:%\/E, 0). (f) Av de to likningene fglger det at 2y = 2x — 1, som innsatt i den
ﬁ =2x —1,eller4x? — 3x — 1/2 = 0, med Igsningene x = %(3 + «/ﬁ). De
to lgsningene er derfor (%(3 +/17), %(—1 +/17)) og (%(3 —J17), %(—1 —J17)).

siste likningen gir

X2 44x+4=4x+13 & x? =9 & x = +3. Viserat hvis x passerix +2 = /4x + 13, sd ma x
vere lik 3 eller —3, men det er ikke sikkert at disse x-verdiene passer i den gitte likningen. Problemet er
at implikasjonen == bare gér fra venstre mot hgyre — vi kan ikke slutte den andre veien. (Om a2 = b2,
sa vet viatentenera = b ellera = —b.) Ved a sette prgve finner vi at x = 3 passer i den gitte likningen,
mens x = —3 ikke passer. (For x = =3 far vix +2 = —1, mens +/4x + 13 = V1i=1) Likningen har
altsa den ene lgsningen x = 3.

(b) Kvadrerer vi begge sider i likningen |x + 2| = /4 — x, far vi

X+2P=(Wd—x)? & x+2°=4—x < x*+4x+4=4—x
— x?45x=0 < x(x+5)=0.

Den siste likningen har lgsningene x = 0 og x = —5. (Et produkt er jo lik O nettopp nar minst en av
faktorene er lik 0.) Ved innsetting kontrollerer vi lett at bade x = 0 og x = —5 er lgsninger av den
opprinnelige likningen.
(c) Hvis x > 0, sd er |x| = x, og vi far likningen x%2 —2x — 3 = 0, som har rgttene x; = 3 ogx = —1.
Siden vi har antatt at x > 0, er det bare x; = 3 som passer i dette tilfellet.

Hvis x < 0, sd er [x| = —x, og vi far x> + 2x — 3 = 0, med rgttene x3 = 1 og x4 = —3.
Siden vi na skal ha x < 0, er det bare x4 som passer her. (Alternativ Igsning: Siden x2 = |x|2, far vi
annengradslikningen |x|> — 2|x] — 3 = 0, som har Igsningene |x| = 3 eller |[x| = —1. Bare x| = 3 er

mulig, siden |x| > 0.)

. (a) Hvis (i) /x —4 = +/x +5—09, da far vi ved 4 kvadrere hver side (i) x —4 = (v/x +5—9)%, som

reduserer seg til «/x + 5 = 5, slik at x + 5 = 25, og dermed x = 20. Dette viser at hvis x er en lgsning
av (i), da er x = 20. Ingen andre verdier av x kan oppfylle (i). Men nar x = 20 er venstresiden av (i)
V16 = 4, mens hgyresiden er v/25 —9 = 5 — 9 = —4. Likningen har derfor ingen lgsninger. (Merk at
42 = (=4)2, dvs. kvadratet av venstresiden er lik kvadratet av hgyresiden. Dette forklarer hvorfor den
falske “Igsningen” x = 20 kom inn.)

(b) Hvis x er en Igsning av (iii) v/x —4 = 9 — /x + 5, da far vi akkurat som i (a) at x ma vare en
Igsning av (iv) x —4 =9 —+/x+5 )2, Herer (9 — v/x +5)? = (vx + 5 — 9)2, slik at likning (iv) er
ekvivalent med likningen (ii) i (a). Dette betyr at (iv) har akkurat én 1gsning, nemlig x = 20. Substituere
vi denne verdien av x i likning (iii), finner vi at x = 20 er en lgsning av (iii).
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2 INNLEDENDE EMNER. LIKNINGER 7

En geometrisk forklaring pa resultatene kan gis med referanse til fglgende figur:

Rty S y=9—-Vx+5
5,,
54
y=+x+5-9
/
Figur M2.6.6

Vi ser at de to helopptrukne kurvene i figuren ikke har noen punkter felles, dvs. uttrykkene +/x — 4 og
V/x + 5 — 9 er ikke like for noen verdi av x. (Det er faktisk slik at differensen /x — 4 — (v/x +5 —9)
vokser med x, slik at kurvene ikke skjerer hverandre lenger ute til hgyre heller.) Dette forklarer hvorfor
likningen i (a) ikke har Igsning. P4 den annen side vil den stiplede kurven y = 9 — \/x + 5 skjare grafen
til y = +/x + 5 for x = 20 (og bare der), som gir Igsningen i (b).

7. (a) Her har vi “hviss” siden Vi =2. (b) Et fortegnsdiagram viser at x (x + 3) < 0 akkurat nér x ligger
i intervallet (—3, 0). Derfor har vi en implikasjon fra venstre mot hgyre (dvs. “bare hvis”), men ikke i
den andre retningen. (Hvis f.eks. x =1 > —3,erx(x +3) =4) (©)x> <9 <= —3 <x < 3,slik
at x2 < 9 bare hvis x < 3. Erf.eks. x = —5, er x < 3, men x2 > 9. Vi kan alts ikke ha “hvis” her.

(d) x> 4 1 er aldri 0, sa vi har “hviss” her. (e) x> > 0 hvis x > 0, men x> > 0 ogsa nar x < 0.
(f)Viharatx* +y* =0 <= x=00gy =0. Erx =0o0gfeks. y =1,daerx*+ y* = 1, sa vi kan
ikke ha “hvis” her.

2.8

8. (a) Se fasiten. (b) (i) Se pa figur M2.8.8. n(A U B) er summen av antall elementer i (1), (2) og (3), dvs.
n(A\ B) +n(AN B)+n(B\ A). Pa hgyre side er (A) 4+ n(B) antall elementer i (1) og (2) til sammen,
pluss antall elementer i (2) og (3) til sammen. Elementene i (2) telles da to ganger. Derfor ma du trekke
fran(A N B), antall elementer i (2), for & fa likhet.  (ii) Se igjen pa figur M2.8.8. Her er n(A \ B) antall
elementer i (1). Pa den annen side er n(A) — n(A N B) antall elementer i (1) og (2) til sammen, minus
antall elementer i (2), og er dermed ogsa lik antall elementer i (1).

SR

Figur M2.8.8 Figur M2.8.9

a
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3 FUNKSJONER AV EN VARIABEL

Se pa figur M2.8.9 og la n; betegne antall personer i mengden merket Sy, for k = 1,2,...,8. Daer
ny +ny+---+ng = 1000. Svarene innebaerer at ny + n3 + ng + n7 = 420; n1 4+ ny +ns +ny; = 316;
ny +n3 + neg +ny = 160; ny + n7 = 116; n3 + ny = 100; ny + n7 = 30; n; = 16 og ng = 334.
Herav finner vi at ny = 100, np, = 14, n3 = 84, ny = 220, n5 = 186, ng = 46 og n7 = 16.
(i) n3 + ng = 304 har lest A, men ikke B; (ii) ng = 46; (iii) ng = 334.

(b) Vi finneratn(A\ B) = n3+n4 = 304, n(C\(AUB)) = ng = 46 0gn(Q\ (AUBUC)) = ng = 334.
Denne siste likheten er et spesialtilfelle av n(2 \ D) = n(2) — n(D). (Antall personer i €2, men ikke i
D, er antall personer i £2 minus antallet personer i D.)

Repetisjonsoppgaver for kapittel 2

5.

12.

3

(a) Multiplikasjon av likningen med 5K /2 gir 15L'/3 = K'/2. Kvadrering gir at K = 225L%/3.

(b) Opphgy fgrst hver side i 1/¢ slik at du far 1 + /100 = 2!/*. Dermed er r = 100(2!/* — 1).

(c) abx™" = pslikat x;~' = p/ab. Opphgy sa hver side i 1/(b — 1).

(d) Opphgy fgrst hver side i —p slik at du far (I — A)a™ + Ab™” = ¢~ P. Herav finner vi b™" =
A~ (c™” — (1 — A)a—"). Opphgy na hver side i —1/p.

. (a) = sann. < apenbart gal. (b) = gal (fordi x2 =16 ogsa har lgsningen x = —4), < sann, for om

x =4,daerx?> =16. (c)= sann, <= galfordiy > —20gx =3 gir (x —3)2(y+2) =0. (d)= og
< begge sanne, siden likningen x> = 8 bare har lgsningen x = 2. (Med terminologi fra avsnitt 5.3 er
f(x) = x3 er strengt voksende. Se oppgave 5.3.3 og grafen pa figur 3.3.7 side 65.)

Betrakt figur M2.8.9, oglany betegne antall personer i mengden merket Sy, fork = 1,2, ..., 8. Mengdene
A, B og C referer na til dem som studerer hhv. engelsk, fransk og spansk. Siden 10 studerer alle de tre
sprékene, er n7 = 10. Det er 15 som studerer fransk og spansk slik at 15 = n, + n7, og derfor er n, = 5.
Videre er 32 = n3 + ny, slik at n3 = 22. Dessuten har vi at 110 = n| 4 n7, slik at n; = 100. Resten av
informasjonen medfgrer at 52 = ny + n3 + ng + ny, slik at ng = 52 — 5 — 22 — 10 = 15. Dessuten er
220 = ny +ny +ns +ny, slik at ns =220 — 100 — 5 — 10 = 105. Endelig er 780 = n| +n3 +nq4 +nsy,
slik at ngy = 780 — 100 — 22 — 10 = 648. Svarene pa de tre problemene er dermed: (a): n; = 100
(b): n3 +n4 =670 (c) 1000 — Z§:1 n; = 1000 — 905 = 95.

Funksjoner av én variabel

3.2

1.

14.

@ fO) =0>+1 =1, f(-=1) = (=D>+1 =2, f1/2) = (1/2)> +1 = 1/4+1 = 5/4
0g f(W2) = (W22 +1 =2+1=3. (b)) Siden (—x)> = x%er f(x) = f(—x) for alle x.
() fo+ D =+ 1D2+1=x>4+2x+14+1=x>4+2x+20g f(xX)+ f() =x>+1+2 =
x2 4 3. Vi har likhet hvis og bare hvis x> + 2x + 2 = x> + 3, dvs. hvis og bare hvis x = 1/2.
(i) f2x) = 2x)°+ 1 =4x>+10g2f(x) =2x> +2. Nderdx’+ 1 =2x>4+2 & x> =1/2 &
x=+J/1/2=+1V2.

. (@) Nei: f2+1)= f@3) =18, mens f(2)+ f(1) =10. (b) Ja: fF2+1) = f2)+ f(1) = —O.

(c) Nei: fQ+1)= f(3)=+3~1.73, mens f(2) + f(1) =2+ 1 ~241I.

(a) Vimakreveat5 —x > 0,0ogdermedx < 5. (b) Nevneren x> — x = x(x — 1) mé vare forskjellig

fra 0, slik at x # 0 og x # 1. (c) For det fgrste ma nevneren vare forskjellig fra null, slik at vi ma
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3 FUNKSJONER AV EN VARIABEL 9

kreve at x # 2 og x # —3. Dessuten, siden vi bare kan ta kvadratroten av et ikke-negativt tall, ma brgken
(x —1)/(x —2)(x +3) vere > 0. Et fortegnsdiagram avslgrer at Dy = (-3, 1]U (2, 00). Merk spesielt
at funksjonen er definert med verdi 01 x = 1.

16. Siden g opplagt er definert for alle x > —2 er Dy = [-2, 00). Merk at g(—2) = 1 og g(x) < 1 for alle
x € Dy. Nir x vokser fra —2 til oo, vil g(x) avta fra 1 til —oo, slik at R, = (—oo0, 1].

3.4

3. Hvis D =a+bP,er 200 = a + 10b og 150 = a + 15b. Lgsningene av disse likningene er a = 300 og
b = —10, slik at D =300 — 10P.

11. Mengden av punkter som oppfyller ulikheten 3x +4y < 12 er de som ligger pé eller under den rette linjen
3x + 4y = 12. (Se forklaringen i eksempel 3.4.6 pa en liknende ulikhet.) De punktene som oppfyller
ulikheten x — y < 1, eller ekvivalent, y > x — 1, er de som ligger pa eller over den rette linjen x —y = 1.
De punktene som oppfyller ulikheten 3x + y > 3, eller ekvivalent, y > 3 — 3x, er de som ligger pa eller
over den rette linjen 3x + y = 3. Mengden av punkter som oppfyller alle disse tre ulikhetene samtidig,
er mengden skyggelagt pa figur £3.4.11 i fasiten.

3.6
2. (a) Se fasiten. (b) Formel (3.6.4) med a = —% og b = —1 gir x = —1 som maksimumspunkt.
(Alternativt, ved & fullfgre kvadratet: f(x) = —3(x>+2x—3) = —3 (2 +2x+1-4) = —L(x+1)2+2,
som viser at f(x) har maksimum 2 i x = —1.) Grafen er gitti fasiten. (c) Bruk (2.3.5), eller multipliser

ut den gitte formelen for f(x). Bruk et fortegnsdiagram til a studere fortegnsvariasjonen til f(x).

5. (1, —3) tilhgrer grafen hvis —3 = a + b + ¢, (0, —6) tilhgrer grafen hvis —6 = ¢ og (3, 15) tilhgrer
grafen hvis 15 = 9a + 3b + c. Det fglgerata = 2, b = 1 og ¢ = —6.

9. Ved & multiplisere ut uttrykket for U (x) far vi U (x) = —(1 + r?)x% + 8(r — 1)x. Ved 4 anvende (3.6.4)
meda = —(1 +r?) og b = 8(r — 1) finner vi den verdien av x som maksimerer U (x).

10. (a) Se fasiten. (b) Vi finner at A = a% + a% + -+ a,%, B = 2(a1by + axby + --- + a,by) og
C = b3+b3+---+b2. Hvis B2—4AC > 0, daviser formel (2.3.4) atlikningen f (x) = Ax?>+Bx+C =0
har to forskjellige rgtter, som er umulig siden f(x) > O for alle x. Dermed er B> < 4AC. Innsetting av
uttrykkene for A, B og C og forkorting med 4 gir resultatet!

3.7

1. (a) Heltallige rgtter ma ga opp i 6. Derfor er 1, 2, 3 og £6 de eneste mulige heltallige l@sningene.
Vi finner at —2, —1, 1, 3 alle er rgtter, og siden det ikke kan vere mer enn 4 rgtter i en fjerdegradslikning,
har vi funnet alle. (b) De samme mulige heltallige lgsningene som i (a). Innsetting viser at bare —6 og
1 er heltallige 1gsninger. (Den tredje rotener —1/2.) (c) Verken 1 eller —1 er rgtter, slik at det ikke fins
noen heltallslgsninger. (d) Multipliser likningen med 4 for a fa heltallige koeffisienter. Da er £1, £2
og 4 de eneste mulige heltallslgsningene. Vi finner at 1, 2 og —2 er heltallslgsningene.
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3. (a) Svaret er 2x% + 2x + 4 + 3/(x — 1), fordi

(2x3 +2x—D:(x—1)=2x>+2x+4
2x3 —2x2
2x24+2x — 1
2x2 — 2x
dx — 1
4x — 4
3  rest

(b) Svareter x2 + 1, fordi
G+ 24+ x) (P4 x) =x2+1
443

xz—{—x
xz—i—x

0 ingen rest

(c) Svaret er 3x> + 6x3 — 3x2 4+ 12x — 12 4 (28x2 — 36x + 13) /(x> — 2x + 1), fordi

(3x8 x? + D —2x4+1) =3x" +6x3 —3x2+ 12x — 12
3x8 — 6x° 4+ 3x°
6x% — 3x° + X2 + 1
6x° —12x* 4+ 643
-3 4+ 12x* — 6x3 4+ &2 + 1
—3x + 6x3— 3x?
12x% — 12x3 4+ 4x2 + 1
12x* —24x% 4+ 12x
—12x3 +28x% — 12x + 1
— 1243 +24x — 12

28x2 —36x + 13 rest

(d) Svaret er x> — 4x? 4+ 3x + 1 — 4x/(x> + x + 1), fordi

(x> —3x* + D2 +x+ D) =23 —dx?+3x+1
4+ x4 K3
—4x* — X3 + 1
— 4x* —4x3 — 447
3x3 4 4x2 +1
3x3 4+ 3x% + 3x
x2—3x+1
X2+ x+1
—4x rest
8. (a) Siden grafen skjerer x-aksen forx = —1 ogx = 3, prgver vi med den kvadratiske funksjonen f(x) =

a(x+1)(x —3). Siden f (1) = —4a, og grafen passerer gjennom punktet (1, —2),er f(1) = =2 = —4a.
Dermedera = 1/20gy = %(x + 1)(x — 3). (b) Siden likningen f(x) = O har rgttene x = —3, 1, 2,
prgver vi med en kubisk funksjon, f(x) = b(x + 3)(x — 1)(x — 2). Siden f(0) = 6b og grafen viser at
f0)=—12erb=—-2,0galtsa y = —2(x +3)(x — 1)(x — 2).
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3 FUNKSJONER AV EN VARIABEL 1

(c) Vi prgver med et polynom av formen f(x) = c(x — 2)?(x +3), med x = 2 som en dobbeltrot. Da er
f(0) = 12¢. Fra grafen ser vi at f(0) = 6, slikat c = 1/2. Dermeder y = %(x +3)(x — 2)%.

9. Polynomdivisjon gir

(x? —yx )i(x+B)=x—-(B+vy)
x? + Bx
—(B+y)x

—B+y)x—BB+Y)
B(B+y) rest

og dermed

BB +7y)
x4+ B

af(B+y)

E:a(x—(ﬂ—i—)/)-i— ey

):ax—ot(ﬁ—i—)/)—i-

3.8

5. (a) 379" = 33(32)! = 37+2 = 37 og 27 = 33, slik at 7t = 3, og dermed ¢t = 3/7.
(b) 9" = (3%) =3% 0g 127 = 1(3%)1/° = 1335 =372/ ogdaer2t = —2/5,slikatt = —1.

3.9

13. Anta at y = Ab*, med b > 0. I (a) har vi, siden grafen passerer gjennom punktene (x, y) = (0, 2) og
(x,y) = (2,8),at2 = Ab’, og dermed A = 2, og 8 = 2b?, og dermed b = 2. Altsder y = 2 - 2.
I (b) har vi % = Ab~! 0g 6 = Ab. Det fglgerat A =2 og b = 3, slikat y =2 - 3%,
I(c)erd = Ab®og 1/4 = Ab*. Detfplgerat A = 4 og b* = 1/16,slik atb = 1/2. Derforer y = 4(3)".

3.10

4. (a) 342 = 8 & 3%4%4% = 8 & 12 = 8/4? = 1/2. Tar vi (den naturlige) logaritmen pa begge sider,
farvixIn12 =In1/2 = —In2slikatx = —In2/1n 12.
(b) Siden Inx? =2Inx, fairvi3lnx +4Inx =6 < 7Tlnx =6 < Inx =6/7 & x = 7.
(c) 4% — 41 =33+l _ 3% o 4¥(1 — 1/4) = 33— 1) & (4/3)* = 8/3 < xIn(4/3) = In(8/3) <
x = In(8/3)/1In(4/3). (Alternativt: 4°~1(4 — 1) = 3*~1(9 — 3), slik at (4/3)* "' =2, ogdaerx =
1 +1In2/1In(4/3). Dette er det samme svaret som fgr fordi In(8/3)/1In(4/3) = In[2(4/3)]/In(4/3)
[In2 4+ 1n(4/3)]/In(4/3) = 1 + In2/In(4/3).

6. (@) In(x/e?) = Inx —Ine? = Inx —2 (b) In(xz/y) = In(xz) —lny = Inx +Inz —Iny
(©)In(e*x?) =Ine’ +Inx? =3 4 21Inx for x > 0. (Generelt er In x> = 21n |x].)
() Nérx > 0erdInx—3In(1/x) —In(x+1) = JInx — 3(=Inx) —In(x+ 1) =2Inx —In(x + 1) =
Inx? —In(x + 1) = In[x?/(x + 1)].

B

In —.

7. (a) In(Ae"") = In(Be*"), slik at In A + rt = In B + st, dvs. (r — s)t = In(B/A), st = 1
r—s

! 1 56107 ! 1 14 22. Etter dette vil de to landene h BNP ett
n = —— In — ~ 22. Etter dette vil de to landene ha samme etter
0.09-0.02 12-102 0.07 3

(tilnaermet) 22 ar, altsa i ar 2012.

(b) t =
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4 MER OM FUNKSJONER

Repetisjonsoppgaver for kapittel 3

4.

13.

14.

15.

17.

4

4.1
3.

5.

4.2
6.

(a) Vima hax? > 1,dvs. x > lellerx < —1. (Se figur 3.3.6, side 65.)
(b) Kvadratroten er definert hvis x > 4, men x = 4 gjgr nevneren 0, slik at vi ma kreve x > 4.
(¢) Vima ha (x —3)(5§ —x) >0, dvs. 3 < x <5 (ved a bruke et fortegnsdiagram).

. (a) Ettpunkts-formelen gir y — 3 = —3(x + 2), eller y = —3x — 3.

77— 2

(b) To-punktsformelen gir: y — 5 = 2—(3)(x —(=3)) = g(x + 3),eller y = 2x/5+31/5.

3b—->
©y—->b= (x —a),ellery = (2b/a)x — b.

2a —a

a+b/x . . . . P

flx) = e/ — andr x — oo, slik at @ > 0. (Den horisontale stiplede linjen ligger over x-aksen.)

c/x

Grafen har et brudd for x = —c og —c > 0, slik at ¢ < 0. (Den vertikale stiplede linjen ligger til hgyre
for y-aksen.) Videre er f(0) = b/c > 0, slikatb < 0.

Grafen til g er en parabel med dpningen opp, slik at p > 0. Videre er r = g(0) < 0. Endelig har
g(x) et minimum for x = x* = —¢g/2p. Siden x* > 0 og p > 0, slutter vi at ¢ < 0.

@) px) =x(x>4+x—12) =x(x —3)(x +4), fordi x> + x — 12 =0forx =3 ogx = —4.

(b) £1, £2, +4, £8 er de eneste mulige heltallige nullpunktene. Vi finner at ¢g(2) = g(—4) = 0, slik at
2(x —2)(x +4) = 2x? 4 4x — 16 er en faktor i ¢(x). Ved polynomdivisjon finner vi at

g(x): 2x%> +4x —16) = x — 1/2,slik at g(x) = 2(x — 2)(x +4)(x — 1/2).

Siden p(2) = 0 er x — 2 en faktor i p(x). De to andre nullpunktene ma vere nullpunkter for kvotienten
px):(x—=2)= %()c2 — 2x — 15), altsa Igsninger av likningen x> — 2x — 15 = 0. Denne likningen har
rgttene x = —3 ogx = 5.

(a) e’ 35 H12 = o1/2 & x2 _ 3x 4+ 1/2 = 1/2 & x2 — 3x = 0, med Igsningene x = 0 og x = 3.

b (" =D+ =3e¥-1=3&e*=46x=1hd=InvV4=In2

©)8" =64 8" =82 o’ =2l=2 o x=2e. (dx=2"r
@©5—x*=x’+4x— 11 2x>+4x—16=0 & x> +2x —8 =0 & x = —4ellerx = 2. Men for
x = —4 er begge sidene av den gitte likheten meningslgse, sa den eneste Igsningen er x = 2.

(f) u = €' gir u®> + 3u — 10 = 0, med Igsningen u = —5 og u = 2. Siden u = ¢’ ikke kan vare negativ,
ma vi ha ¢’ = 2, og dermed ¢t = In 2.

Mer om funksjoner

Likevektsbetingelsen er 106 — P = 10 + 2P, og derfor er P = 32. Den nye etterspgrselen er Q =
106 — 32 = 74. Se figur 4.1.3 pa side 502 i boka.

fO*=d) = f(y*) —cgir A(y* —d) + B(y* —d)* = Ay* + B(y*)* —c, eller Ay* — Ad + B(y*)* —
2Bdy* + Bd*> = Ay* + B(y*)?> — c. Det fglger at y* = [Bd> — Ad + c]/2Bd.

Hvis f(x) =3x+7,daer f(f(x)) = fBx+7) =30@x+7)+7=9x+28. f(f(x*)) = 100 krever
9x* 4+ 28 = 100, og dermed er x* = 8.
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4.3

4. (a) f har en invers siden den er en-entydig. Dette viser tabellen ved at alle tallene i den andre linjen,
definisjonsomradet til f~!, er forskjellige. Den inverse tilordner til hvert tall i den andre linjen det
tilhgrende tallet i den fgrste linjen. (b) Siden f(0) = 4 og f(x) vokser med 2 for hver enhets gkning
avx,er f(x) =2x+4. Veddlgse y = 2x + 4 mhp. x farvix = 1y —2, og derforer f~!(x) = 1x —2.

4.4
1. (a > -1 =y x?—1=y> < x=(y>+1)"/3 Hvis vi bruker x som uavhengig variabel, er
1 x) = (x* + D3, R er definisjonsomradet og verdimengden for bide f og f~!.
1 —2y—1
(b) Dy ermengdenavalle x # 2. Forx £ 2firvi o — =y & x+1=y(x—2) o x= 2~ —

x—=2 l—y
2y+1 1
] ,slikat f7H(x) = 2x +1)/(x — 1). Dg-1erallex # 1.
y— :

(c)Hery:(l—x3)l/5+2<:>y—2=(1—x3)]/5<:>(y—2)5=1—x3<:>x3=1—(y—2)5<:>
x=(1— (=2 Dermeder f~'(x) = (1 - (x —=2)°)'3. Dy = Dy =R.

2. (a) Definisjonsomradet er R og verdimengden er (0, co), slik at den inverse er definert pa (0, co). Fra
y=etfarvilny =x +4,slikatx =lny — 4,y > 0.
(b) Definisjonsomradet er (0, co) og verdimengden er R, som blir definisjonsomradet for den inverse.
Fray =Inx — 4 farvilnx = y + 4 og dermed er x = ¢4,
(c) Definisjonsomradet er R. y er strengt voksende, x — —oo medfgrerat y — In2 ogx — oo medfgrer
at y — oo. Dermed er verdimengden til funksjonen (In 2, oo). Fray = 1n(2+ex_3) farvi24+e* 3 = ¢,
slik at ¥ =3 = ¢¥ — 2, og derforer x = 3 + In(e¥ —2), y > In2.

4.5

1. (a) Det er naturlig fgrst a undersgke om kurven skjerer aksene, ved a sette x = 0, og s y = 0. Dette gir
de 4 punktene (O, :t\/g) og (j:«/g, 0). Velg s& noen verdier av —v/6 < x < /6, og beregn de tilhgrende
verdiene av y. For eksempel finner vi lett punktene (:t\/z ,£2 ) Forklar hvorfor grafen er symmetrisk
om x-aksen og y-aksen. (Kurven kalles en ellipse. Se neste avsnitt og figuren i fasiten.)

(b) Flytt grafen til y = /x (figur 3.3.8, side 65) en enhet til hgyre. Speil resultatet om x-aksen.
(c) Denne grafen er ogsa symmetrisk om x-aksen og y-aksen. (Hvis (a, b) ligger pa grafen, sa gjgr ogsa
(a, —b), (—a, b) og (—a, —b) det. (Grafen er en hyperbel. Se neste avsnitt.)

2. Vimahax > 0ogy > 0. Hvis (a, b) ligger pa grafen, sa gjgr ogsa (b, a) det, sd grafen er symmetrisk
om linjen y = x. (25, 0), (0, 25), (25/4 og 25/4) ligger alle pa grafen. Se figur f4.5.2 i fasiten.

4. (a) Se figur f4.5.4 side 504. Fora > ler g(a) = 1 —+/a—1, og g(a) < 1 (se figuren), slik at
gg@)) =g —Va—-1)=0-Va—1)?>-2(1—Va—1)+2=a.Fora < lerg(a) =a’>—2a+2,
oggla) > 1,slikat g(g(a)) =1 —+~a?*—-2a+2—-1=1—/(a— 12 =1+ (a —1) = a. Merk at
V@—1%r=—(a—1)ndra <1.) (b)Siden g(g(a)) = a, er g sin egen invers.

4.6

8. X2+ )2+ Ax+By+C =0 x>+ Ax+y>+By+C =0 & x>+ Ax+ (14)° +32+ By + (1B)’ =
1(A274+ B> —4C) & (x+ 1A4)" + (y + 1B)® = 1(A? + B? — 4C). Dette er likningen for en sirkel
med sentrum i (—%A, —%B) og radius %\/AQ + B2 — 4C. Hvis A% + B? = 4C, bestér grafen bare av

punktet (—%A, —%B). For A% + B? < 4C er Igsningsmengden tom.
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Repetisjonsoppgaver for kapittel 4

6. (a) f er strengt voksende for ¢* > 2, dvs. x > In2. Verdimengden er R (siden f(x) — —oo nar
x — In2%, og f(x) — ocondrx — oo). Fray = 3 + In(e* — 2) fér vi In(e* — 2) = y — 3, slik at
¥ —2=1e"3 ellere’ =2+¢" 3. Dermeder x = In(2 4 ¢ 73), slikat f~!(x) =In2+¢*73),x € R.
(b) Merk at e™** — 0o nir x — —oo0 og e " — 0 nérx — oo. Derfor vil f(x) — 0nirx — —oo og

f(x) = 1nérx — oo. Dermed er Vy = Dy-1 = (0, 1). Fray = far vie ™ +a = a/y, slik

a
e +a
ate™™ =a(l/y —1),eller —Ax =Ina +1In(1/y — 1). Derforer x = —(1/A)Ina — (1/1) In(1/y — 1),
og den inverse er f"(x) =—{/A)Ina— (1/A)In(l/x — 1) for x € (0, 1).

9. (a) Uttrykkene representerer totalpris (pris pluss transportkostnader) for varer levert til et sted med koor-
dinater (x, y) frahhv. A og B. (b) Kurven som separerer de to markedene ma vere bestemt ved at total-
prisen er den samme: p + 10,/x2 + y2 = p + 5,/(x — 60)2 + y2, som reduserer seg til 2,/x2 + y2 =
V(x — 60)2 + y2. Kvadrering og ordning gir x> 4+ 40x + y> = 1200, eller x> 4+ 40x + 20> + y*> =
1200 + 400, slik at (x 4+ 20)% 4+ y? = 1600.

5 Derivasjon
5.2

3. I (a)—(c) bruker vi oppskriften i (5.2.3) for a finne stigningstallet til tangenten.

@ A): fa+h) = fO+h)=3r+2 B): f(a+h) — f(a)=fh)— fO)=3h+2-2=3h
O)-D): [fh) — f(O)]/h =3 (E):[f(h) — f(0)]/h =3 — 3 ndrh — 0, slik at f/(0) = 3.
Stigningstallet til tangenten i (0, 2) er 3.

(b)(A): f(a+h) = f(1+h) = (14h)>—1 = 142h+h>*—1 = 2h+h> (B): f(1+h)— f(1) = 2h+h?
O)-D):[fA+h—fDl/h=24+h EX[fA+h) —f(D]I/h=2+h :0 2, slik at f/(1) = 2.
©A): fB+h)=243/B3+h) B):fB+h)—f3)=2+3/B+h)—3=—-h/B3+h) (OC)-(D):
[f@+h) — fB]I/h=-1/C+h) E):[fG+h)— fB)]/h=-1/B+h)—> —1/3nidrh — 0,
slikat £'(3) = —1/3. (d)[f(h) — f(O))/h = (h> —2h)/h =h> =2 m —2,slik at f/(0) = —2.

LR - f-l) ARl AR A2k
PN S ) R A Sl et e VA S e 0 B — 0, slik at f/(0) = 0.
h 4 B, 3 2 T A0
L4h) = () (A4h =1 b+ 4h3 +6h2 +4h+1—1
oA S A O R e ot WY (e e e s e e L S el S SV SR RS

h h
h — 0, slik at /(1) = 4.

8. (@ (WVx +h—x)(Vath+Vx)=x+h+Jx+hx—JxJx+h—x=x+h—x=h

(b) og () Ja+h—fx)  Wr+h—VOWx+h+Jx) 1 ]
glek h N h(V/x +h + /x) VX F R4 -0 2%

D x " =1/Jx

10. Vis fgrst ved utmultiplisering at [(x + 7)%/3 4 (x + h)'3x13 4+ x23][(x + h)'/? — x/3] = h. Det fglger
. (x + )13 — x1/3 1 1 1 53
a - .

h T OB+ BB 2B 0 3228 3

55
4 @ 1/3-2/3h _ 3n(1/3 —2/3h) _ h=2 0 L
h—2 3h(h —2) 3h(h—2)  3h 6
b) x> = 1)/x>=1—1/x> - —oonarx — 0.
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32t — 96 32(t — 3) 32 o . 32t —96 ,
= = 8, slikat ) ———— 8 =2.
O A 3 T ot il o stk TS VB
@ Y —V3 _ W3 -V3HWh+3+V3) ! !
h h(vh + 3+ /3) VEF34+4/3 =0 23
2—4 t+2)(t -2 t-2 2 .
(e) = = — ——nart — —2.
24+10t+16 (¢ +2)t+8) t+38 3
(f) Vi har at 4 2 4 VX)) (2 — J/x), slik at 1i 2-VE ! !
1 har a — X = X — X), SliK at Iim = 11m = —.
x—4 4 —x x—>42—|—\/)_c 4

B 2 _ _
(a)f(x) A T +2x -3 @ 1)(x+3)=x+3—>4n§1rx—>1.

x—1 x—1 x—1
— fd 2)—f(
(b) f(x)—{() = x+3 — 5narx — 2, der vi brukte resultatet i (a). (Alternativt: % =35)
X — _
24h)— f(2 24+ h)?*+2Q2+h) -8 h>+6h
(c)f(+2 f()=(+ )+h(+ ) = : =h+6—6narh — 0.
(d)f(x)—f(a):x2—|—2x—a2—2a=x2—a2+2x—2a:(x—a)(x+a+2):x+a+2_>
xX—a X —a xX—a X —a

2a + 2 nar x — a.
(e) Samme svar som i (d) hvis vi setter x —a = h.
® flath) —fla—h) _ (a+h)?+2a+2h — (a —h)* —2a +2h
h h
(Fra(5.1.6) er f'(x) = 2x 4 2. Vi ser at grenseverdiene i (a), (c), (d) og (e) erhhv. f'(1) =4, f'(2) =6,
f@) =2a+2o0g f'(a) =2a+2.)

=4a+4 — 4a+4
h—0

. (a) x3 — 8 = 0 har Igsning x = 2, og polynomdivisjon gir x> — 8 = (x — 2)(x? + 2x + 4), slik at

Cox?—2x . x(x —2) . X 1

lim ——— = lim =lim —— = —.

x—2 x3—8 x—>2 (x—2)(x2+2x+4) x—2 x2—|—2x+4 6
o 2T+ h -3 . u—73 . u—73 . 1 1

(b) lim = lim = lim =lim —F = —
h—0 h u=3ud =27  u=3 (u—3)u?+3u+9) u—3u+3u+9 27

n_q -1 n—1 n—2 1

(© lim Yty $ D@ AT A A D 2 vy D

—1 x—1 x=1 x—1 x—1

(I (c) finner viat (x — 1)(x" ! +x"2 4 ... 4+ x + 1) = x” — 1 ved & multiplisere ut venstresiden, eller
ved polynomdivisjon: (x" — 1) : (x — 1).)

5+h)?—5°
() Med f(x) = x2er 5= &in}) % P4 den annen side er f'(x) = 2x, slik at f'(5) = 10,

og grensen er derfor 10. (b) Med f(x) = x> er f'(x) = 5x*, og grenseverdien er lik f'(1) = 5.
(c) Med f(x) =5x>+ 10er f'(x) = 10x, og dette er grenseverdien.

1
(@y=—= x® = y = —6x77, der vi brukte potensregelen (5.6.4).
X
b))y = x7 1 + Dyx = x71x%x!/2 —i—x_ixl/z = x3/12 —é—x_ll/)z (=> i’)’ T %x1/2 ; %x‘3/2
_ —3/2 /:—3 —-5/2 d =x+ /= (X = —(x + . _ _
©y=x""=y 5% Dy=-"——7= G =1)2 G2

5

1
(e)y:is+—5=x_4+x_ = y = —4x0 —5x7°
x5 x
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3x —5 32x +8) —23x —5) 34 11 B
®y S 2x 187 x 182 (&) y=3x y X
3x —1 , 32 +x+D—CBx—DRx+ 1) —3x24+2x+4
(h)y=— =y = 2 2 =72 2
x*+x+1 x*+x+1) x“+x+1)

. (@) f/(x) =6x — 12 =6(x —2) > 0 & x > 2,slik at f er voksende i [2, 00).

(b) f/(x) = x* =3x = x(x? =3) = x(x = v/3)(x +~/3), slik at f er voksende i [-+/3, 0] og i [/3, 00)
(bruk et fortegnsdiagram).
22 -x) _2(V2-0)(2+x)

©) f'(x) = 2ro? 212y ,slik at f er voksende i [—+/2, v/2].
d) f'(x) = —r (_ j—l)l());_ xZ),der Xi2 = —% T %\/5 f er voksende i (—oo, x1] og i [0, x2].
X
7. (a) y = —1 — 2x = —3 nér x = I, slik at stigningstallet for tangenten er —3. Siden y = | nar x = 1,

gir ett-punktsformelen y — 1 = —3(x — 1), eller y = —3x + 4.
b))y =4x/(x*+1)> =1logy =0narx = I,slikaty = x — 1. (¢c) y = x> — x 2, slik at
y =2x+2x3=17/40gy =15/4narx =2, slikat y = (17/4)x — 19/4.

@)y = 4x3(x3 4 3x2 +x—2i—3) —(x*+ 12)(3x2 +6x + 1) _ _i oz y = 1/3 nir x = 0, slik at
= —(x— 39, [(x*+ D(x +3)] 19
8. (a) Vi bruker brgkregelen: y = % = y = a(ct +(it) n 6(;)[; +b)e = ((Zl_i_ 5)62
(b)y =1"(avi +b) = at" 2+ bt" = y =a(n+1/2)t"" % 4 nb"~!
. 0-(at>+bt +¢)—1-Qat +b) —2at —b
(C)yzat2+bt+c = V= (at? + bt + ¢)? Z(az2+bt+c)2

12.

5.8
3.

14.

5.9

4.

.x=b—.Jap—c=b—J/u,medu =ap —c. Daer

Denne er ganske tricky fordi nevneren er 0 for x; = 2 — /3 og for x, = 2 + +/3, slik at grafen har brudd

der. Vifinnerat f(x) — —oo, f(x) — o0, f(x) —> o0 og f(x) —> —oo. Etfortegnsdiagram
X=X x—>xl+ X—>X5 x—>x;r

viser at f(x) > O barei (—o0,0) og1i (x, xp). Se sa fasiten.

(@) Vilary = (x> 4+x+1)7 = u3, deru = x> +x + 1. Kjerneregelen gir y’ = (=5)u~%u’ = —52x +
D2 +x+1)7%  (b)Sefasiten. (c)Medu = x+/x + xery = Ju =u'/? slikaty = Lu="2u',
Nieru =x 4+ v'/?, medv =x +x'/?, ogdermed er u’ = 1 + %v_l/zv’, der v’ =1+ 3x~ /2 Altialt
far vi y' = %uil/zu/ — %(x + (x +x1/2)l/2)—1/2(1 + %(x +x2=12( 4 %x—l/z))‘

dx L, a
dp = 2Ju" T 2jap—c
(a), (e) og (g) er lette. (b), (c) og (f) er enkel bruk av kjerneregelen. (d): Etter produktregelen er den deri-
verte av x° f (x) lik 2x f (x) +x2 f'(x). Etter kjerneregelen er den deriverte av [ f (x)]? lik 3[ £ (x)]> f/(x).
Fasitsvaret fglger.
Lf ()] oy FO2f ) f1(x) = [fO)IP3x*  f)Rxf (x) = 3f(x)]

3

(h)y= < ()2 x4
= HE=D 8 P22 2 ikag'@) =2
SO="1Tr Tuopp O gy kas @ =2
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5 DERIVASJON 17

5. Med forenklet skriveméte: y = f'g + fg',v' = fg+ flg' + f'¢' + f¢" = f"g+2f'¢ + fg’,
y/// — f///g + f//g/ + 2f//g/ + 2f/g// + f/g// _"_ fg/// — f///g + 3f//g/ —‘f_ 3f/g// —‘f_ fg///

5.10

2. (a)dx/dt = (b +2ct)e' + (a + bt + ct?)e! = (a+ b+ (b +20)t + ct?)e’
dx  3gt’te! — (p+qtd)(e +te') —qt*+2qt3 —pt —p
(b) — = =
dt t2e2t t2e!

(c) Se fasiten.

5.11

d 1 !
3. Her trenger vi kjerneregelen. Vi har spesielt at T Inf(x) = —f'(x) = MY nar f er en deriverbar
X

. . fx) fx)
funksjon (med f(x) > 0). Se fasiten for (e) og (f).
1 11
@y=h(nx)=lhy = y=-vu=—-=
u Inx x { xInx

r— 1 —2x —x
(b)y:h'l l—x2:h’1u:>y/:_u’: — )
u VI=x22J/1—x2 1—x?
(Alternativt: /1 —x2 = (1 —x)1? — y= %ln(l — x2), 0sv.)
©y=e'lnx = y=e'lnx+e'l/x=¢"(nx+1/x

3 3 1 3 2
(d)y= e Inx? = y = 3x2e" Inx? + ex2—22x =" <3x2 Inx? + —)
X x

4. (a) In u er definert bare for u > 0, slik at vi ma kreve at x + 1 > 0, dvs. x > —1.

3x —
(b) Viméd ha 1 — x # O for at brgken skal vare definert, og lx

> 0 for at logaritmen skal vare

definert. Et fortegnsdiagram viser at

er definert og positiv hvis og bare hvis 1/3 < x < 1.

(c) In |x| er definert < |x| >0 < x #0. (d) x2>1,dvs. x > lellerx < —1.
(e) In(In x) er definert nér In x er definert og positiv, dvs. for x > 1.

1
(f) Brgken W er definert nar In(In x) er definert og forskjellig fra 1. Fra (e) ser vi atIn(In x) er de-
n(lnx) —
1
finert nar x > 1. VidereerIn(Inx) = 1 < Inx = ¢ < x = ¢°. Konklusjon: ——— er definert <
In(lInx) — 1

x > 1logx #e°.

5. (a) y' = 1/x. (i) y’ = 1. Ett-punktsformelen gir at tangentlikningeni (1,0) er y = x — 1.
(i) I (3,1n3) = (4, —In2) er tangentlikningen y — (—In2)) = 2(x — 3),dvs. y =2x — 1 —In2.
(iii) I (e, Ine) = (e, 1) er tangentlikningen y — 1 = (1/e)(x — e), dvs. y = x/e.
(b) y' = e* + xe*. (i), (ii) og (iii). Se fasiten.

7. (@La f(x) =" — (1 4+x+ %xz). Daer f(0) =0and f'(x) = e¢* — (1 +x) > 0 foralle x > 0, som
er vist fgrst i oppgaven. Dermed er f(x) > O for alle x > 0, og ulikheten fglger.
(b)La f(x) =In(l +x) — %x. Daer f(0)=0o0g f'(x)=1/(x+1) — % =({1—-x)/2(x+ 1), somer
positiv i (0, 1), slik at f(x) > 01 (0, 1), og den venstre ulikheten er vist. For & vise den andre ulikheten,
sett g(x) = x —In(1 +x). Dag(0) =0o0gg'(x) =1—-1/(x+1) =x/(x+1) > 01 (0, 1), slik at
konklusjonen fglger.
(©) La f(x) = 2(y/x = 1) —=Inx. Daer f(1) = 0og f'(x) = (1/y/x) = I/x = (x = V/x)/x/x =
(/x — 1)/x, som er positiv for x > 1. Konklusjonen fglger.
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’
1
9. (a)Lay = (2x)*. DaerIlny = x In(2x), slik at Y 1-In(2x) +x - o 2 = In(2x) + 1. Dermed er
y X
v = 2x)*(Inx + In2 + 1). (Alternativt: Hvis vi setter y = 2*x*, bruker produktregelen, (5.10.3) og
(5.11.3), farviy/ = 2*(In2)x* + 2*x*(Inx + 1) =2*x*(Inx +1n2 + 1).)
1nx+ﬁ_1nx+z xV¥(nx +2)
2% x  2x 2/x
(c)Med y = (x1/2)* = x> erlny = IxInx,slikaty’/y = $(Inx+1),somgiry’ = 1(/x)*(Inx+1).
(d)y=x")girlny =x"Inxogdaery’/y =x*(nx + 1) Inx +x*(1/x) = x*[(Inx)*> + Inx + 1/x],
slik at y' = xO)[(Inx)? + Inx + 1/x]

/!
(b)Medy = xV¥erlny = /X In x, slik at Y- ogdermed y’ =
y

11. Ved a ta logaritmen av hver side far vi: In F(¢) = Ina + (v/@)[eIn N + a¢ln K — In(N* + bK%)] =
B — (v/a)In(N* 4+ bK®%), der B ikke avhenger av «. Derivasjon mhp. « gir
F'(a) v v NInN +bK*InK

= — In(N* +bK?) —
F(a) a2 n(V" + ) o N% + bK®

Fasitsvaret fglger lett.

Repetisjonsoppgaver for kapittel 5

5. (@)y=—-30gy =—6x=—6forx = 1,slikaty — (—3) = (—6)(x — 1), eller y = —6x + 3.
(b)y=—ldogy =1/2/x —2x = =31/4ix =4,slikaty = —(31/4)x + 17.
(©)y=00gy = (—2x> = 8x%> +6x)/(x +3)> = —1/4forx = I, slikat y = (—1/4)(x — 1).

X —X

2
12. (a)y' = = Inx > O forx > 1. (b)y’:i20<:>exze_x = e
X

x G-Da-2 ¢
X X — X —
x2+2= 212 >0 < x <lellerx > 2.

W] e x>0

©y=1-

6 Kontinuitet. Grenser
6.1

2. (6.1.4) viser at funksjonene er kontinuerlige der de er definert. Funksjonene i (a) og (d) er definert overalt
og derfor kontinuerlige overalt. I (b) ma vi unnta x = 1, i (c) er funksjonen definert for x < 2, i (e)
ma vi unnta x = £+/3 — 1, fordi nevneren er 0 for disse verdiene av x. I (f) ma vi kreve at x # 1 og
at (x + 1)/(x — 1) > 0, for bare da kan vi ta kvadratroten av det. Et fortegnsdiagram viser fasitsvaret.
1 (g) krever /x at x > 0 0g 1/x at x # 0. (Nevneren er aldri 0.) Endelig er funksjonen i (h) kontinuerlig
for alle x # 0.

7. La f(x) = g(x) = lforx <a,men f(x) =—1o0gg(x) =3forx >a. Daer f og g diskontinuerlige
ix =a,men f(x)+ g(x) = 2 for alle x, og derfor kontinuerlig for alle x. (Tegn figur!) La h(x) = —1

forx < a, h(x) = 1forx > a. Daer ogsa h diskontinuerlig for x = a, mens f(x)h(x) = —1 for alle x,
og dermed kontinuerlig for alle x.
6.2
. ox+ x| LoX—X .
1. (b) |x| = —x for x < 0. Derfor er lim = lim = lim 0=0.
x—>0" X x—>0" X x—0"

(¢) |x| = x for x > 0. Derfor er lim x + x| = lim ey = lim 2 =2.

x—07F X x—>0t X x—0+
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(d) Nar x — 07 vil J/x — 0, slik at —1//x — —oc.
f)Narx — 37 vilx =3 - 07, slikatx/(x — 3) - —o0.

x/(x —3) — oo.

6.3

6 KONTINUITET. GRENSER 19

(e) Nar x — 3% vilx — 3 — 0%, og dermed

4. Vi minner om at vilkarlig nzr et reelt tall fins det rasjonale sa vel som irrasjonale tall. Funksjonen f er

kontinuerlig i a = 0, fordi | f(x) — f(0)] = | f(x) — 0] = | f(x)| < |x| for enhver x. Hvis a # 0 er
rasjonal, daer | f(x) — f(a)| = | f(x)], som er lik |x| nar x er irrasjonal. Men hvis a # 0 er irrasjonal,
daer |f(x) — f(a)| = | f(a)| nar x er rasjonal. Det fglger at f er diskontinuerlig for alle x # 0.

La a vare et vilkarlig reelt tall. Vi skal vise at g er diskontinuerligia. Lae = % For ethvert positivt
tall § kan vi finne bade et rasjonalt tall x| og et irrasjonalt tall x, i intervallet (¢ — §,a + 8). Da er
g(x1) = 1 og g(x) = 0. Hvis a er rasjonal, sd er |[g(x2) — g(a)| = |0 — 1| = 1, og hvis a er irrasjonal,
er |g(x;) — g(a)] = |1 — 0] = 1. I begge tilfellene fins det altsa tall x sd nar a vi vil, som er slik at

lg(x) — g(a)| = 1 > e. Derfor er g diskontinuerligi a.

6.4
Cox—4—e" K0 1= 0 et 1
J.(agllm ——— = - =lim ———— = — = lim = —=
=5  (x —=95)2 0 x>52(x—15) 0 x5 2 2
et+1 _ el—t “0” eH—l + el—t
(b)lim ——— = - =lim , som ikke eksisterer siden telleren gar mot 2e og nevneren
1—0 12 0 -0 2t
gar mot 0.
. (nx)>=3(Inx)>+3Inx—1 <07 _ 3(nx)*(1/x)— (6Inx)(1/x) +3/x
(c) lim = — = lim =
x—e  x3 —3x2%e+3xe? — &3 0 x—e 3x2 — 6xe + 3¢
. 3(nx)>—=6Inx+3 “0”  6(nx)(1/x) —6/x 6Inx —6 “0”
lim = - = = = - =
x—e 3x3 — 6x2e + 3xe? 0 x—>e 9x2 — 12xe + 3e2 x—e 9x3 — 12x2e + 3xe? 0
6
lim /x = For a fa det tredje (og det sjette) likhetstegnet multipliserte vi teller og

x—e 27x2 — 24xe 4+ 3¢2 &
nevner med x. Dette gir betydelig mindre arbeid enn om vi ikke gjorde det.

. x* —x" “0” . x*(nx +1) —nx"!
. (a) lim = — = lim
x—>n\ X —n 0

X—>n

1 ) = n"Inn, ved & bruke (5.11.3).

1 1 In
(b) 1i%1+(— +Inx) = lir{)l+ ﬁ, som ikke eksisterer siden telleren gar mot 1 nir x — 0F:
x— X x—
1 “_ 2 1
lim xIlnx = lim nro_ T im /x = lim (—x) =0.
x—0F x—0+ (1/x) o0 x—0F —1/x2 x—0F

(c)Lay = x"/*. Daerlny = (Inx)/x som gir mot 0 nir x — oo ifglge eksempel 4. Siden In y gér
mot 0 nar x — oo, vil y gd mot 1 nar x — oo.

x+1 x—1 x—1—-(x+1
x+1 In x—1 “0” +1 (x—1)2 2x?
@ lim xIn{ "~ ) = im —~— 72 — = — {im & a = lim -
X—00 — xX—>00 1/x 0 xX—00 —l/x2 x—o0 x2 — 1

. . x+1 1+1/x .,
lim ———— = 2, der vi brukte at In =In — O nar x — oo.
x—>o0 ] —1/x2 x—1 1—1/x
) e—l/x “0” ) (1/x2)e—1/x e—l/x “0” ) (1/x2)e—1/x e—l/x
. (a) lim = - = lim —— = = - = lim —— = _—,

x—>0t X 0 x—0t 1 x—0t  x2 0 x—>0t+ 2x x—0t 2x3

sa det blir verre og verre.
—1/x
(b) Hvis u = 1/x, vil x — 0" medfgre at u — oo, slik at lim = lim £ 0, ifglge (3).
x—0t X u—>oo et
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6.5

6. En heltallig rot i likningen f(x) = x* + 3x3 — 3x? — 8x + 3 = 0 m4 vaere en faktor i konstantleddet 3.
(Se setningen over eksempel 3.7.3.) De eneste mulige er derfor £1 og 3. Vi finner at —3 er den eneste
heltallige Igsningen.

For hhv. xo = —1.9, yp = 0.4 og z¢p = 1.5 gir Newtons metode brukt en gang:

f(=1.9) —0.1749
=-19-——"=-19—- ——— =~ -1940.021 = -1.879
. (=19 8.454 +
0.4 —0.4624
v = _JOb = 04— ———F= 04-0.053= 0.347
f'(0.4) —8.704
1.5 —0.5625
71 = _SAS) = 15————=~ 15+0.034= 1534
f(1.5) 16.75
Med 6 desimaler kan en vise at de virkelige rgttene er —1.879385, 0.347296 og 1.532089.
6.6
o . . R nr—1
2. (@) Narn — oo vil2/n — Oslikat5 —2/n — 5. (b) Narn — oo vil =n—1/n— oo.
n
3n 3n 3 3 32

(¢) Narn — oo vil

= = —_ — =

Vi =1 n2—-1/n2  J2-1/n2 V2 2
4. (a) Se fasiten. (b) Forholdet f,+/f, blir: 2, 1.5, 1.667, 1.600, 1.625, 1.615, 1.619, 1.618, ..., som “ser
ut til” & nerme seg en grense litt over 1.6. Merk at fra f,, + f,+1 = fu2 folger det ved divisjon med

Sorrat fu/for1r + 1= fura/far1, eller

Fort/fo + 1= fur2/fus (%)

Hvis vi antar at ¢(n) = f,+1/f, n@rmer seg en grense t nar n — oo, far vi fra (x) at 1 /7 + 1 = 7, eller
2—7—1=0. (Hvis¢(n) — tnarn — oo, vilogsd ¢(n+1) — 7 ndrn — o0o.) Annengradslikningen
72 — 7 — 1 = 0 har den positive Igsningen T = %(1 +/5).
(c)Lat = %(l +4/35) ogo = %(1 —/5). Vi vet fra punkt (b) at 7> = 1 + 7, og utregning viser at
vi ogsd har 02 = 1 + o. Vi gnsker & bruke induksjon til & vise at utsagnet A(n) : f, = (t" — o™ /5
er sant for n = 1, 2, 3, .... Na viser det seg at vi ikke kan bruke induksjonsprinsippet slik det er
formulert i rammen (A.4.1) direkte. For & vise at A(k 4+ 1) er sant er det nemlig ikke nok & vite at
A(k) er sant, vi trenger ogsa A(k — 1). For & komme rundt dette hinderet formulerer vi det nye utsagnet
B(n) : (A(i) ersantforallei = 1,2, ..., n), og sa viser vi at B(n) er sant forallen =1,2,3,...:
Direkte utregning viser lett at A(1) og A(2) begge er sanne, og derfor er B(1) og B(2) sanne utsagn.
Anta sa at B(k) er sant for et naturlig tall k > 2. Vi ma vise at da er ogsa B(k + 1) sant. Siden B(k) er
sant, er spesielt A(k — 1) og A(k) sanne, dvs.

fier= @ =" og fi= S2(F - 0"

For a vise at B(k + 1) er sant, gjenstar det a vise at A(k + 1) er sant, dvs. at fjy; = %(1:’“rl — gk,

Fra definisjonen av Fibonacci-tallene og fra likningene 1 + 1 = 72 og 1 + 0 = 0% far vi

fir1 = ficr + fr = (T A+ 0 = 0" A+ 0)) = 2@ — ot

som nettopp er A(k + 1). Altsa er ogsa B(k + 1) sant, og det fglger ved induksjon at B(n) er sant for alle
naturlige tall n.
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Repetisjonsoppgaver for kapittel 6

o 2=x)er—x—-2 “0” . e+ 2—x)e—1 “0” .o —e ="+ (2 —x)e"
4. (a) lim = — =lim = — =lim =
x—0 x3 0 x—0 3x2 0 x—0 6x
.o—xet . —et . . . .
lim = lim = ——. (Ved a forkorte med x, trengte vi bare a bruke 1’Hopital to ganger.)
x—0 6x x—=0 6 6
. 5 . x> —6x+9 “0” . 2x — 6 “0”
(b) lim — = lim = - =lm—— = - =
—=3\x—3 xZ—x-6 x—=3x3 —4x2 —3x + 18 0 x—33x2 —8x —3 0
_ 4 6607’
lim = - (¢) lim rmt = — = lim — = —. (Kan du finne et alternativ?)
x—36x — 8 5 x—42x2 —32 0 x—4 4x 16
. o Inx—x+4+1 “0” . (I/x)y—1  “0o” o (=1/x?) 1
6. (lim —— = - =lim ——= - =lim— = ——
=1 (x —1)2 0 x—>1 2(x = 1) 0 x—1 2 2
7 4
1 7 1 In(7 1) — In(4 4 “0” - 3
(b lim ——In(27) = lim nx 4 D -G+ d) 0 g el drdd D
x—1x—1 4x +4 x—1 x—1 0 x—1 1 8
. x¥ —x “0” . x*(nx+1)—1 “0” o x¥(nx + 1% + x*(1/x)
C©lim— = - = lim———— = — = lim = =2
x—>11—x+1Inx 0 x—1 —1—|—1/x 0 x—1 —1/)62

(ved a bruke (5.11.3) for a derivere x*).

7. Nér x — 0 gér telleren mot ~/b — v/d og nevneren mot 0, slik at grensen ikke eksisterer nir b # d. Hvis
b = d far vi

lim Jax +b—Jex +d 0" lim [%a(ax +b)"V2 — %c(cx + d)*l/z] _a-—c
x—0 X o 0 T x=0 1 - 2\/1_7

11. T fasiten fant vi at x4 ~ 0.9280339. Ved a bruke Newtons metode en gang til far vi xs = x4 —
f(xq)/f (x4) =~ 0.9280339 — £(0.9280339)//'(0.9280339) ~ 0.9280339.

13. (a)Hvis |x| < ler|(x + D> — 1] = |x2+2x + 1 — 1| = [x% + 2x| < |x]? + 2|x| < |x] +2|x| = 3|x].
Gitt e > 0. Velg 8§ = min(1, ¢/3). Foralle x med 0 < |x| < 8erda|(x +1)> — 1| < 3|x| <38 = ¢, og
ifglge (6.3.3) er lim,_o(x + 1)? = 1. Fordi f(0) =1,er f kontinuerligix = 0.

(b)Hvis |x| < ler|(x+1)°—1| = [x34+3x>+3x+1—1| < [xP43x]?+3|x| < |x|+3|x|+3|x| = 7|x].
Gitt ¢ > 0. Velg 8§ = min(1, ¢/7). Ifglge (6.3.3) er da lim,_,q(x + 1) = 1. Fordi f(0) = 1, er f
kontinuerligi x = 0.

7 Den deriverte i aksjon

7.1

2. (a) Se fasiten. Kontroll: Av den gitte likningen far vi y = x 2, og dermed y’ = —2x 73, y” = 6x~*.

(b) Implisitt derivasjon mhp. x gir (*) 1 —y’ +3y 4+ 3xy’ = 0. Lgst mhp. y’: y' = (1 +3y)/(1 —3x) =
—5/(1 —3x)2, der vi benyttet at y = (2 —x)/(3x — 1). Derivasjon av (%) mhp. x gir —y” 4+ 3y’ + 3y’ +
3xy” = 0. Settinn y' = (14 3y)/(1 —3x) og lgs mhp. y". Det gir y” = 6y'/(1 —3x) = —30/(1 — 3x)°.
To gangers derivasjon av y = (2 — x)/(3x — 1) gir samme resultat.

(c) Derivasjon mhp. x gir (x) 5y*y’ = 6x°, slik at y/ = 6x°/5y* = (6/5)x'/°. Derivasjon av (%)
mhp. x gir 20y3(y")% + 5y*y” = 30x*. Sett inn y' = 6x7/5y* og Igs mhp. y”. Det gir y” = 6x*y™* —
(144/25)x'0y=9 = (6/25)x*/. To gangers derivasjon av y = x%° gir samme resultat.
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10.

7.2

1.

5.

7.3

2.

S.

. (a) Implisitt derivasjon gir () 4x + 6y + 6xy’ +2yy’ =0, slik at y' =
p jon g

7 DEN DERIVERTE I AKSJON

2x +3 8
Y S,
3x+y 5
(b) Derivasjon av () mhp. x gir 4 4+ 6y’ + 6y’ + 6xy” +2(y")> +2yy” = 0. Setter viinnx = 1, y =2
og v = —8/5 i den siste likningen, far vi y” = 126/125.

. (a) Implisitt derivasjon gir y +xy’ = g’(x) +3y?y’. Lgsmhp. y’. (b) g’(x + y)(1 +y') = 2x + 2yy'.

Lgs mhp. y'. (c) 2(xy + D(y + xy") = f'(x*y)(2xy + x%y’). Lgs mhp. y’. (Hvordan deriverte vi
f(x2y) mhp. x? Sett z = f(u) med u = x’>y. Daer 7/ = f'(u)u’ der u er et produkt av to funksjoner
som begge avhenger av x, slik at u’ = 2xy + x2y’.)

(a) Implisitt derivasjon gir 2(x? 4 y?)(2x + 2yy’) = a’(2x — 2yy’). Lgs mhp. y’. (b) Merk at y/ = 0
nar x> + y> = a?/2, dvs. nar y> = %az — x2. Innsatt i den gitte likningen gir det x = :I:%a\/a. Dette
gir fire punkter pa grafen der tangenten er horisontal. Se figuren pa side 206 i boka.

Implisitt derivasjon mhp. p, med Q som en funksjon av p, gir _dQ - pl? 4 Q% - pT2 = 0.
p
d 19
Derfor er a0 = —%QP_1 = ——, der vi benyttet at Q = 38p~1/2.
dp p3/2

Derivasjon av f'(P +t)(dP/dt + 1) = ¢’(P) d P /dt mhp. t gir
f'(P+0)(dP/dt + 1) + /(P +1)d*P/di* = g"(P) (dP/dt)’ + ¢'(P)d> P/di*

Med forenklet skrivemate: f”(P’ + 1)> + f'P” = g"(P")* + g'P”. Bruker vind at P’ = f'/(g' — f')
og lgser mhp. P, farvid?>P/dt> = P" = [f"(g")* — g"(f)*1/(g' — ).

—2x 4?3 —x?)
WAE—XZ 3JA—x?
@) dy/dx = —e 7, sadx/dy = —1/e "> = —1/y.
(b) dy/dx = —e— /(= +3), slik at dx/dy = —(¢~* + 3) /e~ = —1 — 3¢
(c) Implisitt derivasjon mhp. x gir y* + x3y?(dy/dx) — 3x>y — x3(dy/dx) = 2. Lgs mhp. dy/dx, og
inverter.

. Se fasiten for resten.

@ f/0) = VA 4 2

7.4

3.

(@) f(0) =1o0g f'(x) = —(+4x)"2,slikat f/(0) = —1. Daer f(x) ~ f(0) + f'(O)x =1 — x.
() £(0) =1, f'(x) =51 +x)* og f/(0) =5. Daer f(x) ~ f(0)+ f'(O)x =1+ 5x.

(© f(0) =Tog f'(x) = —3(1 —x)* gir f'(0) = —3 0g f(x) = f(0) + f'(O)x = 1 — jx.

(@) V1.1 = (14+1/10)"3 ~ 14 (1/3)(1/10) ~ 1.033 (b) /33 = 2(1 + 1/32)'/° ~ 2(1 + 1/160)
2.0125 (c) ¥/9 =2(1+1/8)1/3 ~ 2(141/24) ~2.083 (d) (0.98)° = (1—0.02)® = (1—1/50)%
1—1/2=1)2

&

3¢ 4+ 3xe™’ (32 + x2yy') — 2y’ = 6x 4+ 2yy’. Forx = 1, y = 0 reduserer dette seg til 3 — 2y’ = 6,
slik at y' = =3/2. (b) y(x) # y() +y'(D(x — 1) = —%(X -D
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=0+ ") =—(1+0)72 @) =21+ x) 72, fM(x) = —6(1+x)"*og fMV(x) =
24(1 +x)>. Daer f(0) =0, f/(0) = 1, f’(0) = —1, f(0) = 2, fV(0) = =6 og fFV(0) = 24,
slik at f(x) & £(0) 4+ 4 £/ (0)x + 2 f"(O)x + 3, f7(0)x + L fFMO)x* + & FV(0)x5 = x — 1x? +
1.3 1.4 1.5
§x — Z.X + gx .

Med o = a/(1+b)er g(u) = A(1 4+ )%, g'(w) = aA(l +)* ' og " (1) = a(e — DAl + )* 2.
Dermederg(0) = A—1,2'(0) =aAogg”(0) = a(a—1)A,slikat g(u) ~ g(())—i—g/(O),u—i—%g”(u,)y,2 =
A—1+aAu+ %oz(oz — 1)Au?, som en lett ser er det samme svaret som i fasiten.

(@ Med g(x) = (1 +x) P erg'(x) = 11 +x)723 og g"(x) = —%(1 4+ x)~/3, slik at g(0) = 1,
g'0) = % og ¢g"(0) = —%. Taylor-polynomet av orden 2 er dermed p(x) = 1 + %x - %xz.

(b) Vi finner at g"”’(c) = %(1 +¢)78/3, og Taylors formel (7.6.2) med n = 2 er dermed
g =1+ 4x = §x? + R3(x), der R3(x) = L 20(1+0)7x% = 2 (1 +0)73%*

Siden ¢ € (0, x) og x > 0, er (1 4+ ¢)~%3 < 1, og ulikheten fglger.

(c) ¥/1003 = /T000(T + 3/1000) = 10(143-107%)!/3 ~ 10(1413-1073— §9-107%) = 10.0099900.
Feilen som begés er 10 - [R3(3 - 107%)| < 10 2(3-107%)? = 2107% < 2. 107%, og svaret er korrekt
med 7 gjeldende desimaler.

Repetisjonsoppgaver for kapittel 7

1.

10.

11.

12.

(b) Derivasjon mhp. x gir (%) y* 4+ 3xy?y’ = 0, slik at y/ = —y/3x. Derivasjon av y’ = —31 mhp. x

y3x—3y  (=y/3x)3x -3y 4y )
o2 9x2 T oox2’

y"” = (20/9)x~"/3. Svarene vi far ved a derivere y = 5x~'/3 er de samme.

(c) 2y'e? = 3x%slikat y' = %xze’zy = 3/2x. Videre er y” = 3xe 2 + %xze’zy(—2y’) =3xe ¥ —

giry’ = — Siden y = 5x~'/3 farvi y/ = —(5/3)x 3 og

Jxte™ = —32x72 nar vi bruker at e=? = 1/x3 og e™* = 1/x°. Fra den gitte likningen far vi
2y =Inx® =3Inx,slikaty = 3Inx,ogdaery = 3x71,y" = —3x72

y? y

= . Se sa fasiten.
5y —2xy  5y3 —2x

S5yty’ — y? —2xyy' =0, slikat y' =

Implisitt derivasjon gir y'/y + y' = —2/x — 0.4(Inx)/x. Lgst mhp. y’ gir det fasitsvaret. y’ = 0 nér

1+ %lnx =0,dvs. Inx = —5,0gdaerx = e™>.

+x

1
(a) Vi ma ha at 1 er definert og positiv, dvs. —1 < x < 1. f(x) —1>7 o og f(x) — —oo.

x> (=)

Siden f'(x) = 1/(1 —x?) > Onir —1 < x < 1, er f er strengt voksende og verdimengden til f er R.

11 1 |
(b)Fray = = In ——— farviln — 2 = 2y, slik at — >
2 1—x 1 —x 1—x

=¢?. Lgs likningen mhp. x og se sa fasiten.

(a) £(0) = In4og f'(x) = 2/(2x +4), slikat f/(0) = 1/2. Daer f(x) ~ f(0) + f'(0)x = In4+x/2.
(b)g(0) = Logg'(x) = —(1/2)(1+x)~3/2,slikat g’(0) = —1/2. Daerg(x) ~ g(0)+g'(0)x = 1—x/2.
(©) h(0) = 0 og h'(x) = €2* + 2xe?*, slik at h'(0) = 1. Daer h(x) ~ h(0) + h'(0)x = x.
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17. Med x = 1/20gn = 5, gir formel (7.6.5) at /2 = 1 + 12 4 (W22 4 (/20 | (/2% ()27 4 (/2 e

der c eret tall mellom 0 og 1/2. Néer Rg(1/2) = U2 e <« 2% — 1~ 0.0000434, der vi brukte
atsiden c < 1/2er ¢ < e'/? < 2. Det fglger at

2 3 4 5
e M2 U A 2 A7 g g L by Ly by Lo~ 1.6486979. med en

feil som er mindre enn 0.000044, og e'/?> &~ 1.649, som er korrekt med 3 desimaler.

18. Implisitt derivasjon gir y' + (1/y)y’ = 1, eller (x) yy' +y = y. Nary = 1 er y/ = 1/2. Derivasjon
av (%) mhp. x gir ()2 4+ yy" +y" = y. Med y = 1 og y’ = 1/2, finner vi at y” = 1/8, slik at
yx)~1+4 %x + 1—16x2.

8 Renter og naverdier
8.1

4. (a) Se fasiten. (b) Hvis BNP et gitt ar er A og den prosentvise veksten per ar er konstant lik p, vil BNP
etter 100 ar vaere A (14 p/100)'%°. Kravetblirdaat A(14p/100)!% = 1004, eller (14 p/100)'% = 100.
Vi ma finne p. Se fasiten.

5. Bruk formel (8.1.2). (i) Herer n = 2 og r = 17/100 = 0.17, slik at den effektive arsrenten er
R=(1+0.17/2)> — 1 = (1 +0.085)> — 1 = 0.177225, dvs. 17.72 %.
(i) Med n = 4 ogr = 17/100 = 0.17 er R = (1.0425)* — 1 ~ 0.1811%, dvs. 18.11%.
(iii) R = (1 +0.17/12)'2 — 1 ~ 0.1839, dvs. 18.39%.

8.2

6. Med g(x) = (1 +r/x)" for alle x > OerIng(x) = xIn(l + r/x). Derivasjon gir g’(x)/g(x) =
In(1 4+ r/x) + x(=r/x>)/(1 +r/x) = In(1 + r/x) — (r/x)/(1 + r/x), som pastitt i oppgaven. Vi ser
videre at #'(u) = 1/(1 +u) — 1/(u 4+ 1)> = u/(1 + u)?, som er positiv for u > 0. Dette viser at /() er
strengt voksende. Da ser vi at ogsd g(x) er strengt voksende for alle x > 0. Pastanden i oppgaven fglger.

8.4
1
z 1 0.1 0.1 1 517 517 - 1.1
2. Vi bruker formel (8.4.5): (a) —> r=- (b =—== (0 = = 5687
-3 4 1-0.1 09 9 1—1/1.1 0.1
a 5 35
d—— =1 - ==
DT ava =T @1 53773

6. La x betegne antall ar etter 1971 som de tilgjengelige ressursene vil vare. Da er
7944-794-1.054- - -+794-(1.05)* = 249-103. Ved 4 bruke (8.4.3) far vi 794[1—(1.05)**1]/(1-1.05) =
249 - 10° eller (1.05)**! = 249 . 10 - 0.05/794 ~ 16.68. Ved & bruke en lommeregner finner vi
x ~ (In16.68/1n1.05) — 1 ~ 56.68, slik at reservene vil vare til inn i ar 2028.

9. (a) Geometrisk rekke med kvotient 100/101 som konvergerer mot 100. (b) Divergerer ifglge (8.4.11).
(c) Konvergerer ifglge (8.4.11). (d) Divergerer fordi det n-te leddet s, = (1 +n)/(4n — 3) — 1/4 nar
n — 00. (Se(8.4.9.) (e)Deter en parentes for mye i oppgaven. Fjerner vi den andre far vi ) - | (—%)”
som konvergerer med sum — % (Fjerner vi den fgrste far vi en rekke som konvergerer mot —1.)
(f) Geometrisk rekke med kvotient 1/ V3 som konvergerer mot V3 / (\/3 —1).
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8.6

4. (a) 5000(1.04)* = 5849.29 (b) Formel (8.5.3) gir (5000/0.04)[(1.04)* — 1] = 21232.32.

(c) Den siste betalingen blir 1. januar 2006. Da har de 10000 forrentet seg i 10 ar. Dermed ma K
tilfredsstille likningen 10000 - (1.04)'° 4+ K[(1.04)® — 1]/0.04 = 70000. Vi finner at K ~ 5990.49.

8. Formel (8.5.2) med a = 1000 og n = 5 gir at naverdien til rente r er Ps = (1000/r)[1 — 1/(1 +r)*].
Vi krever at denne naverdien skal veere lik 4340. For r = 0.05 er néaverdien lik $4329.48; for r = 0.045
er den $4389.98. Siden Ps avtar nar r gker, fplger det at p er litt mindre enn 5%. (At naverdien avtar nar
renten r gker er gkonomisk sett innlysende. Det fglger ogsa direkte av formel (8.5.2) ved at hver ledd i

a
summen T+ + - avtar nar r gker.)

L4
(I+rn
8.7

6. Vi bruker (8.7.1) og far at internrenten » ma tilfredsstille

10000 10000 10000

—100 000 U T
T TaEe T T

Dividerer vi nd alle leddene med 10 000 og setter s = 1/(1 4 r), ma vi vise at likningen

&) =s2+s"+.  +57+5-10=0

har en entydig positiv Igsning. Siden f(0) = —10 og f(1) = 10, ma det etter skjeringssetningen
finnes et tall s* > 0 slik at f(s*) = 0. Men s* er entydig fordi vi dpenbart har f’(s) > 0. Bruker vi
summeformelen for en geometrisk rekke, finner vi at f(s) = —10 4+ (s — 521 /(1 —5)og f(s¥) =

0 = (s*)?' — I1s* 4+ 10 = 0. Ifglge oppgave 6.R.11 er s* = 0.928 en tilnzermet rot, som svarer til en
internrente r* = 1/s* — 1 &~ 0.0775, dvs. pa omkring 7.8 %.

Repetisjonsoppgaver for kapittel 8

3. Hvisdulanerbelgpeta til arligrente 11% ,daharduetter 1 aren gjeld paa(1+11/100) = a(1.11); hvisdu
laner til rlig rente 10% med rentepétegning hver méned, vil din gjeld etter 1 ar vaere a(14-10/12-100) 12 ~
1.1047a, slik at det siste er mest fordelaktig.

. 44 300 300
5. Vi bruker formel (8.4.5): (a) ———— =100 (b)) ——— = —— = 10000
1—-0.56 1—-0.97 0.03 400
(c) Det fgrste leddet er (1/20) =2 = 400 og kvotienten er 1/20, slik at summen blir m = 8000/19.
3 20
(d) =35 (e)Detfgrsteleddeter20 ogkvotientener 1/1.2, slik at summen blir ————— = 120.
1-2/5 1—-1/1.2

(f) Divergerer, da kvotienten k = 1.01 > 1.

7. (a)og (b)sefasiten. (c) Vilgser likning (8.5.3) mhp. a ogfara = S,r/[(14+r)" —1]. Settsa S, = 60000
ogr =0.06/12 = 0.005. Se fasiten.
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9. (a)n*erbestemtvedat A(1—p/100)" = K. Veddtalnavhverside firviln A4n*In(1—p/100) = In K.
In(K/A)

Det fglger at n* = m (b) Total profitt 7 i tidsrommet [0, n*] blir
. 1 —(1—p/100)"+!
=A+ A —p/100) +---+ A(l — p/100)" —n*K = A —n*K
™ + A = p/100) +--- 4+ A(1 — p/100)" —n —a—p00 "
100A 100

=——[1—=0=p/100)" T —n*K=—A—-K)—K®n*—1)
p p

der vi brukte summeformelen for en endelig geometrisk rekke og at (1 — p/100)"" = K /A.
(c)n* =1n(5/7)/1n(0.98) ~ 16.65 og total profitt blir 50 - 2000 000 — 16.65 - 2000 000 =~ 21 750 000.

9 Maksimums- og minimumsproblemer
9.2

2. (a) f'(x) =3 —3x? = 3(1 — x)(1 + x). Et fortegnsdiagram viser at f (x) vokseri[—1, 1], men avtar i
(—o0, —1]ogi[l, 00). Siden f(x) = x(3 — x%) gir mot 0o nir x — —0o0 0g gir mot —oo Nir x — 00,
har funksjonen ikke noen ekstrempunkter. Tegn grafen! (Funksjonen har det vi kaller lokalt minimum

for x = —1 og lokalt maksimum for x = 1.)
8(4 — 3x? 8(2 —/3x)(2 3
(b) g'(x) = (3(x by :) 2) = ( g;; )_i 4; \/_x)‘ Et fortegnsdiagram viser at g(x) avtar i intervallet

(—00, —2+/3/3], vokseri[—2+/3/3, 2+/3/3] og avtari (24/3/3, o0). Viserat g(x) = 8/(3x+4/x) — 0
nar x — 4o0. Dermed er —2+/3/3 et minimumspunkt og 2+/3/3 et maksimumspunkt. Tegn grafen.

7. ¢'(x) =3x?Inx +x3/x =3x*(Inx + 1). g'(x) =O0nérlnx = —1, dvs. x = e71/3. Viserat g'(x) <0
i(0,e73ogg (x) > 0i[e”!/3, 00), slik at x = e~!/3 minimerer g(x). Siden g(x) — 0o nar x — 00
fins det ikke noe maksimum.

10. (b) La x og y betegne hhv. bredden og hgyden av skriftbildet. Da er bredden og hgyden av boksiden
hhv. x 4+ 2b og y + 2a, slik at arealet av boksiden er (x + 2b)(y 4+ 2a) = xy + 2ax + 2by + 4ab.
Siden xy = A, og dermed y = A/x, er problemet redusert til det & minimere funksjonen f(x) =
A 4 2ax 4+ 2bA/x + 4ab for x > 0. Vi far f'(x) = 2a — 2bA/x*> = 0 for x = /bA/a. Dette gir
minimum fordi f”(x) = 4bA/x> > 0 for alle x > 0. Den boksiden som har minst areal har derved
bredde 2b + /bA/a og hgyde 2a + /aA/b.

9.3

2. @7(Q)=Qa—Q)—kQ=—-0%+(a—k)Q,slikat7'(Q) = =20 + (a —k) =0 for Q = Q* =
%(a — k). Den maksimerer 7 fordi 7" (Q) < 0. Monopolprofitten er 7 (Q*) = —(%(a — k)2 + (a —
ki@ —k) =1a—k?> (b)dn(Q*)/dk =—1(a—k) = —Q*, somieksempel 9.3.3. (c) Den nye
profittfunksjonener 7 (Q) = 7(Q)+sQ = —Q>+(a—k)Q+sQ. Herer 7’ (Q) = —2Q+a—k+s =0
nar Q = %(a—k—l—s). Vi ser at Q = %(a—k—l—s) = a — k dersom s = a — k, som dermed er den
subsidiesatsen som kreves for at monopolisten skal produsere a — k enheter.

9.4

2. lalletilfellene eksisterer maksimum og minimum ifglge ekstremverdisetningen. Fglg oppskrifteni(9.4.1)
og finn fasitsvarene ved & benytte fglgende:
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(a) f(x) er strengt avtakende, slik at maksimum er i x = 0, minimum i x = 3.

®b) f(=)=fQ)=100g f'(x) =3x> =3 =0ix ==£1. f(1) =6.

© fx)=x+1/x. f1/2)=fQR)=5/20g f/(x) =1—-1/x*=0ix==+1. f(1) =2.

() f(~1) =4, f(+/3) = 0,0g f'(x) = 5x>(>—3) =0ix =0o0gx = 3. f(0) =0, f(3) =
—64/3. () £(0) =0, £(3000) = 4.5-10%, f'(x) = 3(x% —3000x 42 - 10° = 3(x — 500)(x — 2000).
£(1000) = 2.5-10°, £(2000) =2 - 10°.

3. (a) Nar det er 60 + x reisende far charterselskapet 800 — 10x fra hver reisende, slik at det har samlet
inntekt $(60 +x)(800 — 10x). (b) Med P (x) = 4800+ 20x —x2, x € [0, 20], er P'(x) =20—2x =0
for x = 10. Siden P”(x) = —2 gir dette maksimum.

9.5

1. (@) (f2)— f(1))/2—-1)=@&—-1)/1 =3 0g f'(x) = 2x, slik at 2x* = 3, og derfor x* = 3/2.
) (f (D) — f(0)/1 =—1og f'(x) = —x/+/1 — x2, slikat x*//1 — (x*)% = 1, og derfor /1 — (x*)2
= x*, slikat 1 — (x*)2 = (x*)2, eller (x*)2 = % Den eneste positive Igsningen er x* = \/5/2.
) (f(6) — f(2))/4=—1/60g f'(x) = —2/x%, slik at —2/(x*)?> = —1/6, og derfor x* = V12.
) (f@) — f0)/4=1/40g f'(x) =x/v/9 + x2,slikat x/+/9 + (x*)? = 1/4, og derfor x* = V3.

9.6

4. (a) Se fasiten. (b) (i) 7(Q) = 1840Q — (2Q? + 40Q + 5000) = 1800Q — 2Q? — 5000. Siden
7' (Q) = 1800 —4Q =0 for Q =450 0og 7" (Q) = —4 < 0, vil Q = 450 maksimere profitten.
(ii) 7(Q) = 2200Q —2Q? — 5000. Siden 7'(Q) = 2200 —4Q = 0 for Q = 550 0g 7" (Q) = —4 < 0,
vil O = 550 maksimere profitten.
(i) 7(Q) = —20% — 100Q — 5000 < —5000 for alle Q > 0, slik at Q = 0 maksimerer profitten.

9.7

2. (a) Strengt avtakende, ingen lokale ekstrempunkter. (b) f'(x) = 3x2 =3 = 0 forx = +1. Med
f"(x) =6xer f’(—1) = —60g f"(1) = 6, slik at x = —1 er et lokalt maksimumspunkt, og x = 1 er
et lokalt minimumspunkt. (c) f'(x) =1 — 1/x> =0 forx = &1. Med f"(x) =2/x>, f"(=1) = =2
og f”(1) = 2, far vi at x = —1 er et lokalt maksimumspunkt, og x = 1 er et lokalt minimumspunkt.
(d) f'(x) = 5x* — 15x2 = 5x2(x* — 3) = 0 for x = £+/3. Videre er f”(x) = 20x> — 30x. Siden
f"(3) = 30+/3 > 0 er x = +/3 et lokalt minimumspunkt, mens f”(—+/3) = —=304/3 < Oerx = /3
et lokalt maksimumspunkt. (e) f'(x) = x —3 = 0 for x = 3. Siden f”(x) = 1 > 0, er dette et
lokalt minimumspunkt. (f) f'(x) = 3x24+6x =3x(x +2) =0forx =0 og x = —2. Videre er
f"(x) = 6x + 6. Siden f”(0) = 6 > 0 er x = 0 et lokalt minimumspunkt, mens f”(—2) = —6 < Oer
X = \/§ et lokalt maksimumspunkt.

5. (a) f(x) erdefinert hvis x #0ogx > —6. f(x) =0ix = —6 0gix = —2. f(x) har samme fortegn
som (x + 2)/x, slik at f(x) > 01 (—6,—2) ogi (0,00). (b) Vi finner

1 —4x —24+x?+2x  x?-2x—-24 (x+4(x—6)

Flo = ——Jire4 2 -
ox2 x 2Jx+6 2x2/x + 6 Co/x+6  2x2J/x +6

Et fortegnsdiagram viser at f'(x) > 01 (=6, —4) og i (6, 00) mens f'(x) < 01 (—4,0) ogi (0, 6).
Det folger at f er strengt voksende i [—6, —4] og i [6, 00), strengt avtakende i [—4, 0) og i (0, 6]. Det

© Knut Sydsater, Arne Strgm 2010
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folger fra fgrstederiverttesten at f har to lokale minimumspunkter, x; = —6 og x, = 6, og ett lokalt
maksimumspunkt, x3 = —4, med f(—6) =0, f(6) = $+/8 = 8+/2/3 0g f(—4) = 1/2.

(c) Siden lim, o +/x +6 = 6 > 0, mens lim,_, - (I +2/x) = —o0 og lim,_,¢+ (1 4 2/x) = o0, ser vi
atlim,_,o- f(x) = —oooglim,_, o+ f(x) = oo. Videre er

lim 0o = i (x2—2x—24 1 ) 1 0
m = m . = — . =
soood = 1 2x2 Jito) 2
Se figur M9.7.5.

:

8,,

6+

41

2

N

f t + t t + +—» X
_6_4_% 2 4 6 8 10

Figur M9.7.5

10. f(x) = x> +ax+b — ocondrx — 0o og f(x) — —oo nir x — —oo. Altsa har f(x) = 0 alltid
minst en rot. Videre er f'(x) = 3x? + a. Fora > 0, er derfor f’(x) > 0 for alle x # 0, slik at f er
strengt voksende, og likningen har da bare én rot. Merk at for a > 0 er 4a® 4+ 27b* > 0. Anta sé at
a <0.Daer f'(x) =0forx = +/—a/3==+,/pmed p=—a/3 > 0. Dahar f et lokalt maksimum
i(=/p,b+2p,/p) og etlokalt minimum i (,/p, b — 2p./p). Hvis en av de lokale ekstremverdiene
er 0, har likningen en dobbeltrot, og dette er tilfellet hvis og bare hvis 4p> = b2, dvs. hvis og bare
hvis 4a® 4 27b* = 0. Likningen har tre reelle rgtter hvis og bare hvis den lokale maksimumsverdien er
positive og den lokale minimumsverdien er negativ. Dette inntreffer hvis og bare hvis b > —2p./p og
b<2p/p & |bl <2pp < b> <4p’ < 4a’ +27b* < 0.

9.8
3. En fér enkelt fasitsvarene ved & bruke disse deriverte: (a) y) = —e " (1 + x), y”’ = xe™*

1 7 _

)y ="y =" @) =22 G0,y = xe (0~ 6x+6)
X X

1-21 6lnx —5
(d)ylz 3nx’y,/: nx4 (e)y/=ZeX(ex—1), y//ZeX(2€x_1)
X X

Oy =22 —x%),y =e*(x?—2x —2)

Repetisjonsoppgaver for kapittel 9

3. 7 = —0.0016Q% + 44Q — 0.0004Q? — 8Q — 64000 = —0.002Q? + 36Q — 64000, og Q = 9000
maksimerer denne kvadratiske funksjonen.

0.000802 + 8
(b)ElQC(Q)ZLC/(Q)Z 0" +30

~ 0.12 nar Q = 1000,
C(0) 0.000402 + 8Q + 64000 ndr 0
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2 x2(1 = x)
241D

f'(x) <0i[l,00). Altsd er x = 1 et maksimumspunkt. f”(x) =

8. (b)f/(x)z;—l—i-x—%x

1 Et fortegnsdiagram viser at f'(x) > 01 (—1, 1] og
X

—x(xZ4+x-=1)
(x + 1)2
X = %(«/5 —1). Merk at x = %(—\/3 — 1) er utenfor definisjonsomradet.) Siden f”(x) endrer fortegn
rundt disse punktene, de er begge vendepunkter.
, Q2+ e*) — 2™ (2 —e™)
PR = Ay T ot ey
(b) h er strengt voksende i (—oo, 0], XEIPOO h(x) = 0o0gh(0) = 1/3. Derfor er h definert pa (—oo, 0] og

=0 forx =0og

. Se fasiten.

har en invers definert pa (0, 1/3] med verdier i (—oo, 0]. For a finne den inverse, merk at
X

2rex Y & y(e¥)? — " + 2y = 0. Denne annengradslikningen i e* har rgttene

e =[1++1—8y2]/2y. Siden y = 1/3 for x = 0, ser vi at vi md ha ¢* = [1 — /1 — 8y2]/2y, og
derfor x = In(1 — +/1 — 8x2) — In(2x). Ved 4 bruke x som fri variabel far vi

h'(x) =In(1 — /1 —8x2) — In(2x)

Funksjonen og dens inverse er tegnet pa figur M9.R.9.y

A
0.5+
Py
| | | ; > X

—-15 —-1.0 —-05 0.5

—054
hl

—1.04
—1.51

Figur M9.R.9

11. Merk fgrst at f(x) — 0 nar x — Foo (divider teller og nevner med x*). Derivasjon gir

18x2(x* +x2 +2) —6x?(4x® +2x)  —6x2(x* +x2—6)  —6x2(x? —3)(x? +2)
(x* +x2 +2)2 a2+ (a2 42)2

o) =

slik at f er stasjonar nir x = 0 og nir x = =£+/3. Et fortegnsdiagram viser at x = /3 er et lokalt (og
globalt) maksimumspunkt, x = —4/3 er et lokalt (og globalt) minimumspunkt, og x = 0 er ingen av
delene. (Det er et vendepunkt.) Grafen til f er vist pa figur f9.R.11 i fasiten.

10 Integrasjon

10.1
4. (a)/(t3+2t—3)dt=/t3dt+/2tdt—/3dt=}Tt4+t2—3t+C

d
(b)f(x—l)zdx = /(x2—2x+1)dx = 1x’ —x?4+x+C. Alternativt: Siden d—(x—l)3 =3(x—1)72
X
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har vi /(x —1?dx = _%(x —1)% + C;. Dette er det samme som det fgrste svaret, med C; = C + 1/3.
(C)/(x —D(x+2)dx = /(x2+x —2)dx =4 +Ix* —2x + C

(d) Enten multipliserer vi frst ut: (x 4+ 2)3 = x> +6x2 + 12x + 8, og fér / (x+2)7dx = Ix* +2x° +
6x2 +8x +C, eller: /(x+2)3 = %(x+2)4+C1. (e)/(e3" —e¥ 4 e¥)dx = %63" - %62"+e" +C

3 _3x+4 4
(f)/&dxzv/<x2—3+—>dx=%x3—3x+4ln|x|+C.
X X

(Legg merke til dette siste integralet, som mange har problemer med. Vi benytter bare at (¢ —b+c¢)/d =

a/d —b/d + c/d. Integralet / S dx er mye vanskeligere.
x3—3x+4
—2)? 2 _4y+4
5. (a) Vi forenkler integranden: =2 - Y+ = y¥? — 4y12 4 4y~12 Dermed fir vi
vy vy

=27 _
/Tdy: (y3/2 _ 4y1/2 _|_4y 1/2) dy:%yS/Z _ §y3/2 + 8y1/2 + C

X 2 1 X 1.3 1.2
(b) Polynomdivisjon: T =x"—x+1- T ,slikatf T dx = 3x"—5x"+x—In[x+1|+C.
X X X

d
(©) d—(l +xH)1% = 16(1 + x> - 2x = 32x(1 + x> slik at/x(l +xHPdx = H1+ )0+ C.
X

13. Integrasjon gir: f'(x) = [(x ™2 + x> +2)dx = —x~! + {x* + 2x + C. Med f'(1) = 1/4 far vi
1/4 = =1+ 1 +2+ C,slikat C = —1. Ny integrasjon gir f(x) = [(—x~! + 1x* + 2x — ) dx =
—Inx + 3x° + x> —x 4+ D. Med f(1) =OharviO=—In1+ 55 + 1 — 1 + D, slikat D = —1/20.

10.2

6. (a) Et fortegnsdiagram viser at f(x) > 0nar0 < x < 1 ognirx > 2. (b) f(x) = x> — 3x% 4 2x,
slikat f/(x) =3x2—6x+2=0nérxo =1 —+/3/30gx; =14++/3/3. Viserat f'(x) > 0 < x <
xgo eller x > x1, og videre at f'(x) < 0 & xg < x < x1. Dermed er f (strengt) voksende i (—o0, x¢]
ogi[x1, 00), og (strengt) avtakende i [x¢, x1]. Det fglger at xq er et lokalt maksimumspunkt og x; er et
lokalt minimumspunkt. (c) Se fasiten.

3000000

7. @) f'(x) = -1+ ——— =0 for x; = +/3000000 = 1000+/3, som vi lett ser er et maksimumspunkt.
X
) I = 335 [oe (4000x — 1x2 —30000001n x) = 2000 — 15001n3 ~ 352
10.3

b xptat! xPHrl 1 1
2 @ / (PH 4 2P dx = T "

optg+1 p+r+1 p+q+l p+r+1
(b) f/(1) = 6 gira + b = 6. Siden f”(x) = 2ax + b, gir f”(1) = 18 at 2a + b = 18. Det fglger at
a=120gb = 6,slik at f'(x) = 12x2 — 6x. Mendaer f(x) = f(12x —6x)dx = 4x3 = 3x2 4+ C,
og siden vi skal ha [ (4x> — 3x% + C) = 18, md \f)(x“ —x3+Cx) =18,dvs. C =5.

83

1 1
4. (a)/ (x2+2)2dx=/ (x4+4x2+4)dx= o+ id 440 =8

1
(b)/ X+xl/2+xl/4)dx—‘ (1x2+2x3/2+4x5/4) 30
0
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1,2 / 1 1 1 11/2 1
© [ I g o [EEEDEEEDT e [N ok 1 =
0 0

x+1 0 x+1
1
(322 +200+ D) dx =2v2 - 3
0
b d b— d A — d
(d)Ax+ +—=Aw+—=A—|—Q—i——.lntegrerogsefasiten.
X +c X X +c X X +c X

T
(—1/0)e @ = (=1/0)(e T —1) = (1 — e °T)/p, og vi far formelen i fasiten,
0

T
S.f e dr =
0

W(T)=K(1—e°")/oT.NarT — oo vile T — 0, slik at ogsd W(T) — 0. Ved 4 bruke I’Hopital’s
regel, finner viat W(T) — K nar T — 0%. For T > Oer W/(T) = Ke 2T (1 4+ oT — ¢°")/oT? < 0,
siden e > 1 + oT (se oppgave 5.11.7). Vi slutter at W(T') er strengt avtakende og at W (T) € (0, K).
9. (@ f'(x) = -
Jrra(/xra—2)
invers definert pa (—00, 00). Vi finner at den inverse er g(x) = /> +4¢*/* (y =4In(v/x +4 —-2) &
In(Wx+4-2)=y/daJrtd=e/*+2 6 x+4= (4 +2)> & x = /? + 4e7/*)
(b) Se fasiten. (c) Arealet A er skyggelagt pa figur f10.3.9 i fasiten. Som inverse funksjoner er grafene
til f og g symmetriske omkring linjen y = x, slik at areal A = areal B. Men areal B er areal av et
rektangel med grunnlinje a og hgyde 10, minus arealet under grafen til g over intervallet [0, a]. Derfor
er B =10a — [ (¢"/? + 4¢*/*)dx = 10a + 18 — 2¢*/> — 16¢*/4. Siden a = f(10) = 4In(v/14 — 2),
blir A = B = 10a + 14 — 8+/14 ~ 6.26.

10.4

2. (a) Er antall individer n, la N betegne antallet med inntekt i intervallet [b, 2b] og M deres totale inntekt.

2b 2b nB 2b 2b
_ -2 4. _ -1 _ _ -2 _ -1 _
DaerN_n/ Br~“dr = n| —Br _—ogM_n/ Br rdr_n/ Br—dr =
b b 2b b b

> 0 for x > 0 og f har verdimengde (—o0, 00), slik at f har en

2b
n| Blnr =nBIn2. Dermed er middelinntekten m = M /N = 2b1n 2.
b 2b 2b 2b
(b) Total etterspgrsel er x(p) = / nD(p,r)f(r)dr = / nApYr®Br=2dr = nABpY / P2 dr
b b b
20 .51 5—1
270 —1
=nABpY " =nABp’ b1 T———.
p 6—1 5—1

6. (a) Se fasiten. (b) Likevekt nar 6000/(Q* 4 50) = Q* + 10. Positiv lgsning: Q* = 50 med P* = 60.

50 6000 50
CS = —60|d0 = [60001] 50) — 60Q] = 60001n2 — 3000,
/0 [ 5350~ )40 ‘0[ n(Q +50) — 600] n

50
PS:/ (50 — 0)dQ = 1250
0

7. (b)/ (g(v) = f(D)dt = / 1? —307% + 1007) dt = | (37* — 107° +507%) =
0 0 0

12

172(x? — 207 4 100) = ‘ 172(r = 10)* = 12(t — 10)*> > 0 for alle .
0 0
10 10
(c)/ p(0) f (@) =/ (=2 +97 + 11t — 11+ 11/(t + 1)) dt =940+ 111n 11 ~ 966.38,
0 0
10

10
/ p(t)g(t)dt:/ (r* = 1912 479t + 121 — 121/(t 4 1)) dr = 3980/3 — 121 In 11 ~ 1036.52.
0 0
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Profil g bgr velges.

gT —rT —rT 1

T T T ot _ o T _
8. (S = / e (8T8 — 1) dx = egT/ e~ gx —/ e dx = + ,08
0 0 0 r+g r

derforer r(r + g)S = refT + ge™'T — (r + g).
.. . . T oT T T oT ) oT
(b) Implisit derivasjon mhp. g gir rS = ref (T + ga—> +e"" + ge (—ra—) — 1, slik at e
§ g §
rS+1—rTes” —e'T

rg(es! —e=rT)

10.6

1
2. (a) Formel (2) med f(x) = In(x 4+ 2) og g’(x) = x, med valget g(x) = 2x glr/ xIn(x +2)dx =
-1

1 1 4
%len(x—l—Z)—%/ :zdx—lln3— /_] <x—2+m) dx=2—%ln3.(Herbmkte
vi polynomdivisjon pé brgken x>/ (x + 2).)
(b) Siden %2’5 =2%1n2, er 2*/In2 et ubestemt integral av 2. Dermed far vi
2 2o 2 o¥ 8 |7 2 8 4 1 8 3
x2%dx = | x — dx = — — —:——(———):———

0 o In2 Jo In2 In2 |p(In2)2 In2 (In2)2  (In2)? In2 (In2)?

(c) Vi bruker fgrst delvis integrasjon pa det ubestemte integralet, med f(x) = x2 og g(x) = e*:

(%) /xzex dx = x*e

— / 2xe* dx. Pa det siste integralet bruker vi igjen delvis integrasjon med

f(x) = 2x og g(x) = €*, som gir / 2xe* dx = 2xe* — /26’“ dx = 2xe* — (2¢* + C). Innsatt i (x)

1

1
gir det /xze" dx = x%*¢* — 2xe* + 2¢* + C, og dermed / x2e¥dx = | (x%e" — 2xe® +2¢%) =
0 0

(e —2e +2e) — (0 — 0+ 2) = e — 2. Alternativt kunne vi brukt formel (10.6.2):

| | 1
/ x2e* dx =
0

1 1
x2e* —2/ xexdxze—Z[ xex—/ exdx] =e¢—2[e—
0 0 0 0
T
5. (a) Formel (10.6.2) gir, / te”"dt =
0

T
T _1

1

el=e—-2
0

— T -T 1 (7
t—e " —/ —edt = —e'T ¢ —/ e " dt
0 r 0 r r r Jo

1
—e ===+ rT)e™"T). Multipliser sa dette uttrykket med a.
o I r

T T
(b) / (a+bt)e " dt = a/ e "dt + b/ te”" dt, osv. ved & bruke (a).
0 0

-T 1
— _e—rT 4+ =
r

T T T
(©) f (a — bt +ctPe " dt = af e "dt — b/ te " dt + c/ t*e7"" dt. Bruk (a) og (b) og
0 0 0

/ e dr =
0

10.7

2. (a)Substitueru = 2x>+3. Daerdu = 4x dx, ogintegralet blir %/u du‘= 2414 4C = 54 L2x243)%4C.

T T
t e - / 20(=1/r)e”"dt = =(1/n)T?e™"" + (2/r)/ te”"" dt.
0 0

(b) Med u = x3 + 2 far vi du = 3x2 dx og /x26x3+2dx — / letdu=1Le" 4+ Cc= L™ 4 C
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10 INTEGRASJON 33
(c) Fgrste forsgk: u = x + 2, som gir du = dx og / 1112(x:j) / In u
Dette ser ikke enklere ut enn det opprinnelige integralet. En bedre ide er & substltuere u = In(x 4 2). Da
far vi du = dx og/ In(x +2) dx = / Lydu=1w>+C=1Inx+2)>+C.

x+2 2x +4 2 4 4

(d) Forste forsgk: u = 1 +x. Daerdu = dx,og [ x/T+xdx = [(u—DJudu = [@®*—u'/?)du
= %u5/2 - %u3/2 +C = %(1 +x)3% — %(1 +x)32 4 C. Andre forsgk: u = /T + x. Daeru® = 14x og
2udu = dx. Integraletblirda [ x+/T+xdx = [@*—Du2udu = [(u* —2u®) du osv. Undersgk om
du fir samme svar. Ogsé delvis integrasjon fgrer fram i dette tilfellet: Sett f(x) = x og g’(x) = /1 + x,
med g(x) = 2 s+ x)3/2. (Svarene ser forskjellige ut, men er det ikke.)

(e)Medu=1+x x> =u—1o0gdu = 2xdx, far vi /(1+x2)3 /(1 xz)*

1 -2 -3 1,2

> d = — d ——— C =

2/ U= /(u u’)du Tyl U -+ 2(1+x2)+4(1+ 2)2

(HMedu = /4 — x3,u =4—x,0g2udu=—3x2dx,fe°1rv1/x V4 —x3dx=fx*\/ 4 — x3x%dx

= /(4—u2)u (—Hudu = /(—§u2+§u4) du= -3+ %0’ +C = -34—x)Y P+ & @-x) +C.
10.8

1. (a)Med u = /7 farviu? = t, og dermed 2u du = dt. Nagirt = 2atu = 1 ogt = 4 giru = 2. Dermed
4 2 2 2 2

er/ e Vidr = / Que™du = | —2ue™" — 2/ (—e™™)du = —4e > +2¢7 ' +2| (=) =
1 1 1 1 1

—de 2+ 2¢ " —2e 2+ 2 =47 —6e72.

2
) Medu = 2+ x)'Peru’ =2+ x og 3u’du = dx, slik at integralet blir / (u® —2)u3u’ du =
1

2
3 3 447
(71/!7 — §u4) =717 -

2
/ Gu® — 6u®)du =
1

1
(c) Substitueru = ¥/x,u’ = x,dx = 3u® du, og bruk delvis integrasjon to ganger (se oppgave 10.6.2(c)):
/e%dx =3 / we" du = 3uPe" — 2ue +2e") + C = 3e8 (23 —2x13 £ 2) 4+ C.

1 1
@1 = / = xNHE = D%dx = / —x*(x® = DB dx. Innfer u = x> — 1. Dadu = 5x*dx, og
0 0

0
nérx:Oeru:—l,nﬁrx:leru=0,0gderf0rer1=—/ %umdu:—
—1

. . 2 o In x 2
3. (a) Vi substituerer u = /x, u* = x og 2udu = dx og far de =2 Inu"du=4 | Inudu =
X
Aulnu —u) + C =4/xIn/x —4/x + C = 2/x Inx — 4/x + C. (Her brukte vi eksempel 10.1.2.
Delvis integrasjon med f(x) = Inx og g'(x) = 1/4/x gir faktisk litt enklere regning.)
MyMedu =14 /x,u—1=/x,dvs. (u—1)> = x, farvi2(u — 1)du = dx. Narx = Oeru = I,

nar x = 4 er u = 3. Dermed far vi
P2 —1) ’ 172 172 ’ 2 8
/ —du:Z/ (u'/ —u_/)du=2‘ (§u3/2—2u1/2)du=§
Ju 1 1

/o\/ﬁzl

(Substitusjonen u = /1 + /x kan ogs& brukes.)
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X -1 n 2
x+DEx+2) x+1 x+2
Her er en enkel metode for & finne denne oppspaltingen: Sett

4. (a) Ved delbrgkoppspalting far vi (sjekk at det er rett)

X . A n B
x+Dx+2) x+1 x+2

der A og B er konstanter. For a finne A multipliserer vi () med faktoren x + 1. Da far vi:

B 1
X —A+M

x4+2 x+2
Veddlax — —1 farvi A = —1. Pa tilsvarende mate finner vi B ved a multiplisere (x) med x + 2 og la
x — —2. Det gir B = 2.
Vi finner d tf xdx /_1dx+/ 2dx 1)+ 20nfx 42|+ C.
i finner da a = n|x n|x
x+Dx+2) x+1 T2
P 1 —2x 7 1 9 1
(b) Ved delbrgksoppspalting far vi (sjekk at det er rett), =—— - = . Dermed
(x +3)(x — 5) 8x+3 8x-5
(1~ 2x)dx Tinjx+3|— 2Injx — 5|+ C
—— = —2In|x —2In|x — .
(x+3)(x —5) 8 8

(c) Siden graden av polynomet i telleren er lik graden av polynomet i nevneren ma vi fgrst foreta poly-

nomdivisjon. I dette tilfelle kan vi unnga det. Med et lite triks finner vi at

x? _ x2 _x2+2x—8+8—2x_ N 8 —2x
@+Hx-2) P +2-8 422 -8 (= +4)
Videre er
8 —2x ¢ 1 , 1
~3 3
x—2)(x+4) xt4 3x_2
Dermed far vi at
x2dx 1 1
/(x—2)(x+4) /( 3x+4+3x—2) x=x—3Inlx+4/+5In|x - 2|+

5. Med x = CDeP™ som ny variabel, er dx = CD,Beﬁr dt = Bxdrt, og vi far

CDM A1 —x/Cydx A [P C—x A [CP o 1+C
I= i S Al A — " dx=—— = dx
cD 1+x px BC x(14+x) BC X 1+x

CDeP
[Clnx — (1 4+ C)In(1 + x)]

_A
= ic
= ﬂic[C In(CDeP") — (1 4+ C)In(1 + CDeP') — CIn(CD) + (1 4+ C)In(1 + CD)]

CcD

_ ﬂic[c In(CD) + Cpt — (14 C)In(1 + CDe™) — CIn(CD) + (14 C)In(1 + CD)]

A(l1+C) 1+CD
= In At
BC 1 + CDebi
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10.9

+00 b 1
2. (a) f(x)dx_/ -

7.

11.

13.

b

1
axsz(b—a)_l

Po__ U
2(b —a)

1
dx =
—a b—a

+<>o b
(b)[ xf(x)dx_—/ xdx =
a 2(b —a)

1Py 1bp-d
3(b—a)l, 3 b—a
(a) Se fasiten. Ved forenklet skrivemate og bruk av resultatet i eksempel 1(a), far vi:
b) [7 (= 1/ e dx = =7 (x = 1/0)*e™ + 2 (x — 1/A) e ™ dx
=1/22 42 [P xe M dx — (2/0) [yT e dx = 1/A% +2/3% —2/3* = 1/A?
© Joo = 1/2)2 ke dx = —| (x — 1/W) e ™™ + [(P3(x — 1/0)* e dx
= =1/ 4+ G/1) [y7 (x = 1/0) e ™ dx = —1/33 + 3/ (1/3%) = 2/23

(b —a*) = %(a + b)

(b—a)l,

(c) = 5(a +ab + b?)

Vi ser at integranden f(x) =

\/xlﬁ + \/31Tx bare er definert i det dpne intervallet (—2, 3) og gar mot
oo i begge ender av dette intervallet. For & vise at integralet konvergerer, bruker vi oppskriften i formel
(10.9.6) pa side 313: Vi deler intervallet pa et vilkarlig sted, for eksempel i x = 0, og viser at integralene
over (—2, 0] og [0, 3) begge konvergerer. Hvis begge grensene eksisterer, er det gitte integralet summen
av fglgende to grenser: I} = lim,_ o+ f_32+£(1/\/m> dx og I, = lim,_o+ fj;%l/ﬂ) dx.

T . 02
Her I} = 81_1)r51+ 2V +2) = 81_1)1&(2«/5 —2Je) = 2v/5, 02 I, = 81_1)%1+ (i x) =
li%1+(—2ﬁ+ 2\/5) = 2+/5. Svaret er dermed 11 + I, = 44/5.
£—

+00

1 +00
(a) Den foreslatte substitusjonen gir / fx)dx = — / e du = 1, ifelge (10.9.7).
NEJ

—00

+0o0 1 +00
(b) / xf(x)dx = — / (n+ \/Eau)e_“z du =, ved a bruke (a) og eksempel 3.
o0 NEJW

“+o00 1 +00 N
1= / x> f(x)dx = —/ Qo 2u? + 220 pu + pe ™ du
VT J -0

—00

20.2 +00 ) 2\/§UM 400 +00
= — ue ™ du+ / ue ™ du —}——/ e du = o> +0+ pu?
VT ) NEI

+
(Delvis integrasjon gir / wre ™ du = —%ueﬂ‘z + / 567'4 du, slik at/ wre™ du = %\/77)
)

Tegn grafen til f(x) = 1/(x Inx) over intervallet [2, co). Fra grafen din bgr du kunne lese ut ulikheten

1 o dx
22 T3m3 T nn >/2 XInx

Ved a substituere u = In x, du = (1/x)dx i integralet, ser vi at

n+l dx In(n+1) du
/2 xlnx /1‘,12 u

som gar mot oo nar n — o0o. Dermed divergerer rekken

In(n+1)
Inu = In(In(n + 1)) — In(In 2)

In2

1 1
_|_

1
2m2 T 3m3 T gm0

n(l/nlnn) =1/Inn — 0 narn — oo.
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10.10

9.

(a) Vi ser at dette er differensiallikningen for logistisk vekst. Likning (10.10.6) med x = N, r = 0.39,
K = 1000 og xo = N(0) = 1 gir fasitsvaret. N(20) er bare tilneermet lik 710. (b) Se fasiten.

Repetisjonsoppgaver for kapittel 10

S.

10.

11.

12.

18.

(a)Medu=9+ﬁerx=(u—9)20gdx=2(u—9)du. Narx =0eru =9, 0gx = 25 giru = 14.

L | 42(u —9) 14 18 14

Derfor er dx= | 2 au= (2— —) du=10—181In —.
0 9+ﬁ 9 u 9 u 9

(b) Medu =t +2ert =u?> —2o0gdt =2udu. Nart =2 eru = 2,0gt = 7 gir u = 3. Dermed er

7 3 3 3
/ t«/t+2dt=/ (u2—2)u-2udu=2/ (u4—2u2)du=2‘ (gu5—§u3)=886/15
2 2 2 2

(c)Med u = /19x3 + 8 eru’ = 19x3 + 8 og 3u’du = 57x*dx. Narx = Oeru = 2, og x = 1 gir
1 3 3
u = 3. Da far vi/ 57x%v/19x3 + 8 dx = / 3uldu = | 2u* =195/4.

0 2 2

Likevekt nir 50/(Q* +5) = 10+ Q*, dvs. (Q*)*> +500* — 275 = 0. Den eneste positive lgsningen er

5 50 5
Q* =5,0gdaer P*=5. CS=/ |:——5:| dQ =|[50In(Q +5)—-50Q0]=50In2 — 25,
o LO+S 0

5
PS =/ (5-45-0.10)dQ = 1.25.
0

2Inz-(1/t) -t — (Int)? - 1 _4(2—1nt)lnt

@ f(t)=4

12 12 ’
2.(1/t) =2Int - (1/t))t> — 2Int — (In£)*) 2t Int)> —3Int + 1
f”(t)=4( (/1) n (/)tl (2Int — (In7)7) :8(11) t3n+
(b) Stasjonare punkter: f'(t) =0 < Int(2—Int) =0« Inr =2 eller nt=0&1 = e? eller 1 =
1 Siden f”(1) = 8 > 0 og f"(e?) = —8e % ert = 1 et lokalt minimumspunkt og t = ¢ ~ 7.4 er et
lokalt maksimumspunkt. Vi finner at (1) = 0 og f(e?) = 16e™2 ~ 2.2.

¢ (Int)?

(c) Funksjonen er positiv over intervallet [1, e?]slik atarealeter A = 4 / dt. Innfgru = Int. Da

1
erdu = (1/t)dr. Nart = leru = O,ndrs = e eru = 2. Vifarderfor A = 4 [T u? du = 4 |] 2u® = 2.

Lgsningene av (a) og (d) far viav x = ax <= x = Ae?. Lgsningene av (b), (), (g) og (h) far vi lett
av (10.10.8) (men vi ma fgrst dividere likningene i (e) og (g) med hhv. 3 og 2). Likningene (c) og (f) er
logistiske, og vi bruker (10.10.9),

A —AX
(@) F(x) = a(e™™ +a)~!, slik at F'(x) = —a(e™ +a)2(=he™™) = —2° ___ _ f(x), som
(ef)hx +a)2
viser at F er et ubestemt integral av f. lim,_,, F'(x) = 1 siden e — 0, og limy_, _ F(x) =0.
X—> 00

(b) F'(x) = f'(x) = ar’e (e —a)(e™™ + a)~>. Merk at F"(x) = 0 for e ** = a, dvs. for
xo = —(Ina)/A. Siden F”(x) endrer fortegn rundt x, er dette et vendepunkt. F(xo) = F(—(na)/A) =
a/(a + a) = 1/2. Se grafen pa figur f10.R.18 i fasiten.

(c) F(x) er strengt voksende og har verdimengde (0, 1). Derfor har den en invers funksjon definert pa
(0, 1). For 4 finne den inverse lgser vi likningen y = a/(e™* + a) mhp. x: Vi far e ™ +a = a/y,
eller e ™ = a/y — a og dermed —Ax = In(a/y — a), slik at x = —(1/A)(In(a/y — a)). Den inverse
erdermed F~'(x) = —(1/A)(In(a/x — a)), x € (0, 1). Endeliger (% f(x)dx = aggloo fao fx)dx +
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11 FUNKSJONER AV FLERE VARIABLER 37

lim fob f(x)dx = lim [F(0) — F(a)] + lim [F(b) — F(0)] = 1, der vi brukte resultatene i (a).
b—o0 a——00 b—00

(Fasiten refererer til et punkt (d) som ikke fins. Den viser dessuten at F (x) = ffoo f(t)dt.)

11 Funksjoner av flere variabler

11.1

6. (a) Nevneren ma ikke veere 0, slik at funksjon er definert for de (x, y) der y # x — 2.
(b) Ma kreve 2 — (x? 4+ y?) > 0, dvs. x> 4y < 2.
(c)Setta = x>+ y?. Vimaha (4 —a)(a — 1) > 0,dvs. 1 <a < 4. (Bruk et fortegnsdiagram.)

11.2

3. (a) og (b) erenkle. (c) f(x,y) = (x> —2y?)° = u’,deru = x> —2y”. Daer filx,y) = 51441/l =
5(x% —2y»)*2x = 10x(x? — 2y?)*. T samme maten far vi at fx,y) = 5u4u’2 =52 —2yH)*(—4y) =
—20y(x? — 2y?)*. Endelig er f/5(x, y) den deriverte av f/(x, y) mhp. y, idet vi holder x konstant, slik
at fl5(x, y) = (3/3y)(10x(x2 — 2y%)*) = 10x4(x? — 2y?)3(—4y) = —160xy(x* — 2y?)>.

5. (@-(c)erlette. (d)z=x" = (")’ = e""¥ = ¢“ medu = ylnx. Daerz, = eu, = x"(y/x) =
yx¥~!. P4 samme méte er z’y = e“u/y = x¥Inx. Dessuten er 7/ = (3/3x)(yx*~!) = y(y — Dx"72.
(Ved partiell derivasjon av x*~! mhp. x holdes y konstant, slik at regelen dx¢/dx = ax®~! anvendes.)
z’)fy = (3/3y)(x¥ Inx) = x?(Inx)>. Endelig er z;/y = 3/3y)(yx*"1) = x> + yx>"TInx. (Merk at

"=xYInx-1=x""lnx))

hvisw = x¥~1 = x?, med v = y—1,daer w)

11.3

9. (a) Det kan vaere en help a tenke pa figur A som kart over et fjell. Star en i P og ser i retningen av den
positive x-aksen, vil terrenget vere stigende slik at f/(P) > 0. Terrenget er avtakende i retning av den
positive y-aksen, slik at fy/.(P) < 0. (b) (1) Linjen x = 1 har ingen punkter felles med noen av av
nivakurvene. (ii) Linjen y = 2 skjerer nivakurven z = 2ix = 2 og x = 6 (tiln@rmet).

(c) Hvis du starter i punktet (6, 0) og beveger deg opp langs linjen 2x +3y = 12, mgter du fgrst nivakurven
z = f(x,y) = 1. Beveger du deg videre vil du mgte nivikurver med hgyere z-verdier. Den nivdkurven
du mgter som har den hgyeste z-verdien, er den der z = 3, der den rette linjen akkurat bergrer nivakurven.

11.6
2. (a)-(d) erenkle. (e) f(x,y,2) = ¢ +y* +z"° = ub, medu = x* + y* + z* Daer f] = 6u’u| =
6% + 57 +2%%2x = 12x (2 + 3> +24, f] = 61uy = 6(x> + > +29°3y? = 18> (x> + y* +2%)°,
fi=6utuy = 6(x*+y3 + 2942 = 2432 + 33+ (D) f(x,y.2) = 7 =", med u = xyz,
gir f{ = e"u} = ¢™*yz. Pd samme mate er f; = e"u), = e"*xz og f; = e"u}y = e xy.
5. Nar r og w er konstanter, er ogsa (1/r + 1/w) konstant, slik at 97 /dp = %p(l/r + 1/w).
10. Fra f = x¥" far vi (%) In f = y?In x. Derivasjon av () mhp. x gir fi/f =y¥/x,slikat fl = fy*/x =

x¥y?/x = y*x¥~!. Derivasjon av (*) mhp. y gir H1f = zy*~!nx, slik at fy = zy* (Inx)x¥".
Derivasjon av (%) mhp. z gir f//f = y*(Iny)(Inx), slik at f] = y*(Inx)(In y)x
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7

(a) Yy =aAK ' og Yy =aBL ' slikat KYy + LY, =aAK®+aBL" = a(AK® + BL) = aY
(b)KYg +LY, = KaAK 'L’ + LAK“bL>™' = aAK“LY +bAK“L® = (a+b)AK‘L" = (a+b)Y
2aK L3 —bK*L? _ 2bK°L —aK?L*

Y/ [ — A - - = lik at
(©) Yk @@L’ +bK3)? B'L @l 1ok ke
Ky, o Ly = 20KPL —bKPL2 4 2bKOL? —aK?L  K2L2al®+bK%) _ KPL?
K L — (aL3—|—bK3)2 - (GL3+bK3)2 = aL3+bK3 =

(Ifglge avsnitt 12.6 er disse funksjonene er homogene av grad hhv. a, a + b og 1, slik at resultatene er
umiddelbare konsekvenser av Eulers setning (12.6.2).)

LY = (—m/,o)a(—,o)K””lAe)"[aK’p + bL’p]_(m/p)_1 = maK’p’lAeM[aK’p —i—bL’p]_(m/p)_1

Y, = (=m/p)b(—p) L= A [aK ~* + bL=]" "7 = mpL="1 AcM [aK P 4 bLP] "0
Dermeder KYy + LY, = m(aK " +bL™")Ae™ [aK"" + bL‘p]_(m/p)_1 = mY. (Denne funksjonen
er homogen av grad m, slik at resultatet er en direkte konsekvens av Eulers setning (12.6.2).)

.8

a D mD, —D  pD_-mD),
(r) = P = a5
slik at pD/m vokser med m hvis El,, D > 1. (Ved a bruke regnereglene for elastisiteter fra avsnitt 5.12

kan vi regne slik: El,,(pD/m) = El,, p + El,, D —El,,m =El,, D — 1.)

D
=228, D-11>0 < El, D> 1
m?2

Repetisjonsoppgaver for kapittel 11

11.

(b) Vi ma finne alle par (x, y) som oppfyller begge likningene (i) 4x* —8xy = 0 og (ii) 4y —4x> 44 = 0.
Fra (i) far vi 4x (x* — 2y) = 0, og dermed er x = 0 eller x? = 2y. For x = 0 gir (ii)) y = —1, slik at
(x,y) = (0, —1) er en Igsning. Hvis x> = 2y, reduserer (ii) seg til 4y — 8y +4 = 0, dvs, y = 1. Men
daer x2 = 2, slik at x = £+/2. Dermed far vi ogsé Igsningene (x, y) = (£+/2, 1).

12 Hjelpemidler for komparativ statikk

12.1

5.

Vi ser pa (c) og (d). (¢): Hvis z = F(x,y) = xymed x = f(r) ogy = g(t), daer F{(x,y) =y,
Fy(x,y) =x,dx/dt = f'(t) og dy/dt = g'(¢), slik at formel (12.1.1) gir

dz/dt = F{(x,y)(dx/dt) + Fy(x, y)(dy/dt) = yf'(t) + xg'(t) = f'(t)g(t) + f(t)g'(t), som er den
velkjente formelen for den deriverte av et produkt.

(d): Hvis z = F(x,y) = x/ymed x = f(1) ogy = g(t), daer F{(x,y) = 1/y, Fy(x,y) =
—x/y*, dx/dt = f'(t) og dy/dt = g'(¢r), slik at formel (12.1.1) gir dz/dt = F{(x, y)(dx/dt) +
Fy(x, y)dy/dt) = (1/y) f' (1) = (x/y)g (1) = Gf (1) —xg 1) /y* = (f ()g(t) — f(1)g' (1)) /(8(1))?,

som er formelen for den deriverte av en kvotient.

. LaU(x) = u(x, h(x)) = In[x* + (ax* 4+ b)*/*] — & In(ax* + b).

ax?®1(3b — ax®)

3[x* + (ax* + b)*/3)(ax* + b)’
x <x*ogU'(x) < 0forx > x*. Altsd vil x = x* maksimere U (x).

DaerU'(x) = slikat U'(x*) = 01ix™ = /3b/a, mens U’ (x) > 0 for
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8. Derivasjon av (12.1.1) mhp. ¢ gir, d*z/dt* = (d/dt)[F|(x,y)dx/dt]1+ (d/dt)[Fy(x, y) dy/dt]. Her er
(d/dD)[F|(x, y)dx/dt] = [F{|(x,y)dx/dt + F/y(x, y)dy/dt]dx/dt + F|(x, y) d*x/dt?,
og (d/dt)[F;(x, y)dy/dt] = [F},(x,y)dx/dt + Fy(x,y)dy/dtldy/dt + Fj(x, y)d*y/dt*. 1det vi
antar at F{, = F;), felger konklusjonen.

12.2

2. (@)Laz = F(x,y) = xy’medx =t +s?ogy = ts. Daer F|(x,y) = y*, F5(x,y) = 2xy, dx/dt = 1
og dy/dt = 2ts. Men da gir (12.2.1) at 8z/d¢ = F|(x, y)(dx/dt) + F(x, y)(dy/dt) = y* 4+ 2xy2ts =
(129)% + 2(t 4+ sH)t2s2ts = 35> (5t + 4s2). 3z/0s finnes pa samme mate.

0z ox ay 2y —2sx
b) — = F/(x,V)— + Fi(x, y)— = —— /T 4 = of¢
R T T T ey e e e

8. Lau =Invderv=x>+y3+ 23 —3xyz. Daer du/dx = (1/v)(dv/dx) = (3x%> — 3yz)/v. P samme

mate far vi at du/dy = (3y> — 3xz)/v og du/dz = (3z> — 3xy)/v. Dermed er

, OSV.

du ou ou 1 3 1 3 ) 1
x—+y—+z— =—-0Bx7 = 3xyz) + -3y’ — 3xyz) + — (32" — 3xyz) = -3v =3
ax dy 0z v v v v

som viser (i). Elementer algebra er na alt som trengs for a vise (ii).

12.3

2. (a) Sefasiten. (b) Sett F(x,y) =x —y+3xy.DaF| =143y, F; =—1+3x, F/, =0, F, =3 og
F), =0. Dermed er y' = —F|/F; = —(1 + 3y)/(—1 + 3x). Ved a bruke likning (12.3.3) far vi
1 6(14+3y)(—1+3x) 6(1 +3y)
"_ _ F' (F. 2_2F//F/F/ F F/2 — — .
y (F2/)3[ 11( 2) 1251 2+ 22( 1) ] (_1_|_3x)3 (—1+3X)2
(c) Sett F(x,y) = y> —x% Daer F| = —6x°, F; = 5y*, F|| = =30x*, F[, = 0 og Fj, = 20y?, slik
aty' = —F|/F; = —(—6x°/5y*) = 6x°/5y*. Ved & bruke likning (12.3.3) fér vi,
1 6x*  144x10
//:_— _304 542 203_652:—_—.
y (5y4)3[( ) (5y)? + 207 (—6x7)°] 3 259
(Det er en nyttig algebraisk gvelse & vise at uttrykkene vi fant for y” in (b) and (c) reduserer seg til dem
vi fant i svarene til oppgave 7.1.2.)

3. (@Med F(x,y) =2x? +xy+y*ery = —F|/F) = —(4x + y)/(x +2y) = —4i (2, 0). (Dessuten er
"= —(28x% 4 14y> + 14xy)/(x +2y)® = —141 (2, 0), men denne var det ikke spurt etter i oppgaven.)
Tangenten har likning y — 0 = (—4)(x —2), ellery = —4x+8. (b) y' = Okrever y = —4x. Innsetting

i den gitte likningen gir 14x2 = 8, dvs. x = £2+/7/7, som gir de to punktene angitt i fasiten.

12.4
3. (a) Likning (*) er her P/2+/L* = w. Lgs den mhp. L* og se fasiten. (b) Fgrsteordensbetingelsen er
mp(L*) = Pf'(L*) = C (L*, w) =0 (%)

Vi deriverer na () partielt mhp. P, idet vi tar hensyn til at L* avhenger av P. Vi finner den partielle
deriverte av P f'(L*) mhp. P ved & bruke produktregelen: 1. f'(L*)+ Pf"(L*)(dL*/d P). Den partielle
deriverte av C; (L*, w) mhp. P er C/, (L*, w)(dL*/dP). Altialt farvi f'(L*) + Pf"(L*)(dL*/dP) —
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C/,(L*, w)(dL*/9P) = 0, som Igses mhp. dL* /9 P.
Derivasjon av () mhp. w gir, Pf"(L*)(dL*/dw) — C}, (L*, w)(dL*/dw) — C} , (L*, w) = 0,
som lgses mhp. dL*/dw.

. (a) F{(x,y) = e’ 3 4+ y? og Fy(x,y) = xe¥™3 4 2xy — 2, slik at stigningstallet for tangenten til

nivakurven F(x, y) = 4ipunktet (1,3) er y' = —F{(1,3)/F;(1,3) = —10/5 = -2.
(b) Ta den naturlige logaritmen av begge sider: (1 +clny)lny =InA + «In K + B1n L. Derivasjon
d 10
mhp. K gir ey Iny+(I+cln y)——y = ﬁ_ Lg@st mhp. dy /0K gir det svaret i fasiten. dy/dL finnes
y oK yoK K
pa samme mate.

- @U(x, y)/Uj(x, y) = f'(x)/8'(y), og dermed er In[U (x, y) /U (x, y)] =In f'(x) —In f'(y). Men

daer d(In(U; (x, y)/U;(x, y))/dy = —f"(y)/f'(y). Dette uttrykket inneholder ikke x, sa (xx) fglger.
(b)Med U (x, y) = Ax“yP, er U (x, y) = aAx“"'y?, U] (x, y) = bAx“y"~!, slikat U} (x, )/ U} (x, y)
= ay/bx, og dermed In[U (x, y)/Uy’. (x, y)] = Inay — Inbx, og vi ser at (xx) er oppfylt. Se sa fasiten.

12.5

3. Vi skriver den fgrste likningen som z = e“*¢??. Ved a elastisitere hver likning mhp. x far vi

El, z = El, ¢® + El,

. ()
El,x* +El, y* +El, 2 =0

der vi brukte regel (b) side 171 flere ganger. Vi ser lett at El, e** = ax, og etter kjerneregelen er, med
u = by, El, e? = El, ¢"El, u = uEl, (by) = by El, y. (Her er El, (by) = El, y, siden multiplikative
konstanter forsvinner ved elastisitering, ifglge (5.12.3).) Kjerneregelen gir ogsa El, y” = El, yElL y =
bEl, y og El, z° = cEl, z. Dermed gir (x),

El,z=ax+byEl,y byEl, y —El, z = —ax

eller ordnet ()
a+bElLy+cEl,z=0 bEl,y+cEliz=—a

Lgser vi dette likningssystemet mhp. El, y og El, z far vi fasitsvarene.

. Ved a elastisitere hver likning mhp. x far vi

xInzEly(xInz) —yEl, y=0 %)
*
e“ El, ¥ + 2%y Bl (z*y") = 0

der vi brukte reglene (e) og (d) pa side 171. (Hgyresidene i det gitte likningssystemet er konstante, sa

elastisitetene av dem er lik 0. Siden en brgk bare er O nar telleren er 0, dropper vi nevnerne i venstresidene i

(x).) NaerEl,(xInz) = El, x+El;Inz = 14+El (Inz) El, z = 14+ (1/Inz) El, z. Videre er El, ¢* = x

og El,(z"y") = El, z* + El, y* = El, z* El, z + El, y" El, y = a El, z + b El, y. Dermed gir (x)
xInz[l4+ (1/Inz)Elyz] — yElL, y =0

x a b _ (**)
xet +z°y?(aElyz+bElL y) =0

Siden vi bare er bedt om a finne El, y og El, z i punktet (x, y,z) = (1,1, 2), setter vi na inn disse
verdiene i (), og far, etter ordning av likningene,

El, y—El,z=1In2
b2°El, y +a2“El, z = —e
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Herav finner vi lett fasitsvarene. (Det er et viktig poeng, ikke minst i en eksamenssituasjon, at du ikke
finner generelle uttrykk for El, y og El, z ut fra (%x), men i stedet finner disse elastisitetene bare i det
gitte punktet!)

8. Skriver vi produktfunksjonen pa formen ¥ = P der P = Ape®0?! og Q = aL?? + bK?/3, far vi

Q3/2’
LO3Y? — KL303p2K-1/3 LO — bK23L 13/3
Y, =P Q 20703 = 0 - p& , der vi for & i den andre likheten
K 03 05/2 05/2
bKS/S
multipliserte teller og nevner med Q~!/2. P4 samme méte finner vi at ¥; = P— /. Dermed er den

marginale substitusjonsbrgken Rx; =Y, /Y = (b/a)(K/L)>3, slik at K/L = (a/b)*>>(Rk1)’, og
dermed er oy = Elg,, (K/L) =3/5.

v
9. Ved ataln av hverside farviln F(K, N) =Iny; + —[¢In N + aIln K — In(N* + y» K*)]. Derivasjon
o

F} v vy Ke! F, v vNe!
mhp. K og N gir hhv. Tk _ Y R og N =_— - _——  Dermeder
F K N*+4+pK“ F N Ne+4+pyK«
v vNe!
R _F_I/V_ N Na+]/2Ka B v)/zKa-H _, 5 a+1
A Fy v vy Ke! vNot! \N

K NY+ K¢

der vi multipliserte teller og nevner i den “store” brgken med K N (N* + y» K*). Dermed er
K 1
i —1/(14a) R 1/(14a) lik at — Fl —
N (v2) (RkN) ., slikat ogy RV N = Tra
10. Det skulle i oppgaven vert referert til eksempel 4! Med F (K, L) = AK“ LY er F{=aF/K,F;=bF/L,
F/ = ala — 1)F/K? F/, = abF/KL og Fy, = b(b — 1)F/L* Dermed er —F|Fy(KF| + LF;) =
—(@F/K)(bF/L)(a + b)F = —ab(a + b)F*/KL, og KL[(F3)*F{\ — 2F|F}F/y + (F))*F3] =
—ab(a + b)F3/K L. Det fglger at o = 1.

12.6

8. La C og D betegne hhv. teller og nevner i uttrykket for o, i oppgave 12.5.10. Siden F' er homogen av
grad 1 gir Eulers setning at C = —F{F,F,0g (12.6.6) giratx F|| = —yF[, 0g yF), = —xF}; = —xF},.
Dermeder D = xy[(F3)?F|}— 2F/F F{/2+(F/)2F2”2] (F)?y(x F{\)=2xyF| FyF{s4+(F))*x (yF3) =
(F3)?y(=y)F|5 —2xyF|FyF{, + (F/)zx( xF[,) = —F/,(xF| + yF;)*> = —F[, F?, der vi igjen brukte
Eulers setning. Dermed er o, = C/D = (—F] F/F)/( F,F?) = F|F}/FF},.

9. Anta F homogen av grad k # 0. Funksjonen F~! er homogen av grad 1/k hvis og bare hvis F~!(tx) =
t'/¥F=1(x) for t > 0. Men denne likningen er ekvivalent med at F(F~!(tx)) = F('/*F~'(x)).
Her er venstresiden lik 7x, og bruker vi at F er homogen av grad k, ser vi at hgyresiden ogsa er lik
(t'**F(F~'(x)) = tx. Funksjonen F(x) = /x definert for x > 0 med verdimengde [0, oo) har en
invers F~! = x2, definert for x > 0. F er homogen av grad 1/2, mens F~! er homogen av grad 2.

12.7

1. (a) og (f) er enkle. I (b) kan du bruke Eulers setning som vi gjgr det i (e).
Vix+ iy i VI V)
tx +ty+tz tx+y+2)

(©) h(tx,ty, tz) = ~2h(x, y, z) forallet > 0, slik at
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102 & (17)2 2002 4 2
h er homogen av grad —1/2. (d) G(tx,ty) = J/txty lnw = t/xy ln(xtz——i_y) =
XLy Xy
tG(x, y) forallet > 0, slik at G er homogen av grad 1. (e) xH, —i—yH)’, =x(1/x)+y(/y) = 2. Siden

2 er ikke lik k(In x + In y) for noen konstant k, viser Eulers setning at H ikke er homogen av noen grad.

6. LaA =InC(tw, y) —InC(w, y). Deter nok 4 vise at A = Int, for daer C(tw, y)/C(w, y) = e® = 1.
Vi finner at

n n n
1
A= Zl:ai[ln(twi) —Inwil+ 5 AZI a;jlIn(tw;) In(tw;) — Inw; Inw;]+1Iny Z;bi[ln(twi) —Inw;]
i= i,j= i=
SidenIn(fw;) —Inw; = Int+Inw; —Inw; =Int ogIn(tw;) In(fw;) —Inw; Inw; = (In )2 +InzInw; +
In 7 In w;, reduserer dette seg til

n

A = lntXn:aﬁ%(lnt)2 i aij+%(lnt)i <lnw,- Zaij)—i-%(lnt)i (ln w; Xn:aij>+lnylnt2n:bi
i=1 ij=1 j=1 i i=1 j=1 i=1

i=1

Dermed far vi A =1nt 40+ 0+ 0 + 0 = In¢, pga. restriksjonene pa parameterne a;, a;; og b;.

12.8
1. Tbade (a) og (b) bruker vi approksimasjonen f(x, y) & f(0,0) + f{(0,0)x + £,(0,0)y.
(@) For f(x,y) = J/TH+x+y,er f(0,00 = 1og fi(x,y) = frlx,y) = ; slik at

2/1+x+y
£1(0,0) = £;(0,0) = 1/2, og den linezre approksimasjonen til f(x, y) omkring (0, 0) er f(x,y) ~

1+%x+%y.
(0) For f(x, y) = ¢ In(1 + ) er f{(x, ) = ¢ In(1 + ) 0g 506, 3) = 7~
£1(0,0) =e'Inl =0o0g f;(0,0) = L. Dette gir f(x,y) =e*In(1+y)~0+0-x+1-y=1y.

X

Herer £(0,0) =0,

6. Skriv funksjonen pa formen g*(u, &) = (1 + w)*(1 +&)** — 1, dera = 1/(1 4+ ). Daer
9g* (. ) /op = a(l + W' (1L + )™, 9g"(u,8)/de = (1 + w)aa(l + )%~

Dermed er g*(0,0) = 0, dg*(0,0)/9u = a og 9g*(0,0)/de = aa, og g*(u, &) ~ au + aae, som
i fasiten.

7. Vi bruker formel (12.8.4). (a) Her er dz/dx = 2x og dz/dy = 2y. 1 (1,2,5) er 9z/dy = 2 og
dz/dx = 4, slik at tangentplanet har likningen z —5 = 2(x — 1) +4(y —2) & z = 2x + 4y — 5.
(b)Fraz = (y — x?)(y — 2x?) = y? — 3x2y 4 2x* far vi 9z/0x = —6xy + 8x3 0g 8z/dy = 2y — 3x2.
1(1,3,2)erdz/ox = —10 og 9z/dy = 3. Tangentplanet har derfor likningen
72—=2=—-10x = 1)+3(y —3) & z=—10x +3y + 3.

12.9

4. T(x,y,2) = x>+ y> + 2212 = u'/2 deru = x* + y* + 2. Daer
dT = %u‘l/zdu =u""?(xdx + ydy +zdz). Forx =2,y =30gz=6eru =49, T =7 og
dT = Y(xdx + ydy +zdz) = 1(2dx +3dy + 6dz). Dermed er T(2 +0.01,3 — 0.01, 6 + 0.02) ~
T2,3,6)+ % [2-0.01 +3(-0.01)4+6-0.02] =7+ % -0.11 =~ 7.015714. (En kalkulator gir en bedre
approksimasjon: /49.2206 ~ 7.015739.)
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12.10

1. Vi bruker formel (12.10.1). (a) Med f(x,y) = "™ (xy — 1), er f{(x,y) =" (xy — 1)+ ey =

SV (xy+y—1), fr(x,y) = T (xy+x—1), fi1(x,y) = eV (xy+2y—1), fl,(x, y) = e (xy+x)
0g £, (x, y) = e (xy+2x—1). Detfglgerat £(0,0) = £](0,0) = £5(0,0) = f{,(0,0) = f5,(0,0) =
—10g f{,(0,0) = 0. Dermed er f(x,y) ~ —1 —x —y — 1x? — 132
(b) Med f(x,y) = € er f{(x,y) = "¢, fj(x,y) = e xe’, fi,(x.y) = e e¥e?, fi,(x,y) =
e xeve) +e* e¥ og fiy(x, y) = e xe¥xe’ +e*¢ xe¥. Detfglgerat £(0,0) = £/(0,0) = f/,(0,0) =
f1,(0,0) = 1, mens f;(0,0) = f,,(0,0) = 0. Dermed er f(x,y) ~ 1+ x + %xz + xy.
(©) Med f(x,y) = In(1 + x4+ y?), er f{(x,y) = 2x/(1 + x> + y?), fi(x,y) = 2y/(1 + x* + y?),
MG y) = @ =22 +2y2)/(0 4+ x> + y5)2, flh(x,y) = —4xy/(1 + x* + y)? og fr,(x,y) =
(24 2x2 = 2y%)/(1 + x> + y?)2. Det fglger at £(0,0) = £/(0,0) = £{,(0,0) = f},(0,0) = 0, mens
£1,(0,0) = f5,(0,0) = 2. Dermed er f(x,y) ~ x> + y°.

4. Partiell derivasjon av likningen In z = x>y — xz 4+ y mhp. hhv. x og y gir, idet z er en funksjon av x og y,

Zjz=3x"y —z—x7. = (1+x27, =3x*yz—7* (D
z;/z=x3—xz/y+1 — (l+xz)z'y=x3z+z ()

Ved a derivere mhp. x og y i (1) far vi

(z4x2)7. + (1 +x2)7, = 6xyz + 3x?yz, — 227, 3
xZyz + (L +x2)7y, = 3x%z + 3x2yz;, - 222, 4)

og derivasjon av (2) mhp. y gir
x2, 2l + (1 +x2)2), = X2 + 2, Q)

Vi substituerernax = y = 0ogz = 1 (x = y = 0 innsatt i den gitte likningen gir z = 1) i likningene
vi har funnet. Likningene (1) og (2) gir z, = —1 og 2}, = 1, og da gir (3)-(5) at z;/, = 3, z}, = —2 0g
7/ = 1. Den kvadratiske approksimasjonen til z rundt (0, 0) er derfor

yy
zwl—x—l—y—l—%xz—ny—f-%yz
12.12
3. Vi blir bare bedt om a finne de partielle deriverte av y; og y, mhp. x;. Partiell derivasjon mhp. x| gir:
: Y1 20y . 2 20yt 9y
3—— =9y, — =0 3xi +6yi — ——=0
(l) 8)(1 Y2 8x1 (ll) o N Bxl 8x1

Herav finner vi lett de partielle deriverte. Se fasiten.
(Dersom vi gnsker a finne alle de partielle deriverte, er det bedre & differensiere systemet:

(1) 3dx; +2x2dxy — dy — 9y22 dy, =0, (ii) 3x12 dx; —2dxy + 6y12 dy; —dy, =0

Vi Igser na dette systemet mhp. dy; og dy, uttrykt ved dx; og dx;. Fra resultatet leser vi av dy; /dx; og
dy>/0dx1 som forklart i merknad 12.9.1.)
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44 12 HJELPEMIDLER FOR KOMPARATIV STATIKK
4. Derivasjon mhp. pa M gir (i) I'(r)r), = S'(Y)Y,,, Gi) aY;, +L'(rr), = 1.
(Husk at Y og r er funksjoner av a og M.) Skrevet pa standardform, far vi

SY)Yy —=1I'(rry =0
aY,/w + L/(r)r;w =1

Cramers regel (eller vanlig eliminasjon) gir

0 —-I'(r)
;o ‘1 L'(r) _ I'(r) ;o S (Y)
M S'Y) -I'(r) - S'(Y)L'(r) +al'(r) o8 M= S"(Y)L'(r) +al’(r)
‘ a L'(r)

5. Derivasjon mhp. x gir y + u’.v + uv, = 0, u + xu’, + yv, = 0. Ved 4 Igse dette systemet mhp. u/, og

v’ far vi
, u? —y? u? —y? ,  xy—uv 2xy—1
ux = = , Ux = =
YU — XU 2yv YU — Xu 2yv
der vi substituerte xu = —yv og uv = 1 — xy. Derivasjon av «/, mhp. x gir endelig
no 9%u B a B 2uu 2yv — (u? —yz)Zyvfr _ (u? —yz)(4uv -1
Uex =90 = 5. W = 2,2 = 2,3
ox ax 4y-v 4y-v

9. (b) Utregnet i punktet P blir systemet i (a) til 3du + 4dv = 6dy og dv = 2dx — dy. Lgst vi mhp. du
og dv gir dette svaret i (b) i fasiten. (c) Se fasiten.

12. Derivasjon av likningssystemet mhp. p; gir

8X] ” 8x2 _ oA

Ul— +U},— =—p1+ A
"ap, Zap g
dxy dx2 oA
U”—-{—U”—:—pz
2L ap 2ap1 op
axl 8x2
X+ pi—+p2—=0
api ap1
Dette er et lineart likningssystem med dx;/dp;, dxp/dp; og dA/dp; som ukjente. Vi skriver det pa
formen ) ) 9,
Ul 2+ U2 = i =
api op1 op1
8x1 a)Q oA
U//_+U//__p2_=0 (*)
*Lap *ap ap1
8x1 + BX2
Pig—TP2o— =X
api api

Vi kan Igse systemet ved a bruke Cramers regel, eller pd denne maten: Multipliser den fgrste likningen
med p; og den andre med — p; og legg sammen. Det gir

0x 0x7
(p2U{} — p1UY) — + (p2Uy, — p1Us) — = pak
11 21 31?1 12 22 8[71
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12 HJELPEMIDLER FOR KOMPARATIV STATIKK 45

Sammen med den siste likningen i () gir dette to likninger til bestemmelse av dx;/dp; og dxz/dp;.
Lgser vi disse far vi fasitsvaret.

Repetisjonsoppgaver for kapittel 12

4. Sett X = Ng(u) der u = ¢(N)/N). Daerdu/dN = [¢'(N)N — ¢(N)]/N?> = (1/N)(¢'(N) — u), og
produktregelen og kjerneregelen gir

dX

’ du _ ’ ’ _
WZg(u)vLNg (M)W—g(u)ng(u)((p (N)—u), u

_ eV

Derivasjon av g(u) + g'(u)(¢'(N) — u) mhp. N gir
d’x du du

d
ANZ g/(u)dN + g”(“)ﬁ(ﬁﬂl(N) —u) + g W) (9" (N) — ﬁ)

1
= 8" (e)/N)[¢'N) - @(N)/NT + ¢/ (p(N)/N)g" (N)

11. El,(y?e*e'”Y) = El, y> + El, ¢* + El,e'/Y = 0. Her El, y> = 2El, y og El, ¢* = x. Dessuten
er El, e!/Y = El, ¢*, der u = y‘l, slik at El, ¢ = uEl, y_] = —(1/y)El, y. Alt i alt far vi at
2El, y+x —(1/y)El, y =0, slik at El, y = xy/(1 — 2y). (Vi brukte regnereglene for elastisiteter pa
side 171. Hvis du ikke er fortrolig med disse reglene, kan du finne y’ ved implisitt derivasjon og sa bruke
atEly y = (x/y)y")

15. (a) f{(x,y) = ye*, fi(x, y) = xe™, f{i(x, y) = y*e, fl3(x, y) = eV 4xye™ og fry(x, y) = x*e*,
Med unntak av f{} er alle disse deriverte lik O i origo, slik at vi far den kvadratiske approksimasjonen
fG,y) = £(0,0) + f5(0,0)xy = 1 + xy.

(b) f{(x,y) = 2xe" 7%, fx,y) = =2ye" 77, fli(xy) = @+4xP)e” 7, fyx, y) = —dxye”
og fh(x,y) = (=2 + 4yH)e” . Dermed er £](0,0) = £}(0,0) = 0, £],(0,0) = 2, £/4(0,0) =0,
f35(0,0) = =2, slik at £(x, y) & £(0,0) + 5 £11(0,00x% + 1 £5(0,0)y* = 1 + x> — 2.

1
7 - ’ [ —_———
© fitx,y) = T Txt2y S (x.y) l+x+2y’ (14 x+2y)2’

Y53 I(x,y) =—————— 1(0,0) farvi £(0,0) =0, f/(0,0) =1, £(0,0) =
Trx o2 2PN = —qo gy 1O 0 firvi 70,00 =0, £0,0) = 1, £3(0,0)
2, f11(0,0) = —1, f5(0,0) = —2 og f3(0, 0) = —4, slik at

G y)~ £0,0)+ f{(0,00x + £5(0,0)y + 3 £10,0)x* + £{5(0,0)xy + 3 f25(0, 0)y*
:)C—}—Zy—%)c2—2)cy—2y2

e,y = hx,y) =

16. (a) Derivasjon og samling av alle leddene med dp og dL pa venstresiden, gir
() F/(L)dp + pF"(L)dL = dw (ii) F(L)dp + (pF'(L) —w)dL = Ldw + dB

Siden pF’(L) = w, gir (ii) atdp = (L dw + d B)/F(L). Substituerer vi dette i (i) og Igser mhp. d L, far
vidL =[(F(L)— LF'(L))dw — F'(L)dB]/pF(L)F"(L). Det folger at

ap L ap 1 L _ F(L)—LF'(L) 3L _  F'(L)
dow F(L)' 8B F(L)' dw  pF(L)F'(L) ° 98B  pF(L)F"(L)
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46 13 OPTIMERINGSPROBLEMER MED FLERE VARIABLER

(b)Vivetat p > 0, F/(L) > 0og F"(L) < 0. Dermed er F(L) = (wL + B)/p > 0. Dessuten ser vi at
ap/ow > 0,0p/0B > 00gdL/9B > 0.

For & finne fortegnet til d L /0w, trenger vi fortegn til F (L) — L F’(L). Fra likningene i modellen far
vi F'(L)y =w/pog F(L) = (wL + B)/p, slikat F(L) — LF'(L) = B/p > 0. Derforer dL/dw < 0.

13 Optimeringsproblemer med flere variabler
13.2

3. Vifarat U = (108 — 3y — 4z)yz. Fgrsteordensbetingelsene gir daat dU /dy = 108z — 6yz —4z> = 0 og
U /9z = 108y —3y>—8yz = 0. Siden y og z er positive, reduserer disse likningene seg til 6y +4z = 108
og 3y + 8z = 108, med Igsning y = 12 og z = 9. (Setning 13.2.1 kan ikke brukes direkte for & vise
optimalitet. Men den kan brukes pa det ekvivalente problemet a maksimere In U. Se Setning 13.6.3.)

7. Lgs bibetingelsen mhp. z: z = 4x + 2y — 5. Problemet er da 4 minimere P(x,y) = x> 4 y> +
(4x + 2y — 5) mhp. x og y. Fgrsteordensbetingelsene gir P; = 34x + 16y — 40 = 0 og Py =
16x + 10y — 20 = 0, med lgsning x = 20/21, y = 10/21. Siden P|| = 34, P{, = 16 og P}, = 10, ser
vi at annenordensbetingelsene for minimum er oppfylt.

13.3

3. (a)Fgrsteordensbetingelsene: V/(t, x) = f/(t, x)e™ "' —rf(t, x)e " =0, V/(t, x)=f{(t,x)e” " =1 =0,
slik ati optimum er f;(t*, x*) = rf(t*, x*) og fi(t*, x*) = e
(b)og(c): Hvis V(r,x) = g(®)h(x)e " —x,er V] = h(x)(g'(t) —rg(t))e " og V. = g(t)h'(x)e™"" — 1.
Dessuten er V) = h(x)(g"(t) — 2rg'(t) + r’g(t)e™", V/I = h'(x)(g'(t) — rg(t))e™"" og V] =
g (x)e . L (t*, x*)er V)i =0, V], < 0o0g V)] = h(x*)[g"(t*) — 2rg'(t*) + r2g(t*)]e™"".
Siden g'(t*) = rg(t*), far vi at V] = h(x*)[g"(t*) — r2g(t*)]e™""" < 0. Derfor er (1*, x*) et lokalt
maksimumspunkt. (d) Fgrsteordensbetingelsene i (b) gir na eV /24/1F = reV? , slik at t* = 1/4r2
og 1/(x* + 1) = e!/4 /e!/? og dermed x* = e!/* — 1. De to betingelsene i (c) er oppfylt: Vi har

h'(x*) = —(14+x*)"% <00gg"(t*) = ! VW = 1) = 121 = 2r)eV ¥ < 12V narr > 0.

4r:/1*

5. (a) Vimé kreve at 1 +x2y > 0. Narx = Oer f(0,y) =0. Narx £#0er 1 +x’y >0 & y > —1/x2%.
(Figuren i fasiten viser en del av grafen til f. Merk at f = 0 pa x-aksen og pa y-aksen.) (b) Se fasiten.

© A= fli(x,y) = ”_—W, B = fjh(x,y) = 2 0g C = fhlx,y) = ———.
(1+x2y)? (1+x2y)? (14 x2y)?

I punktet (0,b) er A = 2b, B = 0, og C = 0. Siden AC — B? = 0 i disse stasjonzre punktene, gir
annenderiverttesten ingen opplysninger om dem. Ved & studere funksjonen direkte ser vi at (0, b) er et
lokalt maksimumspunkt hvis b < 0; er et lokalt minimumspunkt hvis » > 0; et sadelpunkt hvis b = 0.

13.4

2. (@ 7(p,q) =pQOa+q0Op— C(Qa, Op). Se fasiten. (b) Ny profittfunksjon er

b+d
% = —(b-+d)p?+ @+ pb)p+ (c+ pd)p — ot — B(a + ) som maksimeres for p = T < TP+ d)

2(b +d)
2 2 .
(c) Hvis B = 0, daer p* = iogq* = i,medn(p*,q*) = a——i—c——a. For p = Ler
2b 2d 4b  4Ad 2(b+d)
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13 OPTIMERINGSPROBLEMER MED FLERE VARIABLER 47

2 d—b 2
7(p) = % — « og da blir 7 (p*, ¢*) — 7 (p) = % > 0. Merk at differensen er O nér

ad = bc. Daer p* = ¢g*, og bedriften gnsker selv a tilby samme pris i begge markedene.

4. (a) La (xo, yo) = (0, 11.29), (x1, y1) = (1, 11.40), (x2, y2) = (2, 11.49) og (x3, y3) = (3, 11.61), slik
at x¢ svarer til til 1970, osv. (Tallene y; er approksimasjoner, som de fleste resultatene i denne oppgaven.)
Vi finner at pu, = 4—11(0 +14+243) =15, u, = %(11.29 + 11.40 + 11.49 + 11.61) = 11.45, og
orx = 1[0 — 1.5)2 + (1 — 1.5)% + (2 — 1.5)> + (3 — 1.5)*] = 1.25. Videre er o, = 0.13125, slik at
a4 =0,y/00 = 0.105 0g b = 1, — apu, ~ 11.45 = 0.105 - 1.5 = 11.29.
(b) Med zp = In274, z; = In307, zo = In436 og z3 = In 524 blir (xg, z9) = (0,5.61), (x1,z1) =
(1,5.73), (x2,22) = (2, 6.08) og (x3,23) = (3, 6.26). Som fgr er i, = 1.5 0og o, = 1.25. Dessuten
er U, = %(5.61 + 5.73 4+ 6.08 4+ 6.26) = 5.92 og 0,; ~ 0.2875. Dermed er ¢ = oy;/0, = 0.23,
d=p, —épuy =592—-023-1.5=5.575.

(c) Med In (GNP) = 0.105x + 11.25 er GNP = ¢!1:290105x — 80017¢0-105% Videre er FA = 25623,
Kravet om at FA = 0.01 GNP, gir ¢%23¥~0-195* — 80017,/25600, og dermed 0.125x = In(80017/25600),
slik at x = In(80017/25600)/0.125 = 9.12. Siden x = 0 svarer til 1970, ville malet oppnas i 1979.

5. (a) Samlet nettoinntekt: N = p(29—-5p+4q)+q(16+4p—6q)—5—(29—-5p+4q)—3—-2(16+4p—6q)
= —5p> — 6 + 8pq +26p +24q —69. Daer N, = —10p 4 8g + 26 og N, = —12q + 8p + 24.
Det eneste stasjonzrpunktet er (p, g) = (9, 8). Ved hjelp av setning 13.2.1 ser vi at det er et maksi-
mumspunkt. (b) Bedrift A’s profitt er na mo(p) = px =5 —x = p29—5p+49) —5—-29 +
5p —4q = —5p* +34p + 4pq — 4q — 34, med g fast. Dette kvadratiske polynomet har maksimum i
p=palg) = %(Zq + 17). Bedrift B’s profitter m3(q) = qy —3 — 2y = —6q° +28q +4pq — 8p — 35,
med p fast. Dette kvadratiske polynomet har maksimum i g = gp(p) = _%( p+ 7). Se fasiten for (c)
og (d).

Y A

4

(3,.3)

\J

Figur M13.5.2(a)

13.5

2. T alle disse problemene har vi en kontinuerlig funksjon f definert pa en lukket, begrenset mengde S, slik
at ekstremverdisetningen sikrer at f oppnar bade maksimum og minimum over S.
(a) Mengden S eri dette tilfellet vist pa figur M13.5.2(a). Stasjonzre punkter er der (i) f{ = 3x2-9y =0
og (i) f3 = 3y? — 9x = 0. Fra (i) fir vi y = {x?, som innsatt i (ii) gir $x(x> — 27) = 0, som har
Igsningene x = 0 og x = 3. Det eneste stasjon@re punktet i det indre av S er derfor (x, y) = (3, 3). Vi
fortsetter ved & undersgke oppfgrselen til f(x, y) langs randen av S, dvs. langs de fire sidene av S.
D y=0,x€[0,4]. Daer f(x,0) = x3 4 27, som har minimum i x = 0, og maksimum i x = 4.
() x =4,y € [0,4]. Daer f(4,y) = y3 — 36y + 91. Definer funksjonen g(y) = y* — 36y + 91,
y €[0,4]. Daer g'(y) = 3y%> — 36 = 01 y = +/12. Mulige ekstrempunkter langs (II) er derfor (4, 0),
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(4, v/12) og (4, 4).
() y = 4, x € [0,4]. Da f(x,4) = x> — 36x + 91, og som i (II) ser vi at mulige ekstrempunkter er
(0,4), (v12,4) og (4,4). IV) x =0, y € [0,4]. Som i (I) oppnar f mulige ekstrempunkter i (0, 0) og
i(0,4).

Dette gir 6 kandidater, og f(3,3) = 0, f(0,0) = 27, f(4,0) = f(0,4) = 91, f(4, «/ﬁ) =
F(V/12,4) =91 — 2412 ~ 7.7 og (0, 0) = 27. Konklusjonen i fasiten fglger.
(b) Mengden S = { (x, y) : x2 + y? < 1 } er alle de punktene som ligger pa eller innenfor sirkelen rundt
origo med radius 1. Stasjonere punkter for f er der f/(x,y) =2x —1 =0o0g fy’(x, y) =4y = 0. Det
eneste stasjonare punktet for f er dermed (x1, y;) = (1/2, 0), som er et indre punkti S.

Et ekstrempunkt som ikke ligger i det indre av S ma ligger paranden av S, som er sirkelen x> +y? = 1.
Langs denne sirkelen er y> = 1 — x?, og dermed

fx,y) =x2—|—2y2—x =x2+2(1 —xz)—x =2—x—x’
derx e [—1, 1]. (Deter en vanlig feil 4 se bort fra denne beskrankningen.) Funksjonen g(x) = 2 —x —x?
har et stasjonart punkt i det indre av [—1, 1], nemlig i x = —1/2, slik at en ekstrempunktene for g(x)
ma forekomme for denne verdien av x eller i endepunktene £1 av intervallet [—1, 1]. Ekstrempunktene
for f(x, y) paranden av S mé derfor vere blant punktene

(2, y2) = (=%, 3V3), (x3,93) = (=1, =1V3), (x4, y4) = (1,0), (x5,y5) = (—1,0)

Nder f(3,0)=—1, f(=3,£3v/3) =3, £(1,0) = 0 0g f(—1,0) = 2. Konklusjonen i fasiten fglger.

(¢) Mengden S = { (x,y) : x>+ y* <1 x > 0} er alle de punktene med x > 0 som ligger pé eller
innenfor sirkelen rundt origo med radius 1. Stasjonare punktererder (i) f{ = 3x2—2x =3x(x—2/3) =0
og (i) f; = —2y = 0. Det eneste stasjonare punktet i det indre av S er (2/3, 0).

Langs randen (I) x = 0, y € [—1, 1]er f(0, y) = 3 — y? stgrst nar y = 0, og minst nar y = =1.

Langs randen (II) x> + y> = 1, x € [0, 1], er f(x,y) = 2 + x> og dermed stgrst ndr x = 1 og minst
(som fgr) nar y = £1. Konklusjonen i fasiten fglger.

(d) Mengden S bestar av alle punktene som ligger pa eller innenfor rektanglet [0, 2] x [0, 1/2]. Etter en del
regning finner vi at de stasjonzre punkter er gitt ved (i) f] = 2(x —3/2)(x — 1)(2y — e’ —*e0-2* — ¢
og (i) £} = 4(x —2)(y —3/2)(y — 1)e* ~%e=2" = 0. Vi ser at ingen av de stasjonzre punktene ligger
i detindre av S. Altsd ma maksimums- og minimumspunktene ligge pa en eller flere av de 4 sidekantene
av rektanglet.

MHx =0,y e€[0,1/2]. For g(y) = f(0,y) = 22y — l)e(y_z)2 er g’(y) <0i[0, 1/2] (se pa (ii) for
x = 0), og er derfor stgrst for y = 0, med verdi 2¢*, minst for y = 1/2, med verdi 0.

) y=1/2,x €[0,2]. Herer f(x,1/2)=0. {II)x =2,y €[0,1/2]. Herer f(2,y) =0.
IV)y=0,x €[0,2]. Herer h(x) = f(x,0) = —(x — 2)6"2”94, og (ved a bruke (i) for y = 0) er
n(x) = =2(x —3/2)(x — De¥" ~%e* = 0 forx = 1 og x = 3/2. Her er h(1) = ¢* og h(3/2) =
(1/2)e'%/* ~ 57.8 < 2¢* ~ 109. Konklusjonen i fasiten fglger.

. Mengden S er vist pa figur f13.5.3 i fasiten. Den er opplagt lukket og begrenset, slik at den kontinuerlige

funksjonen f har et maksimum i S. Stasjon@re punkter er der hvor df/dx = 9 — 12(x + y) = 0 og
af/dy =8 — 12(x +y) = 0. Men 12(x + y) = 9 og 12(x + y) = 8 gir en motsigelse. Dermed er
det ingen stasjonare punkter, og maksimumsverdien til f ma ligge pa randen, som bestar av fem deler.
Enten ma maksimumsverdien opptre i ett av fem hjgrnene (“ekstrempunktene”) til randen, eller i et indre
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punkt pa en av sidekantene. Funksjonsverdiene i de fem hjgrnene er f(0,0) = 0, f(5,0) = —105,
f(5,3)=-315, f(4,3) = =234 0g f(0,1) = 2.

D) y =0, x € (0,5). Oppfgrselen til f er bestemt ved funksjonen g(x) = f(x,0) = 9x — 6x for
x €(0,5). Herer gj(x) =9 — 12x = 0ix = 3/4. Vi finner at g;(3/4) = f(3/4,0) = 27/8.

M) x =5,y € (0,3). Definer g2(y) = f(5,y) = 45+ 8y — 6(5 + y)2 for y € (0,3). Her er

g,(y) = —52 — 12y, som er negativ i hele (0, 3), slik at det ikke er stasjonzre punkter pa denne
sidekanten.
II) y = 3, x € (4,5). Definer g3(x) = f(x,3) = 9x +24 — 6(x + 3)2 for x € (4,5). Her er
g3(x) = —27 — 12x, som er negativ i hele (4,5), slik at det ikke er stasjonzre punkter pa denne
sidekanten.

IV) —=x + 2y = 2,eller y = x/2 4+ 1, med x € (0,4). Definer funksjon g4(x) = f(x,x/2+ 1) =
—27x2/2 —5x +2forx € (0,4). Herer gg(x) = —27x — 5, som er negativ i (0, 4), slik at det er ingen
stasjonare punkter her.
V)x =0,y € (0,1). Definer gs(y) = f(0,y) = 8y — 6y2. Da er g;(y) =8—12y =01y =2/3,
med gs5(2/3) = f£(0,2/3) = 8/3.

Ved a sammenlikne funksjonsverdiene for f i de fem hjgrnene med de punktene vi fant pa side-
kantene, slutte vi at maksimumsverdien av f er 27/8, som oppnas i (3/4, 0).

5. (a) fl’(x, y)=e (1 —-x)(y—4)y, fz’(x, y) = 2xe “(y — 2). Det fglger at de stasjon@re punktene er
(1,2), (0,0) og (0,4). (Pass pa at du forstar hvorfor!) Dessuten er fl”1 (x,y) =e¢*(x —2) (y2 —4y),
Hh(x,y) =e (1 —x)(2y —4) og fy5 = 2xe *. Klassifisering av de stasjonzre punktene:

(x,y) A B C AC — B> | Type stasjonart punkt
(1,2) 4e=1 >0 0 2¢~ ! 8¢72>0 Lokalt min.punkt
0,0) 0 —4 0 —-16 <0 Sadelpunkt

0,4) 0 4 0 —-16 <0 Sadelpunkt

(b) f(1,y) = e '(y*> —4y) — oo nir y — oo. Dette viser at f ikke har globale maksimumspunkter.
Siden f(—1,y) = —e(y> — 4y) — —oonar y — 0o, har f ingen globale minimumspunkter heller.

(c) Mengden S er begrenset. Randen bestar av fire sidekanter som
tilhgrer S. Altsa er S lukket. Siden f er kontinuerlig viser ekstrem- ()
verdisetningen at f har maksimums- og minimumspunkter i S. Disse
global ekstrempunktene ma enten vere stasjonzre punkter for f i det
indre av S, eller punkter pa randen til S. Det eneste stasjonare punktet
for f idetindre av Ser (1,2), med f(1,2) = —4e~! &~ 1.4715.
(i) Langs (D ery =0og f(x,y) = f(x,0) = 0. M
(ii) Langs (Iler x = 5 og f(x,y) = 5e™>(y> — 4y), som har minst verdi for y = 2 og stgrst verdi for
y = 0 og for y = 4. (Merk at y € [0, 4] for alle punktene (x, y) pa linjestykket (IT).) Vi finner at
£(5,2) = —20e3 ~ —0.1348 og f(5,0) = f(5,4) = 0.
(iii) Langs Il ery =4 0g f(x,y) = f(x,4) =0.
(iv) Langs IV)erx =0o0g f(x,y) = f(0,y) =0.
Dette gir konklusjonen i fasiten.

av) ° (1,2) (ID

© Knut Sydsater, Arne Strgm 2010



50 13 OPTIMERINGSPROBLEMER MED FLERE VARIABLER

fik,y) A -x( -4y  G-Dly -4y

Ay 2xer(y-2)  2x(y-2)

@y =

=0nirx = 1.

13.6

4. Aberegne fierenkelt. Den deriverte av f f e’ dt mhp. y, nar z holdes konstant, er ifglge (10.3.7) lik —eY.
Den deriverte av f} ‘ e’ dt mhp. z, nar y holdes konstant, er ifglge (10.3.6) ¢ Derfor er fy/. =2-—¢" og

fl=-3+ ¢*’. Siden hver av tre partielle deriverte bare avhenger av én variabel og er O for to forskjellige
verdier av variabelen, er det atte stasjonzre punkter. Se fasiten.
13.7

2. (a)Fgrsteordensbetingelser: 7y = 3pK 13 —r =0,7) = 1pL™"?—w =07} = i pT~**—g =0.
Dermed er K~'/3 = 3r/2p, L™Y? = 2w/p og T~?3 = 3q/p. Ved & opphgye hver side av K~!/3 =
3r/2pi—3farvi, K = (3r/2p)~> = 2p/3r)® = (8/27)p*r~3. P samme miten finner vi L og T.
(b) Se fasiten.

4. (a) Differensiering av pFy(K*, L*) = r gir dp F.(K*, L*) + pd(Fi(K*,L*)) = dr. Her er
d(Fg (K*, L") = Fg g (K*, L*)dK*+ Fg, (K*, L*) dL*. Dette forklarer den fgrste likningen vi skulle
vise (erstatt d K med d K* og d L med d L*). Den andre vises pa samme mate.

(b) Ved a flytte differensialene til de eksogene variablene over pa hgyre side, far vi med forenklet notasjon:

pF{ g dK* + pF¢, dL* = dr — Fx dp
pF/xdK* + pF/, dL* =dw — F, dp

Vi bruker Cramers regel for a uttrykke differensialene d K* og dL* ved dp, dr og dw. Definerer vi
A=FypFl, —Fg Fly = FggeFip — (FI/(/L)Z’ far vi

p*A |dw—F;dp pF/, pA pA pPA

Pa samme méten er

P*A | pFlx dw—Fpdp pA pA pA

Vi kan na lese av de partielle deriverte det er spurt etter. (c) Se fasiten.

5. (a) @) R (x], x3) + s = C{(x], x}) (marginalinntekten pluss subsidiesatsen er lik marginalkostnaden).
(i) Ry (x], x3) = C(x}, x3) + t (marginalinntekten er lik marginalkostnaden plus skattesatsen).
(b) Se fasiten. (c) Ved a differensiere (i) og (ii) far vi etter omordning

(RY, — C{pdxf + (R], — CL)dx5 = —ds, (R}, — Cy))dx} + (R), — CY,)dxy = dt

Lgser vi disse likningene mhp. dx} og dx; far vi, etter omordning,

—(R), — C),)ds — (RY, — C{,) dt o (Ry, — C4ds + (RY, — C{)) dt

d*: =
i D 2 D
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Herav finner vi de partielle deriverte:

dxf _ —Rp+Ch o dxp_ —Rp+Ch o dxt RY-Ch g RL-CY)

= , = = = <0
as D ot D as D ot D

Fortegnene fglger fra antakelsene i problemet og fra antakelsen D > 0 fra (b). Merk at disse fortegnene
er i overensstemmelse med gkonomisk intuisjon. Hvis for eksempel skatten pa gode 2 gker, da vil
produksjonen av gode 1 gke, mens produksjonen av gode 2 avtar.

(d) Fglger fra uttrykkene i (c) fordi R{, = R}, og C{, = CJ,.

Repetisjonsoppgaver for kapittel 13

2. (a) Profittfunksjonen er 7(Q1, Q2) = 120Q; + 90Q; — 0.107 — 0.101 Q> — 0.10Q3. Forsteordens-

betingelsene for maksimal profitt er: 7{(Q1, Q2) = 120 — 0.2Q; — 0.10> = 0 og 73(Q1, Q2) =
90 — 0.1Q; — 0.2Q, = 0. Vi finner at (Qy, Q2) = (500, 200). Dessuten er 71, (Q1, @2) = —0.2 < 0,
75(Q1, Q2) = —0.1 og 1),(Q1, @2) = —0.2 < 0. Siden ogsa {75, — (71{/2)2 = 0.03 > 0, vil
(500, 200) maksimere profitten.
(b) Profittfunksjonen er n, #(Q1, 02) = P10 +900, —0.107 — 0.10; Q> — 0.103. Fgrsteordens-
betingelsene for maksimal profitt: 7; = P; — 0.2Q; —0.10, = 0, 7, =90 —0.10; — 0.20, = 0.
Hvis vi krever at Q1 = 400, vil fgrsteordensbetingelsene redusere seg til P; — 80 — 0.10> = 0 og
90 —40 — 0.20Q, = 0. Det fglger at P; = 105.

4. (@) () f{(x,y) = 3x% — 2xy = x(3x — 2y) = 0, (ii) fx,y) = —x2 42y =0.Fra (i) farvix =0
eller 3x = 2y. Hvis x = 0, da gir (ii) at y = 0. Hvis 3x = 2y, da gir (i) at 3x = x2, slik at x = 0 eller
x = 3. Hvis x = 3, da gir (ii) at y = x>/2 = 9/2. De stasjonzre punktene er derfor (0, 0) og (3, 9/2).

(0) () f{(x. y) = ye 007 8x2 — Sxy 4 1) = 0, (i) f3(x, y) = xe* =387 22 — 55y + 1) = 0.
Hvis y = 0, da er (i) oppfylt, mens (ii) bare er oppfylt nar x = 0. Hvis x = 0, da er (ii) oppfylt og (i) er
bare oppfyltnar y = 0. Itillegg til (0, 0), har vi eventuelle andre stasjonzre punkter nar 8x> —5xy+1 = 0
0g2y>—5xy+1 = 0. Subtraherer vi den andre likningen fra den fgrste, far vi 8x% = 2y?, eller y = +2x.
Setter vi y = —2x i 8x2 — 5xy 4+ 1 = 0 gir det 18x> + 1 = 0, som ikke har noen Igsninger. Setter vi
y =2x18x% — S5xy 4+ 1 =0 girdet x> = 1, slik at x = &1 +/2. Vi slutter at de stasjonzre punktene er

0,0), Av2,V2) 0g (12, =V2).

8. () fi(x,y) = 2x—y=3x%, fi(x,y) = =2y —x, f{j(x,y) = 2—6x, fl(x,y) = =1, 5 (x,y) = =2.
Stasjonare punkter der 2x — y —3x? = 0 og —2y —x = 0. Den siste likningen gir y = —x/2, som innsatt
i den fgrste likningen gir x(% — x) = 0. Det fglger at det er to stasjonzre punkter, (x1, y;) = (0, 0) og
(x2, y2) = (5/6, —5/12). Disse punktene er klassifisert i fglgende tabell:

(x,y) A B C AC — B? Type stasjonart punkt
0,0) 2 -1 -2 -5 Sadelpunkt
(%, — %) -3 -1 -2 5 Lokalt maksimumspunkt

(b) f er konkav der f}} < 0, £y, < 00g f]}foh — (f{y)* = 0, dvs. der 2 — 6x < 0, =2 < 0 og
(2 = 6x)(=2) — (—1)? > 0. Disse betingelsene er ekvivalente med x > 1/3 og x > 5/12. Spesielt ma
vihax > 5/12. Siden 5/12 > 1/3, er f konkav i mengden S bestaende av alle (x, y) der x > 5/12.
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(c) Det stasjon@re punktet (xz, y2) = (5/6, —5/12) vi fant i (a) tilhgrer S. Siden f er konkav i S, er
dette et (globalt) maksimumspunkt for /i S. f(5/6, —5/12) = 125/432.

. (a) Likningene (se fasiten) x — 1 +ay oga(x — 1) — y*> + 24’y gir —a’y = y> —2a%y, slik at a’y = y?.

Dermed er y = O eller y = a?. Siden x = 1 — ay, er de stasjonzre punktene (1,0) og (1 — a3, a?).
(Siden vi bare ble spurt & vise at (I — a>, a?) er et stasjonar punkt, er det nok & pavise at i dette punktet
er begge partielle deriverte lik 0.)

() = pla—bp+cq)+q(a+Bp—yq)—Pla—bp+cq)— Q(a+Bp—yq)— R, og fgrsteordensbeting-
elsene blir 977 /dp = a—2bp+cq+pBg+bP—BQ =0,37/dqg =cp+a+Bp—2yq—cP—yQ =0.
(d) 3’7 /dp? = —2b, 3’7 /dq> = —2y og 3*7/dpdy = B + c. Siden 8?7 /dp* < 0 og 8*7 /dg®> < O
og A = (3%7/3p*)(3%7 /dq?) — (3%7 /dpdq)* = 4yb — (B + ¢)?, felger konklusjonen.

14 Maksimering og minimering under bibetingelser
14.1

4.

(a) Med L(x,y) = x* + y2 — A(x + 2y — 4) er fgrsteordensbetingelsene: £’1 =2x — A =0o0g
L5 =2y — 21 = 0. Fra disse likningene far vi 2x = y, som innsatt i bibetingelsen gir x + 4x = 4, slik
atx =4/50gy =2x =8/5, med L = 2x = 8/5.

(b) Samme metoden som i (a) gir 2x — A = 0 og 4y — A = 0, slik at x = 2y. Fra bibetingelsen fér vi
x =8o0gy=4,med A =16. (c)Fgrsteordensbetingelsene medfgrer at 2x + 3y = A = 3x + 2y, som
gir x = y. Lgsningen er dermed (x, y) = (50, 50) med 1 = 250.

. Fasiten er tilstrekkelig.

. (@ Med L(x,y) =100 —e™ —e™ —A(px +qy —m),er L, = OC;, =0nare ™ =Apoge™ = Aq.

Dermederx = —In(Ap) = —InA —In p, y = —In A — In g. Substituerer vi disse uttrykkene for x og y i
bibetingelsen og lgser den framkomne likningen mhp. In A, farvilnA = —(m+pln p+qlng)/(p+q).
Dermed er x(p, g, m) = [m + qIn(qg/p)l/(p +q) og y(p,q,m) = [m + pln(p/q)1/(p + q).

(b) x(tp,tq,tm) = [tm + tqIn(tq/tp)]l/(tp + tq) = x(p,q,m), slik at x er homogen av grad 0.
Pa samme mate ser vi at y(p, g, m) er homogen av grad 0.

14.2

3.

(@ Frax +2y =afirviy = ta — ix,ogdaerx’ +y? = x> + (da — $x)? = 3x? — Lax + }a
Denne kvadratiske funksjonen har minimum i x = a/5. (b) L(x,y) = x> + y> — A(x + 2y — a).
Ngdvendige betingelser for maksimum er £ = 2x — 1 = 0 og £, =2y — 21 = 0, som gir at 2x = y.
Fra bibetingelsen far vix = a/5ogdaer y = 2a/5 og A = 2a/5.

Verdifunksjonen er f*(a) = (a/5)* + (2a/5)> = a?/5, slik at df*(a)/da = 2a/5, som ogsé er
verdien av Lagrange-multiplikatoren. Likning (2) blir bekreftet. (c) Se fasiten.

. (@) Med L(x,y) = /x +y — A(x + 4y — 100), er forsteordensbetingelsene for at (x*, y*) skal lpse

problemet: (i) dL/dx = I/ZJF—)» =0 (ii)dL/dy = 1—4r = 0. Fra(ii) farviA = 1/4, som innsatt
i (i) gir vx* = 2, slik at x* = 4. Daer y* = 25— 14 = 24, og maksimal nytte er U* = /x* + y* = 26.
(b) Betegn de nye optimale verdiene av x og y med x og y. Hvis 100 endres to 101, har vi fremdeles
A = 1/4 og £ = 4. Bibetingelsen gir ni 4 + 49 = 101, slik at § = 97/4 =24.25, med U = VX + § =
26.25. Pkningen i maksimal nytte nar 100 endres til 101, er derfor U — U* = 0.25 = 1. (Generelt er
nyttegkningen bare tilnermet lik verdien av Lagrange-multiplikatoren.)
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(c) Ngdvendige betingelser for optimalitet er nd d.£/9x = 1/23/x* —Ap =0, 0L/dy =1 —rg = 0.
Vi finner at A = 1/q, V/x* = q/2p, slik at x* = ¢g?/4p?, med y* = m/q — q/4p. Merk at y* > 0 <
m > g*/4p.) (Hvis vi Igser bibetingelsen mhp. y, blir nyttefunksjonen u(x) = /x + (m — px)/q. Vi
seratu'(x) = 1/2/x — p/q = 0 for x* = ¢q>/4p* og u” (x) = —(1/4)x~3/? < 0 nar x > 0. Dermed
har vi funnet maksimum.)

5. (a)Frafasitenharvi px* = pa4a/rogqy* = gb+p/rsomgirm = px*+qy* = pa+qb+(a+pB)/1 =
pa+gb+ 1/x,slik at 1 /1 = m — (pa + gb). Resultatene i (%) fglger enkelt. (Hvis vi tenker oss at
a og b indikerer et eksistensminimum for de to varer, betyr betingelsen pa + gb < m at konsument har
rad til a kjgpe (a, b).) (b) Med U* som i fasiten far vi, siden o + 8 = 1, at

oU* o B 1
om m— (pa+qgb) m—(pa+qgb) m— (pa+qb)
Videre er
aUu* —aa o —Ba —a o o
= _ — —|— = —_— = —a)\, - —,
dp  m—(pa+qb) p m—(pa+qgb) m—(pa+qgb) p p
og
ou*
- x"‘:—)»(a—l—i)z—ak—g
am AD p
slik at
aU* au* |
= — x
ap am

Den siste likheten vises pa samme maten.

6. f(x,T)=x [] [~ + (@T*+ T — )2 + (T —aT?1]dt =
o3+ @I+ T = DIP + (T — aTH?] = ~LlaxT5 + LxT* + LxT3. Videre fir vi at
gx,T)=x fOT(tT —t3)dt = x \OT(%IZT — 113) = 1xT3. Den letteste méten & Igse problem (x) pé er
a merke seg at siden %x T3 = M, er problemet redusert til 4 maksimere

—2oxT% + SxT4+ (xT3 = —a(GxTHT? + JGxTHT + (xT?> = —aMT? + JMT + M

Maksimum for denne kvadratiske funksjonen oppnas for T = 1/4a. Daer x = 384> M med f*(M) =
M + M/16«. Eliminerer vi Lagrange-multiplikatoren fra fgrsteordensbetingelsene, f{ = Agj og f; =
Ag5, far viigjen T = 1/4c, med Lagrange-multiplikator A = 1 4 1/16c. Vi ser at 9f*(M)/0M = A,
som bekrefter (2).

14.3

1. (a)Med £L(x, y) = 3xy —A(x>+y* —8), er fgrsteordensbetingelsene L] = 3y —2Ax = 0og L = 3x —
21y = 0. Siden (0, 0) ikke oppfylle bibetingelsen, slutter vi at av disse likningene at i optimum ma x> =
y2. Innsatt i bibetingelsen gir dette x> = 4, slik at x = £2, og Igsningskandidatene er: (2, 2), (2, —2),
(=2,2) og (=2, =2). Herer f(2,2) = f(=2,-2) = 12 0og f(-2,2) = f(2,—-2) = —12. Dermed
vil (2, 2) og (—2, —2) lgse maksimeringsproblemet, og (—2, 2) og (2, —2) Igser minimeringsproblemet,
fordi ekstremverdisetningen sikrer at lgsninger fins. (f er kontinuerlig og beskrankningskurven er en
lukket, begrenset mengde (en sirkel).)

(b) Med £ = x + y — A(x? + 3xy + 3y? — 3), er forsteordensbetingelsene 1 — 24x — 31y = 0
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og 1 — 3Ax — 6Ay = 0. Fra disse likningene far vi 2Ax + 31y = 3Ax + 6Ay, eller A3y + x) =
0. Her er A = 0 er umulig, slik at x = —3y. Innsatt i bibetingelsen far vi (3, —1) og (=3, 1) som
mulige lgsninger. Ekstremverdisetningen sikrer at lgsningene fins. (Kriteriefunksjonen er kontinuerlig
og beskrankningskurven er en lukket, begrenset mengde (en ellipse, se (4.6.5)).

2. (a) Med £ = x> +y> —2x + 1 — A(x> +4y? — 16), er fgrsteordensbetingelsene (i) 2x —2 —2ix =0
og (ii) 2y —8Ay = 0. Likning (i) gir A = 1 —1/x (hvorfor kan vi veere sikre pa at x # 07?), og likning (ii)
viseraty = Oeller A = 1/4. Hvis y = 0,daer x> = 16 —4y? = 16, slikat x = 4, ogdaerx = 1F1/4.
Hvis y # 0, daer A = 1/4 og (i) gir 2x — 2 — x/2 = 0, slik at x = 4/3. Bibetingelsen x> + 4y = 16
gir si 4y? = 16 — 16/9 = 128/9, slik at y = £./32/9 = =+4+/2/3. Derfor fins det fire lgsnings-
kandidater: (i) (x, y, A) = (4, 0,3/4), (ii) (x, y, A) = (=4, 0, 5/4), (iii) (x, y, ) = (4/3,4+/2/3, 1/4)
og
@iv) (x, y,A) = (4/3, —4ﬁ/3, 1/4). Av disse gir (ii) maksimumspunktet (mens (iii) og (iv) gir mi-
nimumspunkter).

(b) Lagrange-funksjonen er £ = In (2 + x?) + y> — A(x? 4+ 2y — 2). De ngdvendige fgrsteordensbetin-
gelsene er (i) dL/dx = 2x/(2 4+ x?) — 2xx = 0 (ii) 3L/dy = 2y — 21 = 0, (iii) x> + 2y = 2. Fra (i)
far vix(1/(2 +x%) — 1) = 0, slik at x = O eller A = 1/(2 + x?).

(D Hvis x = 0, da gir (iii) y = 1, slik at (x1, y;) = (0, 1) er en kandidat.

(II) Hvisx #0,daery=A=1/2+ xz) , der vi brukte (ii). Substituerer viy = 1/(2 + xz) inn i (iii)
girdet 32 +2/Q+x) =2 o 22 +x* +2 =4+t et =2 x =+ V2.

Fra (iii) far vi y = 1 — 1x? = 1 — 1/2. Derfor er (x2,y,) = (¥2,1 — IN2) og (x3,y3) =
(— %, 1 — %«/5) Igsningskandidater. Na er f(x;,y;) = f(0,1) = In2+ 1 =~ 1.69, f(xz,y2) =
fG3,y3) =InQ2++2)+ (1 —3v2) =In(24+2) + 3 — V2 ~ 1.31. Minimumspunktene for
f(x, y) (under bibetingelsen xz 4+ 2y = 2) er derfor (x», y2) og (x3, y3).

4. (a) Med £ = 24x — x> 4+ 16y — 2y> — A(x? + 2y — 44), far vi at fgrsteordensbetingelsene er
() L] =24 —2x —2xx = 0 og (ii) L5 = 16 —4y —4ry = 0. Fra (i) far vi x(1 + 1) = 12 og
fra (ii) y(1 + A) = 4. Eliminerer vi A fra (i) og (ii) far vi x = 3y. Innsatt i bibetingelsen gir det,
11y2 = 44, slik at y = £2, og da er x = =£6. Vi har dermed to kandidater, (x, y) = (6, 2) og (—6, —2),
med A = 1. Beregner vi kriteriefunksjonen i disse to punktene, ser vi at bare (x,y) = (6,2) er en
mulig Igsning. Siden kriteriefunksjonen er kontinuerlig og beskrankningskurven er lukket og begrenset
(en ellipse), viser ekstremverdisetningen at optimum er funnet. (b) I hht. (14.2.3) er den tiln@rmede
endringen lik A - 1 = 1.

14.4

3. Minimum er lik 11 (x,y) = (—1,0). Dette er et ganske “tricky” problem. Lagrange-funksjonen er
L = (x +2)2 4 (1 — 1)y + Ax(x + 1)%. Det eneste stasjonzre punktet som oppfyller bibetingelsen er
(0,0), med A = —4, og med f(0,0) = 4. (Vi har at £’2 = 0Obare hvis A = lellery =0. ForA = 1, er
L =3(x+ 1)2 42 > 0 for alle x. For y = 0 gir bibetingelsen at x = 0 eller x = —1. Men x = —1
gir £ = 2, slik at x = 0 er npgdvendig for at Lagrange-funksjonen skal vare stasjonr.) Lagranges
metode gir altsa gal lgsningskandidat i dette tilfellet. Merk at i punktet (—1, 0) er bade g} (—1,0) og
g,(—1,0) lik 0. Betingelsene i setning 14.4.1 er dermed ikke oppfylt. Det gitte problemet er geometrisk
sett & minimere (kvadratet av) avstanden fra (—2, 0) til et punkt pa grafen til g(x, y) = 0. Men grafen
bestar av det isolerte punktet (—1, 0) og en glatt kurve, som vist pa figur M14.4.3.
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y

Y =x(x+1)?

Figur M14.4.3

14.5

4. Ui (x,y) = a(a — Dx4% < 0, Uh(x,y) = ala — 1)y*2 < 0 og Ufh(x,y) = 0, slik at U er
konkav. Med £ = x* + y* — A(px + gy — m), er forsteordensbetingelsene £ = ax® ' —ip =0o0g
L) = ay*™' — rg = 0. Altsa er ax®~! = Ap og ay*~' — Aq. Eliminerer vi A far vi (x/y)*~! = p/q,
slik at x = y(p/q)"/@~D . Innsatt i budsjettbetingelsen far vi
px +qy = py(p/" D + gy = yp/ Vg7V 4 gy = yg V@D [p @D 4 @D = m,
slik at y = mg!/@=D /[ pe/@=1) 4 g4/@=D7]_Et liknende uttrykk far vi for x.

14.6

.@L=alhnx+Bny+ ({1 —a—8)In(L —¢) —AiA(px + gy — wl — m), som er stasjonzr nar:
() L, = a/x* —rp = 0; (iD) QC’}, =B/y*—rg =0; (i) L, = (1 —a—B)/(L—£*+rw =0.
Fra (i) og (ii) far vi gy* = (B/a) px™*, mens (i) og (iii) gir £*w = wL — [(1 —a — B)/a]px*. Innsetting
i budsjettbetingelsen og lgsning mhp. x* gir svaret i fasiten. De tilhgrende verdiene for y* og £* fglger.
Betingelsen m < [(1 — o — B)/a]wL sikrer at £* > 0. (b) Se fasiten.

6. Lagrange-funksjonener £ = x + y — A(x% 4+2y? + 272 — 1) — u(x + y 4+ z — 1), som er stasjonaer nar:
(i) Ly =1 =2 —pu = 0; (i) L, =1 -4y —p = 0; (i) £, = 24z —pn = 0.
(1) og (ii) gir A(x — 2y) = 0. Hvis A = 0, da gir (ii) og (iii) motsigelsen © = 1 og u = 0. Derfor
er x = 2y. Substituerer vi denne verdien av x inn i bibetingelsene, far vi 6y> + z> = 1 og 3y + z = 1.
Dermederz = 1 —3yog1 =6y +(1—3y)> = 15y> —6y+1. Altsaer y = Oeller y = 2/5, og dermed
er x = 0 eller 4/5, og z = 1 eller —1/5. De eneste Igsningskandidatene er (x, y, z) = (0,0, 1) med
A=—-1/2,u=1o0g(x,y,2) =(4/572/5 —-1/5)medr =1/2, u =1/5. Siden x + y er 01 (0,0, 1)
og 6/51(4/5,2/5, —1/5), har vi henholdsvis minimum og maksimum. (Bibetingelser representerer en
kurve som er skjeringen mellom en ellipsoid (se figur 11.4.2, side 338) og et plan. Den kontinuerlige
funksjonen x + y oppnar derfor et maksimum og et minimum over denne lukkede, begrensede mengden.)

7. (a) Med en Cobb—Douglas nyttefunksjon er U ]’ (x) = o;U(x)/x;j, slik at fra (14.6.6) (med k = 1), har
vipi/p1 = U}(X)/U{(x) = «ajx1/axj. Derfor er pjx; = (a;/a;)pi1x;. Innsatt i budsjettbetingelsen far
vi p1x1 + (a2 /ar) p1x1 + - - - + (a,/ay) p1x1 = m, som medfgrer at p1x; = aym/(a; + - - - + a,). Mer
generelter pyxy = am/(ay1 +---+a,) fork=1,...,n.
(b) U/ (x) = ax{~", slik at (14.6.6) (med k = 1) gir x{~" /x{~" = p;/p1, slikatx; /x; = (p;/p1)~"/1=9
eller p;x;j/p1x; = (pjpl)l’l/(l’“) = (pj/pl)’“/(l’”). Budsjettbetingelsen gir
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pixi [1+ (p2/p) "D + o+ (py/p1)~*/' =] = m. Multipliserer vi hver side med pf“/(lf"), far

n
Vi p1x; = mpl_“/(l_a)/ Z pj_a/(]_a). Argumenterer vi pa samme maten for hver &, far vi
j=1

n
Xp = mpk_l/(l_a)/ Z pj_a/(l_a) fork=1,...,n.
j=1

14.7

2.

Herer £ = x + 4y + 3z — A(x? 4+ 2y + %zz — b), slik at de ngdvendige betingelsene er:

() Ly =1-2xx =0; (i) L, =4 —4ry = 0; (iii) L5 =3 — %Az = 0. Det fglger at A # 0, slik
atx = 1/2X, y = 1/A og z = 9/2). Substituerer vi disse verdiene inn i bibetingelsen far vi A> = 9/b,
slik at & = £3/+/b. Verdien av kriteriefunksjonen er x + 4y + 3z = 18/2, slik at A = —3/+/b gir
minimumspunktet. Dette er (x, y, z) = (a, 2a,9a), dera = —\/5/6. Se sa fasiten.

. (@) Med £ = x? + y? 4+ z — A(x% + 2y% + 422 — 1), er de npdvendige betingelsene:

(1) 0L/dx = 2x — 2xx = 0, (i) 0L/dy = 2y — 4ry = 0, (iii)) 9L/dz = 1 — 8rz = 0.

Fra (i) far vi 2x(1 — 1) = 0, slik at det er to muligheter: x = O eller > = 1.

(A): x = 0. Fra (ii) far vi 2y(1 — 21) = 0, slik at y = O eller A = 1/2.

Hvis (A.1), y = 0, da gir bibetingelsen at 472 = 1, slikatz2 = 1 /4, eller z = £1/2. Likning (iii) gir

A = 1/8z, slik at vi har to lgsningskandidater: P; = (0,0, 1/2) med . = 1/4 og P, = (0,0, —1/2) med

A=—1/4.

(A.2) Hvis A = 1/2, da gir (iii) at z = 1/81 = 1/4. Det fglger fra bibetingelsen at 2y> = 3/4 (husk at vi

harantattx = 0), ogdermedery = £./3/8 = £+/6/4. Vihar fatten ny kandidater: P; = (0, v/6/4, 1/4)

med A = 1/2, P, = (0, —/6/4, 1/4) med A = 1/2.

(B): Anta at A = 1. Likning (iii) gir z = 1/8, og (ii) gir y = 0. Fra bibetingelsen far vi x> = 15/16, slik

at x = ++/15/4. Kandidater: Ps = (+/15/4,0,1/8) med A = 1, Ps = (—/15/4,0, 1/8) med A = 1.
Verdiene av kriteriefunksjonen i kandidatpunktene er f(0, 0, 1/2) = 1/2, f(0,0,—1/2) = —1/2,

£(0,4/6/4,1/4) =5/8, f(0, —/6/4,1/4) =5/8, f(~/15/4,0,1/8) = 17/16, f(—+/15/4,0,1/8) =

17/16, som passer med fasiten. (c) Se fasiten.

. L = rK +wL — A(KY2LY* — ), slik at de ngdvendige betingelsene for at (K*, L*) skal Igse

problemet er: (i) Ly = r — SAKH)TVAHLHY* = 0, (i) £}, = w — JAEKHZLH T =0,
(iii) (K*)!/2(L*)!/4 = Q. Fra (i) og (ii) far vi ved & eliminere A at L* = r K*/2w. Substituerer vi dette
i bibetingelsen far vi (K*)!/2(r K*/2w)'/* = Q, eller (K*)*/4271/4p1/4y~1/4 = Q. Lgst mhp. K*, far
vi fasitsvaret. Vi finner lett fasitsvarene for L* og C* = rK* + wL* nér vi benytter at 2'/3 = 2.272/3,
Verifiseringen av () i eksempel 14.7.3 er enkel.

Repetisjonsoppgaver for kapittel 14

6.

(a) Tolkning av fgrsteordensbetingelsen p(x*) = C{(x*, y*) — x*p’(x*): Hvor mye tjener en pa a
selge ett ekstra tonn av den fgrste varen? Svar p(x*), fordi det er prisen som oppnas for ett tonn. Hvor
mye taper en? For det fgrste vil det a selge ett tonn ekstra av den fgrste varen gi den ekstra kostnaden
C(x* +1,y*) — C(x*, y*), som er tilnermet lik C} (x*, y*). Men siden forutsetningsvis p’(x) < 0, vil
produksjonen av ett ekstra tonn lede til en nedgang i inntektene som er tilneermet —x* p’(x*) (antall solgte
tonn ganget med prisdifferensen. Det vi taper ved & gke produksjonen med ett tonn, C (x*, y*) —x*p’(x*),
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er tilnzermet lik det vi vinner, p(x*). Den andre fgrsteordensbetingelsen, ¢ (y*) = C5(x*, y*) — y*q'(y*)
har en liknende tolkning. (b) Se fasiten.

7. @Med £ = x> +y>—2x +1— A(%xz + y2 — b), er fgrsteordensbetingelsene:
() L) =2x—2—Irax=0; (i) Ly =2y — 21y =0; (iii) 2%+ y> = b.
Fra (ii) far vi (1 — A)y = 0, og dermed er A = 1 eller y = 0.
(I) Anta at A = 1. Da gir (i) at x = 3, og fra (iii) far vi y> = b — jx> = b — 5, som gir y = &,/b — 3.

Denne gir to kandidater: (xy, y;) = (4/3,.,/b — ‘9—‘) og (x2, y2) = (4/3, —/b — ‘5‘)_

(I1) Hvis y = 0, da gir (iii) at x> = 4b, dvs. x = +2./b. Dette gir to nye kandidater: (x3, y3) = (2+/b, 0)
og (x4, y4) = (=240, 0). Kriteriefunksjonen utregnet i disse punktene er: f(xy, y;) = f(x2,y2) =
b—1/3, f(x3,y3) = Vb — )2 =4b —4Jb + 1, f (x4, ys) = (—2vb — 1)> = 4b + 4/b + 1. Her
er (x4, y4) maksimumspunktet. For a avgjgre hvilket av punktene (x3, y3), (x1, y1) eller (x2, y) som
gir minimum, ma vi undersgke hvilken verdi som er stgrst av 4b — 4b + 1 ogb — % Differensen er
4b —4Vb+1— (b — %) = 3(b — %\/5+ g) = 3(«/5— %)2 > Osiden b > %. Derfor har vi minimum i
(x1, y1) 0g 1 (x2, y2).

Bibetingelsen x? /4 + y2 = b framstiller en ellipse som vist pa figur M14.R.7. Kriteriefunksjonen
flx,y) =(x— 1?2+ y2 maler kvadratet av avstanden mellom punktene (x, y) og (1, 0). Nivakurvene
for f er derfor sirkler med sentrum i (1, 0), og pa figuren ser vi de to som gar gjennom maksimums- og
minimumspunktene. (b) Se fasiten.

Figur M14.R.7

9. (a)Med £ = x> —2x + 1+ y> — 2y — A[(x + y)/x + y + b — 2. /a ], fir vi fgrsteordensbetingelsene
() L£§ = 20 —2—ASx+y+ b+ &+ y)/Jx+y+b]=0,
(i) £, =2y =2 —AVx+y+b+ (x +y)//x+y+b] = 0. Fra disse likningene fplger det
gyeblikkelig at 2x — 2 = 2y — 2, slik at x = y. Innsatt i bibetingelsen gir det 2x/2x +b = 2./a.
Forkorting med 2 og kvadrering gir na den andre likningen i (x). (b) Differensiering av likningene i
(%) gir: (i) dx = dy; (ii) 6x% dx + x*>db + 2bx dx = da. Fra disse likningene finner vi umiddelbart de
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fgrsteordens partielle deriverte av x og y mhp. @ og b som gitt i fasiten. Videre er

3a2  da

82x_ d (ox\ 0 1 . 12x +2b 0x 12x +2b 6x +b
da /)  8a6x2+2bx  (6x2+2bx)20a  (6x2+42bx)>  4x3(3x +b)3
10. (a) Se fasiten. (b) Etalternativ til fasiten er & differensiere de to likningene i (x) og (x*): (1) ydp+pdy =
24dw —wdx —xdw og (i) U; dp+ p(U{, dx + U{, dy) = Uy dw + wU}, dx + wU}, dy, og sd 1gse
disse likningene mhp. dx og dy uttrykt ved dp og dw.

A Summer. Induksjon
A1

3. (a)—(d): Se pa det siste leddet og erstatt n med k. Summer over k fra 1 to n. (e) Koeffisientene er
potensene 3" forn = 1, 2, 3, 4, 5, slik at det generelle leddet er 3"x". (f) og (g): Se fasiten.
(h) Denne er vanskeligere. Du ma observere at hvert ledd er 198 stgrre enn det foregaende. (Problemet
er knyttet til historien om Gauss pa side 464.)

8. @Rett: Y 3_ck?=c-17+c- 22+ Fc-n?=c(IP+22+ - +nP) =c) ;_ Kk
(b) Gal selv for n = 2: Venstresiden er (a1 + a2)> = af + 2ajaz + a3, mens hgyresiden er af + a3.
(c) Rett: Begge sidene er lik by + b2 +- + by. (d) Rett: Begge sidene er lik 5! 4+ 52 4+ 5% 4+ 5% 4 5.
(e) Rett: Begge sidene er lik a(%’ et a’_, e
(f) Gal selv for n = 2: Venstresiden er a; + a»/2, mens hgyresiden er (1/k)(a; + az).

A.3
2 4 2
s 02 =[G () G- G 6
<‘5—‘)2 + (3)2 ()7 +(5) =5+ 30
(©) ZZ; =>i- An JF=Amm+ D) - tn(n+D@n+1) = Fmm + Dnn + D@20 + 1),
der lVl lb]rull<te (A2 4)l T)ig (A]?S)

=k KK =

DY D ikl =) iy ok =smm+ 1) kkn__

i=1 j=1 i=1  j=I j=1
k(14+k+---+ k") og formel (8.4.3) side 234).

_ N o _ A
4. a er det aritmetiske gjennomsnittet middel av a,’ene fordi a = - 21: 21: as | = Z as.
§S= r
For a vise (), merker vi oss at siden a,; — a er uavhengige av summasjonsindeksen s, er den en felles

faktor nar vi summerer over s, slik at > 1" (a,j — a)(as; — a) = (a,j — a) y_,_,(as; — a) for hver r.
Ved a summere over r far vi

DD (ay —a)ay —a) = [Z%‘ - a)] [Z(as,- - a)] (%)
r=1s r=1 s=1

=1
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Ved a bruke egenskapene ved summer og definisjonen av a;, far vi
m m m
Y ayj—a)=> a;j— Y a=ma; —ma=m@ —a
r=1 r=1 r=1

P4 samme mite, ved 4 erstatte r med s som summasjonsindeks, far viogsd at Y .-, (ay j—a) =m(a;—a.
Ved 4 substituere disse verdiene i (xx) far vi bekreftet (x).

A4

3. (a) For n = 1 er begge sidene lik 1/2. Anta at formelen er sann for n = k. Da er summen av de fgrste
k + 1 leddene

1 1 1 1 1 k 1
T2 23 3T k) Tk Dk +2) kvl G DK+
k 1 k+1)? k+1
Men + = k+1) = + , som nettopp er den gitte formelen for
k+1  (k+1(k+2) (k+ 1) (k +2) k+2

n =k + 1. Ved induksjon er da formelen sann for alle 7.

(b) For n = 1 er begge sidene lik 3. Anta at formelen er sann for n = k. Da er summen av de fgrste k 4 1
leddene
3437+ 3% 4 3 g 3R = L3k 3) 4 3k

Men §(3K1 — 3) 4 3k+1 = 33k+1 3 = 1(3k+2 _ 3), som nettopp er den gitte formelen for n = k + 1.
Ved induksjon er da formelen sann for alle n.

5. Siden x; = ler 0 < x; < 4. Anta som induksjonsantakelse at 0 < x; < 4 er sann for k = p. Vi ma
viseat0 < x,41 <4. Nderx,;| = Zﬁp > 0 siden x,, > O etter induksjonsantakelsen. Videre er etter
induksjonsantakelsen x4 = 2./x » < 24/4 = 4. Men da har vi vist at formelen er allmenngyldig.

7. Ulikheten gjelder forn = 1: 1 +x > 1+ x. Antaat (1 +x)* > 1 + kx for et vilkérlig naturlig tall k. Vi
vil vise at da er ogsa (1 + x)**! > 14 (k4 1)x. Siden x > —1 ogk > 0, er

A4+ =0 +0*0+x) > U +kx)A+x) =14 (k+ Dx 4+ kx> > 1 + (k+ Dx

Ved induksjon er derfor Bernoullis ulikhet gyldig for alle naturlige tall n.

B Trigonometriske funksjoner

B.1
4. Ved a bruke at cos(y — 7 /2) = sin y, (B.1.8) og resultatet i oppgave 3 far vi

sin(x + y) = cos(x + (y — /2)) = cosx cos(y — /2) — sin x sin(y — 7/2)

= COoSXx siny 4 sinx cos y = sinx cos y + cos x sin y

Erstatter vi y med —y i denne formelen fér vi sin(x — y) = sinx cos(—y)+cos x sin(—y) = sinx cos y —
cosx sin y.
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6. (b) (B.1.8) og tabell B.1.1 gir: cos(wr + 7 /6) = cosm cos(/6) — sin 7 sin(wr/6) = (—1)%«/_ —-0=
—%\/5 (c) Ved oppgave 2(a) og tabell B.1.1 er sin(—37/4) = —sin(3w/4) = —% 2.
(d) cos(5/4) = cos(w/4 + ) = cos(w/4) cos — sin(w/4) sinw = —cos(w/4) = —% 2.
(e) Ifglge (B.1.6) er tan(77/6) = tan(w/6) = %«/5 (f) Se fasiten.
12. (a) Dette er en sinuskurve y = A sin(ax) med A =2 og a(87) = 27, dvs.a = 1/4.
(b) y =2 + cos x. (En cosinuskurve med amplitude 1 og periode 27 flyttet 2 enheter oppover.)
(c) y = 2¢™*/" cos x. (Eksponentielt dempet cosinuskurve med amplitude 2¢ /7 )

13. Siden linjesegmentene AC og B D er like lange, har vi at (cos x — cos y)? + (sinx + sin y)? =
(cos(x 4+ y) — 1)® + sin?(x + y). Venstresiden er lik
VS = cos® x — 2¢osx cos y + cos’ y + sin® x + 2sinx sin y + sin® y
=2—2cosxcosy+2sinxsiny
og hgyresiden er
HS = cos2(x +y)—2cos(x +y)+ 1+ sinz(x +y)=2—2cos(x +y)
der vi har brukt at sin” u + cos? u = 1 gjentatte ganger. Likningen VS = HS medfgrer at cos(x + y) =
cosxcosy — sinx siny.

B.2
- - .
5. (@) lim 2 — 2 4im 252 o gim 2 — 5 pea. (B.2.10), eller bruk I'Hopital.
x—0 X x—0 X u—0 U
. sinmt <07 . mcosmt m
(b) lim — = - =lim—— = —
t—0 sinnt 0 t—0 ncosnt n
© 1i 1—cost_“0”_1, sint_l . sint_l ifglge (B.2.10)
O T2 T 0~ T2 TpteeBsl
. sinax . .
(d) hn}) = 0, direkte. (Dette er ikke et “0/0”-uttrykk.)
9. (b) Med v = 1 + x er d(arctan v) _ d(arctan v) d_v _ 1 oy — 2x .
dx dv dx 1422 1+ (24 1)2
B.3
T s
2. (a)/ (sinx +cosx)dx = | (—cosx+sinx) = —cosw +cosO+sinwt —sin0=1+14+0—-0=2
0 0
7/2 7/2 /2 /2
(b)/ xsinxdx =| x(—cosx)— (—cosx)dx = —(m/2)cos(m/2)+ sinx =0+1-0=1
0 0 0 0
0 0 0 0 0
(c)I:/ sinztdtzf sintsint dt = (—cost)sint—/ (—cost)costdt:/ cos’ t dt
0 —7T -7 —TT —TT —TT

= | (1—sint)dt =

-

4
6. (a)S=/ gxsinzmdtJr/
0 0

4
sin? w1 dt = 2, som vi kan vise ved delvis integrasjon som i oppgave B.3.2(c). Her er et alternativ

t—I1=mn—1.Dermeder ! =m/2.

-

4 4

4
ydt = %x/ sinwrdt 4+ y| t = 3x +4y. Her brukte vi at
0 0

0
som er lettere om du mot formodning kjenner formelen

sin® x = % — %cos 2x ()
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2 2 2

(Setter vi y = x i formel (B.1.8), fir vi cos 2x = cos?x — sin’x = (I —sin®x) —sin>x = 1 — 2sin® x,

og dermed fg@lger (x).) Bruker vi () far vi
4 4 4
/ sin’ 71 dt = / (% — %cosZnt) dt = (%t — ﬁ sin2wt) =2
0 0 0

(b) Problemet blir
maks 3x +4y) ndr Vx+.y=K

Dette er helt analogt med problem 14.4.2. Ved a studere nivalinjene 3x + 4y = ¢, der c¢ er en konstant,
ser vi at Igsningen ma veere i punktet (x, y) = (0, K2).
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