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Modelltesting: Hvordan kan vi finne drag 
og løft på et fullskala fly ved å måle dette på et lite
modellfly i vindtunnel? 

Bilder fra Creative Commons

Modellreduksjon: Hvordan redusere antall tester 
fra 10,000 til 10 for å finne ut hvordan draget 
avhenger av 
viskositet, hastighet, diameter, fluidets tetthet?



Hvordan finne ut hvordan dragkraften på en kule avhenger av
eksperimentelle parametere (viskositet, diameter, hastighet, tetthet)
• Hvordan ville du gått frem?

• Hvor mange målinger må vi ta?



Moody-diagrammet – et høydepunkt for dimensjonsanalyse!
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Finne 𝜋’ene: Steg-for-steg-metoden



EFM Eksempel 8.1

• For et objekt som faller fritt i vakuum er 
det tre variabler som er relevant for å 
beskrive bevegelsen

– Tyngdeakselerasjonen 𝑔

– Hastigheten 𝑉

– Fallavstanden ℎ

• Vi har 𝑓 𝑔, 𝑉, ℎ = 0

• Bruk steg-for-steg-metoden til å finne 
de dimensjonsløse gruppene som 
beskriver sammenhengen mellom de 
tre

𝜙 𝜋!, … , 𝜋"#$ = 0



Oppgave: Hvor mange dimensjonsløse Pi-grupper forventer vi? 

• For et objekt som faller fritt i vakuum er 
det tre variabler som er relevant for å 
beskrive bevegelsen

– Tyngdeakselerasjonen 𝑔

– Hastigheten 𝑉

– Fallavstanden ℎ

• Vi har 𝑓 𝑔, 𝑉, ℎ = 0

• Bruk steg-for-steg-metoden til å finne 
de dimensjonsløse gruppene som 
beskriver sammenhengen mellom de 
tre

𝜙 𝜋!, … , 𝜋"#$ = 0 Tips: Uttrykk variablene V,g,h ved masse [M], lengde [L] og tid [T]



EFM Eksempel 8.2: Dragkraften på en kule

• Litt større eksempel: Drag-kraften 𝐹%
på en kule forventes å avhenge av

– Viskositeten 𝜇

– Tettheten 𝜌

– Hastighet 𝑉

– Diameteren 𝐷

• Finn dimensjonsløse grupper

• Først: Hva er dimensjonene tilde 5 
variablene i problemet? 



Oppgave: Eliminer lengde, L, ved å gange eller dele variablene 
i første kolonne på D [L].
• Vi har 𝑓 𝐹& , 𝜇, 𝜌, 𝑉, 𝐷 = 0

• To dimensjonsløse grupper



Oppgave: Multipliser eller divider variablene i andre kolonne 
med 𝜌𝐷! for å eliminere massen M fra variablene i tredje kolonne 
• Vi vil eliminere massen, M.

• Massen, M, kan uttrykkes ved 𝜌𝐷'.



Oppgave: Eliminer T i fjerde kolonne ved å bruke at  "
#
= 1/𝑇

• Vi har 𝑓 𝐹& , 𝜇, 𝜌, 𝑉, 𝐷 = 0

• To dimensjonsløse grupper

Du skal nå stå igjen med to dimensjonsløse Pi-grupper



Oppgave: Hva kalles 𝜋! − gruppen?

• Vi har 𝑓 𝐹& , 𝜇, 𝜌, 𝑉, 𝐷 = 0

• To dimensjonsløse grupper

𝜋! =
𝐹%

𝜌𝑉(𝐷( ; 𝜋( =
𝜇

𝜌𝑉𝐷

• Kan også skrives

𝐹%
𝜌𝑉(𝐷( = 𝑔

𝜌𝑉𝐷
𝜇 = 𝑔(𝑅𝑒)

Hva kalles denne? 



Agenda

• Introduksjon og anvendelser

• Buckingham’s Π-teorem

• Finne 𝜋´ene: Steg-for-steg-metoden

• Finne 𝜋´ene: Eksponentmetoden



Eksponentmetoden

• Effektiv og direkte, men litt mindre 
oversikt

• Må løse et lineært likningssett



EFM Eksempel 8.3: Dragkraft på en kule ved eksponentmetoden
• Som Eksempel 8.2: Drag-kraften 𝐹% på 

en kule forventes å avhenge av

– Viskositeten 𝜇; 𝜇 = 𝑀/𝐿𝑇

– Tettheten 𝜌; 𝜌 = 𝑀/𝐿'

– Hastighet 𝑉; 𝑉 = 𝐿/𝑇

– Diameteren 𝐷; 𝐷 = 𝐿

• 𝐹% = 𝑀𝐿/𝑇(

• Finn dimensjonsløse grupper ved hjelp 
av eksponentmetoden



EFM Eksempel 8.3

• Vi har 𝐹& = 𝑓 𝑉, 𝜌, 𝜇, 𝐷

• Fem variabler, tre dimensjoner à To 
dimensjonsløse grupper



EFM Eksempel 8.3

• Vi har 𝐹& = 𝑓 𝑉, 𝜌, 𝜇, 𝐷

• Fem variabler, tre dimensjoner à To 
dimensjonsløse grupper
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Vi utnytter her at hvis funksjonen 𝑓 kan skrives på 
formen

𝐹! = 𝐶𝑉"𝜌#𝜇$𝐷!

der 𝐶 er en dimensjonsløs konstant, så må 
dimensjonene på høyre og venstre side være like

𝐹! = 𝑉"𝜌#𝜇$𝐷!



EFM Eksempel 8.3

• Vi har 𝐹& = 𝑓 𝑉, 𝜌, 𝜇, 𝐷

• Fem variabler, tre dimensjoner à To 
dimensjonsløse grupper

𝑀𝐿𝑇#( = 𝑀*,+𝐿)#'*#+,&𝑇#)#+

• Dimensjonsmessig konsistens krever:

M: 𝑏 + 𝑐 = 1

L: 𝑎 − 3𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 1

T: −𝑎 − 𝑐 = −2



EFM Eksempel 8.3

• Vi har 𝐹& = 𝑓 𝑉, 𝜌, 𝜇, 𝐷

• Fem variabler, tre dimensjoner à To 
dimensjonsløse grupper

𝑏 + 𝑐 = 1
𝑎 − 3𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 1

𝑎 + 𝑐 = 2

• Løs for 𝑎, 𝑏 og 𝑑 mhp. 𝑐 og finn
𝑎 = 2 − 𝑐
𝑏 = 1 − 𝑐
𝑑 = 2 − 𝑐



Oppgave: Uttrykk 𝐹# på formen 𝐹# = 𝜌𝑋$𝑌$ %

Hva er X og Y og hva skal stå inni parantesen? 
• Vi har 𝐹& = 𝑓 𝑉, 𝜌, 𝜇, 𝐷

• Fem variabler, tre dimensjoner à To 
dimensjonsløse grupper

𝑎 = 2 − 𝑐
𝑏 = 1 − 𝑐
𝑑 = 2 − 𝑐

• Vår opprinnelige likning:
𝐹& = 𝑉 ) ⋅ 𝜌 * ⋅ 𝜇 + ⋅ 𝐷 &



Prøv selv – demo på Multimedia Fluid Mechanics online

• En U-formet slange med konstant 
diameter inneholder vann

• Ved 𝑡 = 0 opprettholdes en forskjell i 
vannstand i de to endene vha. en 
trykkforskjell

• Så slipper vi atmosfæretrykket til i 
begge ender og det oppstår 
svingninger uten demping (vi regner 
friksjonsfritt)

• Hvilke variabler er relevante for 
svingeperioden og hvordan varierer 
svingeperioden med disse variablene?



Energien frigjort i Trinity (1945) vha. dette bildet?

• Fysikeren G.I. Taylor ble engasjert av 
den britiske regjeringen i 1941 til å 
rapportere om den fluidmekaniske 
virkningen av en kjernefysisk 
eksplosjon

– Leverte (hemmelig) rapport i 1941 
(før Trinity)

– Publiserte offentlig i 1950 der også 
bildene fra Trinity ble analysert

• Historien fremlegges ofte som om 
Taylor benyttet seg av ren 
dimensjonsanalyse, men i virkeligheten 
var det mer komplisert

Wikipedia

https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/0020739X.2011.562324


Energien frigjort i Trinity (1945) vha. dette bildet?

• Eksplosjonen skjer så å si ila. null tid

• De første millisekundene etter 
eksplosjonen: En sjokkbølge (dvs. 
hastighet > lydhastighet) brer seg 
utover i omtrent uforstyrret luft

• Det er lett å tenke seg at radien 𝑟 ved 
tiden 𝑡 avhenger av energien som ble 
frigjort, 𝐸, og tettheten til luften (som 
bølgefronten må dytte på), 𝜌-

• Men hvorfor ikke trykket 𝑝- eller 
tettheten 𝜌? Eller viskositet?

– Fysisk intuisjon! Wikipedia

𝜌, 𝑝

𝜌#, 𝑝#

𝑟

𝑡

𝐸



Energien frigjort i Trinity (1945) vha. dette bildet?

• Altså
𝐸 = 𝑔(𝑟, 𝑡, 𝜌-)

𝐸 = 𝑀𝐿(𝑇#(
𝑟 = 𝐿
𝑡 = 𝑇

𝜌- = 𝑀𝐿#'

• Eksponentmetoden
𝐸 = 𝐶𝑟)𝑡*𝜌-+
𝐸 = [𝑟)𝑡*𝜌-+]

𝑀𝐿(𝑇#( = 𝐿)𝑇*𝑀+𝐿#'+
𝑀𝐿(𝑇#( = 𝑀+𝐿)#'+𝑇*
𝑐 = 1; 𝑎 = 5; 𝑏 = −2 Wikipedia

𝜌, 𝑝

𝜌#, 𝑝#

𝑟

𝑡

𝐸



Energien frigjort i Trinity (1945) vha. dette bildet?

• Eksponentmetoden
𝐸 = 𝐶𝑟)𝑡*𝜌-+

𝑐 = 1; 𝑎 = 5; 𝑏 = −2
𝐸 = 𝐶𝑟.𝑡#(𝜌-

• Vi kjenner ikke konstanten 𝐶, men får 
betydelig innsikt i hvordan 𝐸 varierer 
med 𝑟, 𝑡 og 𝜌-

• Taylor m.fl.: 𝐶 ligger rundt 0.85 og hvis 
vi tar 𝜌- = 1.25 kg/m' og 𝑟 = 140 m får 
vi

𝐸 = 0.85 ⋅ 140. ⋅ 0.025#( ⋅ 1.25 J
= 9 ⋅ 10!' J

• Ikke langt unna offisielle tall
Wikipedia

𝜌, 𝑝

𝜌#, 𝑝#

𝑟

𝑡

𝐸




