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Fra sist: Friksjonsfri stremning

Control volume

Flow out

- Forenkle matematikken ved a anta friksjonsfri stremning — e
vi far da det som kalles potensialstramning .y

~a
 Hastighetsfelt fra Eulers likning + kontinuitetslikningen = :K _______ =
Laplace likningen N

——>
Flowin
—_—

Flow out

Ignorerer

—>—— .|~ omrader med
{/ virvling

Boundary layer

Cengel & Cimbala (2018)

FIGURE 9-1

(a) In control volume analysis, the
interior of the control volume is
treated like a black box, but (b) in
differential analysis, all the details
of the flow are solved at every point
within the flow domain.
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| dag: Regne ut hastighetsfelt til stramning med friksjon

* Friksjon skyldes hastighetsvariasjoner pa tvers av
hovedstramningen (dvs. hastighetsgradienter).

» Hastighetsgradientene kommer av at fluidet har en endelig

viskositet

Boundary layer
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FIGURE 9-1

(a) In control volume analysis, the
interior of the control volume is
treated like a black box, but (b) in
differential analysis, all the details
of the flow are solved at every point
within the flow domain.



Fra sist: Hvis stramningen er friksjonsfri reduseres Newtons
andre lov pa differensialform til Eulers likning

» Forenkle matematikken ved a anta virvelfri stremning — vi
far da det som kalles potensialstramning

* Newtons andre lov pa differensialform:

pa=—Vp+pg+/§@

kan skrives som Eulers likning hvis stramningen er

friksjonsfri eller virvelfri:

[+

Control volume
Flow out

WA W YA
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Flowin
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pa = —Vp + pg
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Cengel & Cimbala (2018)
FIGURE 9—1

(a) In control volume analysis, the
interior of the control volume is
treated like a black box, but (b) in
differential analysis, all the details
of the flow are solved at every point
within the flow domain.
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Fra sist: Hvis stramningen er friksjonsfri reduseres Newtons " —
andre lov pa differensialform til Eulers likning
- Forenkle matematikken ved a anta virvelfri stremning — vi _»ﬂ;'/ﬂ/»
far da det som kalles potensialstramning i: »
* Newtons andre lov pa differensialform: :ﬁ _______ —
pa=—Vp + pg+ @@ \
kan skrives som Eulers likning hvis stramningen er i
friksjonsfri eller virvelfri: i
a=-—-Vp + rovin S— 2= =S¢ yiviing
P P T P8 Vi
* Ved a kombinere Eulers likning med F:f'
kontinuitetslikningen for inkompressiblel stramning O G E Gmbala G078)
(massbevaring) kan vi lgse hastighetsfeltet: () In contol volume analysi, e

interior of the control volume is

treated like a black box, but (b) in
V U = O differential analysis, all the details
of the flow are solved at every point
within the flow domain.




| dag: Hvis stramningen er har friksjon ma vi inkludere

viskositetsleddet i Newtons andre lov
 Newtons andre lov pa differensialform:

pa=—Vp +pg+ uVu

Boundary layer
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Viskas skjeerkraft per volumenhet

N
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Cengel & Cimbala (2018)

FIGURE 9-1

(a) In control volume analysis, the
interior of the control volume is
treated like a black box, but (b) in
differential analysis, all the details
of the flow are solved at every point
within the flow domain.



| dag: Hvis stramningen er har friksjon ma vi inkludere

viskositetsleddet | Newtons andre lov

* Newtons andre lov pa differensialform:
pa =—Vp + pg + uvVu

* Vi kombinerer Newtons andre lov med
kontinuitetslikningen for a regne ut hastighetsfeltet

I

N
Control volume
Flow out
W __42_4_'4:__’_,

I
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Flowin
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Viskas skjeerkraft per volumenhet

V-

Boundary layer

Inkluderer
omrader med
virvling

Y VY

Cengel & Cimbala (2018)
FIGURE 9—1

(a) In control volume analysis, the
interior of the control volume is
treated like a black box, but (b) in
differential analysis, all the details
of the flow are solved at every point
within the flow domain.



Newtons andre lov med friksjon pluss
kontinuitetslikningen kalles Navers-Stokes’ likninger

 Newtons andre lov pa differensialform:
pa=—Vp+ pg+ uviu

* Vi kombinerer Newtons andre lov med
kontinuitetslikningen for a regne ut hastighetsfeltet

V-u=90
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FIGURE 9—1

(a) In control volume analysis, the
interior of the control volume is

treated like a black box, but (b) in
differential analysis, all the details

of the flow are solved at every point
within the flow domain.



Fra sist: Nar er stramningen friksjonsfri?

Stramningen er ofte friksjonsfri utenfor det visk@se grensesijiktet

* Nar er stramningen virvelfri/friksjonsfri?

—Sann ca. nar stremningen er
friksjonsfri (Re —> o)

— Utenfor grensesjiktet neer faste flater

— God tilneerming i mange situasjoner,
f.eks. flyvinger

Boundary layer
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Inviscid flow: Region of flow in which
viscous forces can be neglected when Flow separation: Where the flow
solving the equations of motion / moves away from the wall
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| dag: Nar ma vi inkludere effekter av viskositet?
Stramningen har friksjon innenfor det visk@se grensesjiktet

. Turbulent
* Nar er stramningen ikke virvelfri/friksjonsfri? i) Lamiar g Mo

layer

—Ved endelig Re (Re < x) —

—Innenfor grensesjiktet neer faste flater —
— God tilneerming i mange situasjoner, L B
. Edge of boundary layer
f.eks. flyvinger e e : :
/ == ——\\¥ Potential core (inviscid flow)
Developing flow :

Boundary layer

Inviscid flow: Region of flow in which
viscous forces can be neglected when Flow separation: Where the flow
solving the equations of motion moves away from the wall

Wake: The region
of separated flow
behind a body
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Bevaringslover oppsummert

. Generell integralform e . .
Fysisk lov (kontrollvolumform) Spesialtilfelle Differensiell form

Newtons 2. lov
(bevaring av
bevegelsesmengde)

Bevaring av masse

Bevaring av energi

d
(EPext = o= f vodv + f pv(V - dA)
t Ccv CS

(impulslikningen)

|
— pdV+fpV-dA=0
dt cv CS

(kontinuitetslikningen)

. d
Q—-w —f epdV+fepV-dA

dt cv Cs

(energilikningen)

Ro og likevekt

Friksjonsfri
stremning

(u=0)

Friksjonsfri og
virvelfri stramning
(VXV =0)

Inkompressibelt og
Newtonsk fluid

(p, u = konstant)
Ingen (generell)

Inkompressibel
stremning

Ingen (generell)

—Vp+pg=0

(hydrostatisk
grunnlikning)

—Vp + pg = pa
(Eulers likning)
—Vp + pg = pa

(Eulers likning)
—Vp + pg = pa + uV?u

dp
— . V =
5tV (V) =0

V-Vv=0

Ikke i TPS200




| dag: Navier-Stokes likningene
brukes til a regne ut hastighetsfelt og trykkfelt

. Generell integralform e . .
Fysisk lov (kontrollvolumform) Spesialtilfelle Differensiell form

—Vp+pg=0

o g lovE (hydrostatisk

grunnlikning)

d Friksjonsfri —Vp + pg = pa
Newtons 2. lov CPFext = —f vpdV +f pv(V-dA) Stremning .
(bevaring av dt Jey cs (u=0) (Eulers likning)
bevegelsesmengde) (impulslikningen) Friksjonsfri og —Vp + pg = pa
virvelfri stramning
(VxXV =0) (Eulers likning)

Inkompressibelt og
Newtonsk fluid —Vp + pg = pa + uV?u
(p, 4 = konstant)

%f pdV +f pV-dA=0 Ingen (generell) %4. V-(pV) =0
Bevaring av masse 4/ cs
Inkompressibel
(kontinuitetslikningen) stremning V-Vv=0
Q—W=%f epdV+f epV - dA
Bevaring av energi cv cs Ingen (generell) Ikke | TPS200

(energilikningen)




Navier-Stokes bevegelseslikning

* Navier-Stokes bevegelseslikning er
Newtons 2. lov for et Newtonsk fluid i
tyngdefeltet

Viskgs (skjeer)kraft (per volumenhet)

N

= —Vp + pg + uv4v

/ N T

Masse - akselerasjon (per volumenhet) Trykkraft (per volumenhet) Tyngdekraft (per volumenhet)




Navier-Stokes bevegelseslikning

* Navier-Stokes bevegelseslikning er
Newtons 2. lov for et Newtonsk fluid i
tyngdefeltet

Viskgs (skjeer)kraft (per volumenhet)

N

= —Vp + pg + uv?v

/ N T

Masse - akselerasjon (per volumenhet) Trykkraft (per volumenhet) Tyngdekraft (per volumenhet)

* Leddet uV?V er som vist til hgyre

« En vektorlikning — bestar av tre skalare

likninger

0°u 0%u N 0%u
dy?  0z?

0°%v

N azv_+ +_62
~ oy T Hlaxz Toy2 T 922
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Matematisk uttrykk for akselerasjon (kartesiske koordinater)

* Vi har altsa:

_dV_du__I_dv__I_dwk
P L TLRPT:

_du_au_l_ 6u+ au+ Ju
T P A AT

_dv_av_l_ 6v+ av+ v
YT T T ax T Vay TV az

_dw_aw_l_ aw+ 0W+ ow
“dr ot “oax T Vay TV oz

Az
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Matematisk uttrykk for akselerasjon (kartesiske koordinater)

* Vi har altsa: « Kan skrives pa kompakt vektorform:
_dV_du__I_dv__I_dwk
TS Tda Tal) T ar
_du_au_l_ au+ 6u+ ou
T P A AT
dV dV aVv aVv v
_dv_av_l_ 0v+ av+ dv azdt=0t+(ua+v0_+wa_z>
YT "o T Yox " Vay TV oz Y

_dw_aw_l_ aw+ 0W+ ow
“dr ot “oax T Vay TV oz

Az



Navier-Stokes likninger for inkompressibel stramning
skrevet ut i kartesiske koordinater (x, y, z)

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

—

du du du Jdu
m%=p6—+u—"H%—+w—J=———+u

0x? * dy? * 0z%

X-retn.:

0°u  0%u  9%u
ot 0x dy 0z dx

Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)




Navier-Stokes likninger for inkompressibel stramning
skrevet ut i kartesiske koordinater (x, y, z)

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

—

ou oOu OJu ou op 0%u 0%u 09%u
pax=p( +uUu—+v—+w )

ot dx ay 07z - _a TH 0x2 + Gyz + 072 x-retn.:
ov ov ov ov 0 0°v 0%v 0%v .
= pay=p(a tu—+v—+w )———p+u< + ) y-retn.:

ox Vay W az 022 9y? | 972

B (aw+ aw+ aw+ aW) dp 62w+62w+02W Z-retn.
Plz =P\or "M ax " "oy T " 8z) T "oz 0x2 * 0y? © 027

Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)




Navier-Stokes likninger for inkompressibel stramning
skrevet ut i kartesiske koordinater (x, y, z)

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

—

B (au+ 6u+ 6u+ OU) 0p+ 02u+62u+02u
Pl =P\ " ox T ay T Waz) T Tax TH\oxz T oy2 T 922

B (av 6v+ av+ av)_ op 62v+62v+62v
Ply =P\ot " ox "oy "Wz ax% " 9y? " 977

Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)
\

B (aw+ 0W+ aw+ GW) op 62W+62w+02
Plz =P\ ot " %ax "y "V az) T "oz 9x2 ' ay? " az2

au 617 0W
dx ay 0z

Kontinuitetslikningen

x-retn.:

y-retn.:

W) z-retn.:



Navier-Stokes likninger for inkompressibel stramning
skrevet ut i kartesiske koordinater (x, y, z)

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

—

Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)

ou
Py = P(a
av

ow
paz—p(a+u—+v—+w—)

ow

ou ou ou
+ua+va—y+waz) =
dv dv dv
+U 9x + v @ +w aZ) =
ow ow
0x dy 0z
- ou Jv Jdw
Kontinuitetslikningen Ix + Gy + e

=0

axz ayz + aZZ X-retn

0%v  0%v N 0%v y-retn

dx? 0y? 0z?
62W+62W+02 z-retn
0x? dy? 0z?

« Komplisert a lgse pga. ikke-linezere akselerasjonsledd (produkter av ukjente)



Navier-Stokes likningene kan ofte lgses eksakt
nar akselerasjonen er null!

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

op (62u 0%u 62u>

—

0x? * dy? * 0z%

0 N 02v+62v+62v
~ oy TP\ ax2 T ay2z T 922

op (62w 04w 02W>

Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)
\

02 " 9yZ | 922

ou N dv N ow
dx dy 0z
« Komplisert a lgse pga. ikke-linesere akselerasjonsledd (produkter av ukjente)

0

Kontinuitetslikningen

* Men kan ofte Igses analytisk nar akselerasjonen er null

x-retn.:

y-retn.:

z-retn.:



2l
Oppgave: Hvor mange grensebetingelser (f.eks. null has.tighet“pﬂJ

veggen) ma vi ha for a lgse Navier-Stokes likningene?

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)

)

—

ou oOu OJu ou op 0%u 0%u 0d%u
P(a”a”a—ﬁwa)=‘a+ﬂ(axz+ayz+azz> xretn.
2 2 2
e A e I
ow ow  Ow ow ap °w  0°w  d*w S-retn.:
P(E“a*”a—ng) B _E_V“‘(axz T oy +ﬁ)
ou dv OJw
Kontinuitetslikningen I + ay + Py =0

« Komplisert a lgse pga. ikke-linesere akselerasjonsledd (produkter av ukjente)

* Men kan ofte Igses analytisk nar akselerasjonen er null



Lasning: Vi trenger to grensebetingelser (f.eks. null hastighet pa-

veggen) fordi Navier-Stokes likningene er av andre orden?

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

9

0x? * dy?

Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)

)

—

T tUT— TVt W

(au Ju Jdu
Plac "%oax T Vay

v v ov
o

T tU- VUVt wW—

dt 0x dy
ow ow ow
o

T tUF -+ VW

dt dx dy

Kontinuitetslikningen

6u)_ 0p+
0z) ~ ox M
v op
02)__@-'_#
ow op
02)__5_)/-'_“
du OJv dw

=0
6x+6y+6z

[ U

I

X-retn.:

y-retn.:

z-retn.:



Agenda

* Navier-Stokes likninger

—Oppgave 1: Regne ut
hastighetsfeltet mellom to plater der
den ene beveger seg

—Oppgave 2: Regne ut
hastighetsfeltet i trykkdrevet
stramning mellom to plater

— Eksempel: Hagen-Poiseuille for
laminaer rarstramning utledet fra
Navier-Stokes (utvidelse av
eksempel 2)
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Oppgave: Regne ut hastighetsfeltet til 2D-stramning mellom to —
plater der den @gvre platen beveger seg med konstant hastighet U

* Den gvre platen beveger seg med konstant

hastighet V = <U,0>. L
» Hastighetsfeltet er todimensjonalt og stasjoneert:
v,y B
—-Vix,y) =<u,v>. 4
— z-hastigheten er null, w = 0. v
« Avstanden mellom platene er h. " x,u

» Stasjoneer strgmning
* Vi vil vise at hastighetsfeltet i x-retn. er gitt ved
u=U-2.
h

» Fgrst: Hva er de to grensebetingelsene?



M
Lgsning: Grense(heft)betingelse nederst ved y = 0: u(0)=0, "—
grense(heft)betingelse @verst ved y=h: u(h) = U.
* Den gvre platen beveger seg med konstant
hastighet V = <U,0>. L
» Hastighetsfeltet er todimensjonalt og stasjoneert:
v,y | B

—-Vix,y) =<u,v>. 4

— z-hastigheten er null, w = 0. v

v

» Avstanden mellom platene er h. X, U
» Stasjoneer strgmning
 Vivil vise at hastighetsfeltet i x-retn. er gitt ved

u=1"U %

» Fgrst: Hva er de to grensebetingelsene?



Oppgave: Hva er grensebetingelsene uttrykt ved

dimensjonslas lengde og hastighet?

Den gvre platen beveger seg med konstant

hastighet V = <U,0>. L
Hastighetsfeltet er todimensjonalt og stasjoneert:
v,y | B
—-Vix,y) =<u,v>. 4
— z-hastigheten er null, w = 0. v
Avstanden mellom platene er h. " x,u

Stasjoneer str@gmning

Vi vil vise at hastighetsfeltet i x-retn. er gitt ved

Grensebetingelser med dimensjonale stgrrelser:
Grense(heft)betingelse nederst ved y = 0: u(0)=0,
grense(heft)betingelse gverst ved y=h: u(h) = U.

u=U-2.
h

Farst: Hva er de to grensebetingelsene?



Lasning: Grensebetingelse nederst: u(0) = 0, gverst: u(1) = 1.

Den gvre platen beveger seg med konstant

hastighet V = <U,0>.

Hastighetsfeltet er todimensjonalt og stasjoneert:

v,y
—-Vix,y) =<u,v>. 4

— z-hastigheten er null, w = 0.

v

Avstanden mellom platene er h. X, U

Stasjoneer str@gmning

Vi vil vise at hastighetsfeltet i x-retn. er gitt ved Innfarer dimesjonslgs hastighet: =u/U og

u=1u.2 dimesjonslgs y-koordinat: y= y/h.
=

Dermed u(y/h) = u/U, som innsatt gir u(1) = 1.

Farst: Hva er de to grensebetingelsene?



M
Oppgave: Vi vil regne ut hastighetsfeltet ved N-S likningene. "—
Er det noen av likningene vi kan stryke?
* Den gvre platen beveger seg med konstant
hastighet V = <U,0>. L
» Hastighetsfeltet er todimensjonalt og stasjoneert:
v,y | B

—-Vix,y) =<u,v>. 4

— z-hastigheten er null, w = 0. v

v

Avstanden mellom platene er h. X, U

Stasjoneer str@gmning

Vi vil vise at hastighetsfeltet i x-retn. er gitt ved

u="U % Navier-Stokes likningene (N-S) pa neste side!



Oppgave: Vi vil regne ut hastighetsfeltet ved N-S likningene.
Vi treneger bare én av hastighetslikningene, hvilken?

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

- ou Jdu Ou du ap 0°u  9d*u 0°u
Hastighet i x: p(a +ua+va—y+waz)——a+# 8x2+0y2+0Z2
- ov odv  Ov v op 0%v 0%v 0%V
Hastighet i y: p(a ua+v@+waz)_—@+ﬂ 6x2+(3y2+022

- ow ow  ow ow dp ’w  d*w  0*w
Hastighet i z: p(a—+ua+ Ua—y + Wg) — _E_y +u 02 + ayz + 072
| | au a v a W I Particle ?t time ¢, Particle alit time 2, I U
Kontinuitet: =0 } >
0x ay 0z \b A b 1

vy[
" X, u



Lasning: Vi trenger bare likning for hastighet i x fordi y og z
hastighet er null.

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

- ou Jdu Ou du ap 0°u  9d*u 0°u
Hastighet i x: p(a +ua+va—y+waz)——a+# 8x2+0y2+0Z2
- ov odv  Ov v op 0%v 0%v 0%V
Hastighet i y: p(a ua+v@+waz)_—@+ﬂ 6x2+(3y2+022

- ow ow  ow ow dp ’w  d*w  0*w
Hastighet i z: p(a—+ua+ Ua—y + Wg) — _E_y +u 02 + ayz + 072
| | au a v a W I Particle ?t time ¢, Particle alit time 2, I U
Kontinuitet: =0 } >
0x ay 0z \b A b 1

vy[
" X, u



Oppgave: Bruk kontinuitetslikningen, at u ikke varierer | z-retn.h,ll_iJ

at v og w er null, og at stramningen er stasjonaer og at Z_p =0 ..

X
« til & sette opp en enkel likning for hastigheten i x.

- ou Jdu Ou du ap 0°u  9d*u 0°u
Hastighet i x: p(a +ua+va—y+waz)——a+ﬂ 0x2+0y2+0Z2
- ov odv  Ov v op 0%v 0%v 0%V
Hastighet i y: p(a ua+v@+waz)_—@+ﬂ 0x2+(3y2+0Z2

o ow ow  ow ow dp ’w  d*w  0*w
Hastighet i z: p(a—+ua+ Ua—y + WE) — _E_y +u 02 + ayz + 072
| | au a v a W I Particle ?t time ¢, Particle 'c'lt time 2, I U
Kontinuitet: =0 } o
0x ay 0z \b A b 1

vy[
" X, u



2
Lasning: Steg 1: Fra kontinuitet ser vi at stremningen ikke akséfererer
| X-retning.

« til & sette opp en enkel likning for hastigheten i x.

- ou 0 ou  du ﬂ 62u 0%u
Hastighet i x: p(a+ua +Ua—y+waz)——a+,u 0}1 622

Particle at time #, Particle at time 7,

o au 617 ow \ ' U
Kontinuitet; =0 } ~
(3 ay 0Z \ b . b i
\ )
Y
ou — 0 h
ox v,y v

> X, U



Lgsning: Steg 2: Vi stryker flere ledd: Stasjonaer strgmning, Ty

Ingen trykkvariasjon i x,ingen avhengighet av z og v og w er null

« til & sette opp en enkel likning for hastigheten i x.

0 0 u u 0 0°u 0
Hastighet i x: p%+ u/a{%;—y -y%) = 76{ /u/ ay ﬁ?)

Particle at time ¢, Particle at time ¢,
o 6u Bv ow ‘ ' U
Kontinuitet: =0 y >
0x 6y 0z \y b
\ Y J
du 0
dx vy

— > x,u



Lasning: Ved a stryke ledd som er null star vi igien med

en enkel likning (Fourierlikningen/varmeledningslikningen)

« til & sette opp en enkel likning for hastigheten i x.

Hastighet i x:

0

B d?u
= 4

- B
['m
N ]
* Lineeer likning
« 2. ordens: Integrerer to ganger
 Integrasjon gir to konstanter:
» bruker grensebetingelser
for a bestemme disse
Particle at time ¢, Particle at time ¢,
\
| | U
\ —
A
\s b
v’ y v

— > x,u



Oppgave: Hva er likn. 1 etter to gangers integrasjon?
Uttrykk u(y) ved y og to integrasjonskonstanter (C1 og C2).

« til & sette opp en enkel likning for hastigheten i x.

Hastighet i x: 0= —— (likn. 1)
g e

(av ov v 0v> op (6217 0%v 6217)
0

TUZ - TV -TW

Hastighet 1 y:
e ot Yax " Vay T Vo

ey dt " 0x v dy v 0z 0z y—H# dx? 0y? 0z?
. . au av aW I Particle ?t time ¢, Particle eltt time ¢, I U
Kontinuitet: + + —0 :
dx 0dy 0z — b v
‘ 1
|
o _ h

vy[
- " X,Uu



Lasning: Hva er likn. 1 etter to gangers integrasjon?
Svar: u(y) = C1-y + C2

« til & sette opp en enkel likning for hastigheten i x.

Hastighet i x: 0= —— (likn. 1)
g e

(av ov v 0v> op (6217 0%v 6217)
0

TUZ - TV T W

Hastighet i y:
e ot ' ox ' ay " oz

| | <6W+ OW_I_ aw+ OW) dp N 02W+62W+62W
Hastighetiz: p 3 u Ix 1% 9y w PP PP Y+ U 322 6y2 3,2
| | au av aW I Particle ?t time ¢, Particle eltt time ¢, I U
Kontinuitet: -4 -+ =0 T —>
dx dy 0z \s b 1
\ )
Y
a_u_ h

vy[
— * Xx,u



Oppgave: Sett inn for u(y=0) for a finne C2. Hva er C27?

« til & sette opp en enkel likning for hastigheten i x.

Hastighet i x: 0= —— (likn. 1)
g e

(01} ov v 617) op (6217 0%v 62v>
0

TUZ - TV T W

Hastighet i y:
e ot “oax " Tay " W az

e <0W+ OW_I_ OW_I_ OW) dp N 02W+62W+62W
astghetiz P\ar "Hoax TV ay TV oz 9z T TH\oxz T 9y2 T 922
| | au av aW I Particle \at time ¢, Particle altttme t, I U
Kontinuitet: + + =0 - L
x 0dy 0z \s b 1
\ J
|
‘ h
Ju
ol |



Lasning: C2 =0

 Fremgangsmate: u(0)=C1-0+C2->C2=0,somgiru (y) = C1-y

Hastighet i x:

0

B d?u
= 4

(likn. 1)

Particle at time ¢,

Vs

A

v,y




Lasning: Finn lgsningen til u(y) ved a sette inn for
grensebetingelsen ved y=h

* Fremgangsmate: u(h) = C1 - h = U, som gir C1 = U/h, dermed far vi u(y) = U/h-y

Hastighet i x: u(y) = % y | (Gikn.2)

u—+v—=+w + +

- ov ov v ov op 0%v 0%v 0%v
Hastighetiy: P (at ox " ' 9y az)_ 9x2 " 9y2 ' 972

| | <0W+ aw+ OW_I_ OW) op . 62W+62W+02W
Hastighetiz: p 3 u Epe (% 9y w 37 357 Y+ U %2 T 5y 3,2
| | au av aW I Particle \at time ¢, Particle ellt time ¢, I U
Kontinuitet: + + =0 - v,
ox 0y 0z \s b
\ J
|
a_u_ h

vy[
- " X,Uu



Oppgave: Er lgsningen i likn. 2 riktig? Lasning: Sjekk
ved a sette inn for grensebetingelsene.

* Fremgangsmate: u(h) = C1 - h = U, som gir C1 = U/h, dermed far vi u(y) = U/h-y

Hastighet i x: u(y) = % y | (Gikn.2)

- v ov  Ov v op d’v  0%v 9d%v
Hastighet i y: p(at ua-l-v@-l-WaZ)_ 6y+'u 0x2+0y2+022

- <0W+ aw+ OW_I_ OW) dp N 02W+62W+02
Hastighetiz: p 3 u Epe (% 9y w 57) = 3% Y+ U 322 ay 372
| | au av aW I Partcle\attme 4 Patcleallttimetz n U
Kontinuitet: + + =0 X N>
6y 0z \b . b
\ J
|

a_u_ h

Ox o v

vy[
— * Xx,u



v 2]
Oppgave: Trykkdrevet stramning i x-retning mellom to plater "—
(avstand: 2h, dp/dx # 0) og uten hgydeforskjell. Hva blir u(y)?

 Fullt utviklet stasjonaer, lamineer,
inkompressibel og stasjonaer stramning
av Newtonsk fluid mellom to plater

« Sett opp en likning for hastigheten
u(y) fra Navier-Stokes i x-retning.

* N-S pa neste side




Oppgave: Trykkdrevet stramning i x-retning mellom to plater

I

N __|

(avstand: 2h, dp/dx # 0) og uten hgydeforskjell. Hva blir u(y)?

« Sett opp en forenklet likning for hastigheten i x-retning

Hastighet i x: p (a_u 1 ua_u 1 Ua_u + W@) _ _0_19 o (azu N 0%u 4 02u>
ot ox dy 0z 0x 0x? dy? 0z?
ot ox dy 0z dy 0x? 0y? 0z?
o ow ow  ow ow\  0p /azw °w 9w
Hastighet i z: ,D(E'FUE-FUG—:V'FWE)——E—}/‘F” + + —
Kontinuitet: ou + v + Iw —
dx 0dy 0z




Lasning: Trykkdrevet stramning | x-retning mellom to plater
(avstand: 2h, dp/dx # 0) og uten hgydeforskjell. Hva blir u(y)?

« Sett opp en forenklet likning for hastigheten i x-retning

Hastighet i x: 0= _O_p + u (62_u)
ox dy?
ot 0x dy 0z dy 0x? 0y? 0z?
| - ow ow ow ow\  dp (62W 9%w  9%w
Hastighet i z: p(E-I_ua-l_va—y-I—WE)____y—l_” + + —

Kontinuitet: -




Oppgave: Hva blir u(y) uttrykt ved vy, u, dp/dx og de to
integrasjonskonstantene?

* Integrer u to ganger med hensyn pa 'y

op (azu)
Hastighet i x: O=——+ul|l=——=

TUZ - TV T W

- ov odv  Ov v op 0°v 9d%v 0%v
Hastighet i y: o, (8 Y 9y az)

dw ow dw dw
Hastighetiz: p (O_ + ua + va—y + WE)

Kontinuitet: -




Lasning: Hva blir u(y) uttrykt ved vy, u, dp/dx og de to
integrasjonskonstantene?

* Integrerer u to ganger med hensyn pa y som gir:

Hastighet i x:

_ 1y’
u(y) = - tay+c

S LY, ov ov ov 0 0’v 9°v  0%v
Hastighet i y: p(at-l_uax_l_vay_l_waz):_p-l_‘u( >

Hastighet i z: (aW ow ow OW)

P E‘FU&‘FU@‘FW@

Kontinuitet: du dv
_I_
ox 0y




Lasning: Setter inn for grensebetingelsene u(-h)=0 og
u(h)=0 for a finne C1 og C2.
« Gir C1 =0 og C2 = -(dp/dx)h?/2u som gir:

Hastighet i x: dp h? y2

u@y)=———(1 -3

dx 2u h?2

P +Ua+1}@+waz

Hastighet i z: (aW ow ow GW)

Hastighet i y: p(av dv dv 61}) ap <62v 92 62v>

P E‘FUa-l—Ua—y-FWE

Kontinuitet; ou
_|_
ox




Hva kan vi lese ut av dette? Hastighetsprofilet er en parabel. ¥+
Ved a derivere denne og sette lik null, dvs. du/dy = 0, finner vi at

den maksimale hastigheten finnes i midten.

Hastighet i x: dp h? y2

u(y) =-———-0 -3

dx 2u h?2

E+ua+v@+wa =———+Uu

Hastighet i z: (aW ow ow GW)

Hastighet i y: p(@u dv dv 012) ap (aZU 92 62v>

p E‘FU&‘l‘Ua—yﬂ'WE

Kontinuitet: ou N v
dx 0y




Eksempel (utvidelse av forrige eksempel):
Hagen-Poiseuille-stramning
 Fullt utviklet stasjonaer, lamineer,

inkompressibel stramning av Newtonsk
fluid i et sirkuleert rear med konstant

diameter
—Hva blir friksjonstapet/trykkfallet? | rh s (streamwise),
- Forelesning 14: Litt uoversiktlig veiaga |
til svaret
32uLV
hf — ]/DZ

» Her: Litt mer prinsipielt oversiktlig
utledning vha. Navier-Stokes likninger



Fra 14: Laminaer rgrstramning

z (vertical)

v

[ U

[+

Vmax

« Parabelformet hastighetsprofil
 Friksjonstap: 32uLV
== bz
* Friksjonsfaktor: 64
/ =Re

Gjelder uavhengig av rgrets ruhet sa
lenge stramningen er laminaer

Vi kom frem til disse formlene ved a:

Anta stasjonaer, inkompressibel, fullt utviklet rgrstrgmning

Bruke impulslikningen pa et kontrollvolum sentrert i rgret, formet som et sirkulaert
ror, med trykkrefter i endeflatene, skjeerspenning pa «langsidene», samt tyngdekraft
Kombinere impulslikningen med Newtons viskositetslov for laminaer stremning
Bruke kontinuitetslikningen Q = AV = konstant (uten a egentlig fremheve det)
Matematisk manipulasjon + bruk av heftbetingelsen

Kombinere med energilikningen for a fa et uttrykk for f og hs

. 71'7‘6L Ah —
Q= 8u /AL
V= Vaks _ _ D_z %
2 32u)’ AL
suV
W=

/

y = pg — tyngdetetthet

u — dynamisk viskositet

L og AL — rgrlengde

D — rgrets indre diameter

1y — rerets indre radius

h = §+ z — piezometrisk hgyde

V — hastighet i avstand r fra sentrum
Vimaks — Maks. hastighet (i sentrum, ved r = 0)
V — middelhastighet

7o — Skjeerspenning ved rgrveggen

Q — volumstram

Ah/AL er negativ pga. friksjonstapet

Y

] >_ h,

¢Ah

Fluid B
4:]




Forholdet mellom 14 og dagens utledning

Samme antakelser her

Navier-Stokes likning er impulslikningen pa
differensiell form der skjeerkrefter er
representert ved Newtons viskositetslov

Vi bruker kontinuitetslikningen pa differensiell form

Tilsvarende her

Tilsvarende her

Vi kom frem til disse formlene ved a:

Anta stasjoneer, inkompressibel, fullt utviklet rgrstramning

Bruke impulslikningen pa et kontrollvolum sentrert i rgret, formet som et sirkulaert
rgr, med trykkrefter i endeflatene, skjeerspenning pa «langsidene», samt tyngdekraft
Kombinere impulslikningen med Newtons viskositetslov for laminaer stramning
Bruke kontinuitetslikningen Q = AV = konstant (uten a egentlig fremheve det)
Matematisk manipulasjon + bruk av heftbetingelsen

Kombinere med energilikningen for a fa et uttrykk for f og hy

= V(r g (Streamwise)
‘ S
¥ Vmax
z (vertical)




Hagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

« Ser bort fra tyngden, som kun bidrar
med en hydrostatisk trykkomponent —
vi er interessert i trykkfallet pga. friksjon

 Sylindrisk koordinatsystem som vist

» Antakelser utover de som ligger i N-S:

. . » Grensebetingelser:
— Stasjonaer stremning: d/dt = 0

. — Heftbetingelsen: Hastigheten er O
—Aksesymmetri: d/06 = 0

ved rgrveggen
—Ingen radiell eller tangentiell

—Hastigheten er endelig (ikke
hastighet: v, = vy = 0 g g (

uendelig) i sentrum av ragret
—Ingen endring i hastighet | s-

: . _ . Fullt utviklet stremning (kan ogsa begrunnes fra
retmng' aUS/aS =0 - kontinuitetslikningen i kombinasjon med antakelse 2/3)




Bevegelseslikningen (N’s 2. lov)

Navier-Stokes likninger for inkompressibel stramning
skrevet ut i sylindriske koordinater (r, 6, z)

« Ukjente variabler i rgdt (tyngdekraften antatt a virke i negativ z-retning)

(av,, v, vy 0V, v, 175) ap (16( avr> 1 0%v, 9%v, v, 26179)
p — | =

6t+vr 6r+r 69+vz 0z 1 67‘ ror\ or +r2602+622_r2_r2 06

(avg N vy L Ve vy vy N vrvg) 1 6p 10 ( 6179) N 1 0%vy N 0%vy vy N 2 0v,
= Pas " ar T a0 T2 ez Ty ro0  M\Far\"ar ) 2002 T2 T2 T2 a0
(avZ N v, Ve v, N avz) _0p 10 ( avz> N 1 0%y, N 0%v,
P\ " T a0 T2 az) T "oz Y T\ Far\"ar ) T2 902 T a2
Kontinuitetslikningen li (T‘Ur) + l ave + avZ

r 00 | 9z



IV
" . " " . " N 1
Navier-Stokes likninger for inkompressibel stramning
skrevet ut | sylindriske koordinater —— ETY—
i star igjen med dp/dr = 0, altsa ingen radiell
. . . trykkvariasjon. Dette ville blitt annerledes hvis vi hadde
« Ukjente variabler i radt (uten tyngdekraft) / hatt med en tyngdekomponent i radiell retning.
: By 0y, vy 0, o, “vj Gp 10 ( av,,) 1o, 8%y v 230V
3 p<6t+vr6r+r69+vsas_r = "o THFaARNGr ) T 007 T Bs2 A2 178
% 0y 0vy Vg Oy 01} vrv9> B 16p 10 6v9> 10%y 0%vd wps 220w
£ Pt vt Pt T o) = st s ko) T e A 2
g’ 0 0y, Vg OV Ivs\ ap 10 / 0v NO%w, 8%vs
s p<6t+vrar+r00+ Sas)_ as TH r@r( 6r)+r2692+652
- Vi stér igjen med dv,/ds = 0 fra antakelse 2/3 — dette
1 0 ( ) + 1 0179 + 617547 begrunner antakelse 4 i boksen nederst til venstre.
Kontinuitetslikningen — =
: rof T390 T as
Antakelser: s (streamwise),

Stasjonaer strgmning: d/dt = 0

Aksesymmetri: d/06 = 0

Ingen radiell eller tangentiell hastighet: v, = vy =0
Ingen endring i hastighet i s-retning: dvg/ds = 0




Hagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

« Vi far Navier-stokes for Hagen-
Poiseuille-stramning:

dp 10( Bvs)
65_'ur6r rc’)r

* Vivetatp = p(s) og vy = v, (1)

I

» Venstre side en funksjon av s, hgyre

. . | streamwise)
side en funksjon av r fﬂ stzeamyise)_
» Altsa kan vi skrive |

—

dp ld(dvs) =



Hagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

* Vi har Navier-stokes for Hagen-
Poiseuille-stramning:

dp 1d/ dvs

ds rdr ( )

* Venstre side en funksjon av s, hgyre
side en funksjon av r

* Hvis de skal veere like overalt, ma
begge sider veere en konstant — kall
den konstanten —Ap/L

—Her er L en lengde langs rgret med
trykkfall Ap > 0

I

Yo
1}

—

e



dp 1d/ dvs

ds FE(TW)

* Hvis hgyre side skal veere lik venstre
side, ma begge sider veere en konstant

— kall den konstanten —Ap/L

1d(dvs)_ Ap
H rdr L

d ( de) . Ap | fﬁ W
ar\"dr)~ "L’ |
* Integrer farst én gang mhp. r: A

e

I




lagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

* Integrer farst én gang mhp. r:

dvq Ap
T'E— _Z_'HLT +C1

 Kan skrives

—

dr 2uL T
’ . | K sreamW1se)
* Integrer en gang til mhp. r: fﬁ s (streamWiE),.

. _—
Vg = _ P 2 +ciInr +c,

4ul

=



Hagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

* Integrert to ganger mhp. r:

Ap
Vg = —mrz +ciInr +c,

» Grensebetingelse 1: Hastigheten |
sentrum (r = 0) blir (negativ) uendelig

med mindre ¢; = 0, altsd méa ¢; = 0 og ¥ fh S (reamiE)
vi far i

2
vg=——12+¢C =

I




Hagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

‘MedC1=0

__f%p ,
Vg = 4qu + Co
« Grensebetingelse 2: Hastigheten ved
rgrveggen (r = ry) ma tilfredsstille

heftbetingelsen, dvs. v,(ry) = 0. Det gir —

— .
Ap rﬂ T
Cr = ——T

» Hastighetsfordelingen blir dermed ( —

e

Ap
Us = m (7,.02 —1?)



Hagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

« Hastighetsfordelingen blir

Ap
Vs = m (T,OZ —1?%)

» Maks hastighet v, i ¥ = 0 blir
_ Aprg . _ ApLvmax
Umax = 4‘.11L — 4Ap = TOZ
* Ved a integrere hastighetsprofilet finner
vi at VUmax = vaiddel = 2[7 Vi far

_ 8uLV

A
p 72

I

Yo
1}

—

e



* Vi har

« Skrevet pa hgydeform, far vi

_Ap  8ulV  32uLV

h —
f y erZ yD 2

e Altsa har vi samme resultat som i

forelesning 14

lagen-Poiseuille-stramning fra Navier-Stokes

—

Yo
i

—

=



Agenda

* Intro til CFD med demonstrasjon




CFD = Computational Fluid Dynamics

« Ganske mange praktiske problemer i
fluidmekanikk kan lgses med
handregning

» Krever som regel at
akselerasjonsleddene er null slik at
Navier-Stokes likninghene blir linezere

* Mer kompliserte (ulinezere) problemer
ma lgses med eksperimenter eller CFD

* Hvis man er interessert i detaljene i
stramningsmgnsteret og geometrien er
komplisert > CFD

PDE = Partielle differensial-
likninger (MATH250)

- ;:{ / (@120D)

Information (details)

Cost (time and resources)

For inkompressibel stramning av Newtonske
fluider snakker vi om Navier-Stokes likninger




CFD

* CFD innebaerer

—Dele opp kontinuerlig rom og tid i
diskrete biter (diskretisering,
gridding, meshing)

— Skrive de partielle differensial-
likningene pa tilneermet algebraisk
form for diskretisert rom/tid

—Lase de tilnaermede likningene pa
datamaskin

0.5

=05

=05

0.5



Turbulens og CFD

* | prinsippet kan Navier-Stokes og CFD
beskrive turbulens i detalj (DNS —
Direct Numerical Simulations)

* | praksis er det beregningsmessig for
tungt for starre stremningsomrader

» | stedet bruker man tilnaermede
turbulensmodeller

—k — e med RANS (Reynolds-
averaged Navier-Stokes)

—LES = Large Eddy Simulation
— Qg flere...

TABLE 16.3 Predicted Drag for Cyclists from Defraeye et al. (17)

Cyclist Position | Turbulence | ACp Comparison with

(Fig. 16.22) Model (m?) Experiment (%)?
Upright RANS 0.219 13
LES 0.219 13
Dropped RANS 0.179 7
LES 0.172 3
Time trial RANS 0.150 12
LES 0.142 6

“The comparison with the experiment is calculated using this formula:

(ACp predicted from CFD) — (ACp measured from experiment)

(ACp measured from experiment)



CFD

 Ulike lgsningsalgoritmer
—Finite difference (lett a forsta)

—Finite element (fleksibel, teoretisk
vanskeligere)

— Finite volume (mest brukt for CFD)

« Kommersielle og ikke-kommersielle
programpakker tilgjengelig (eks.
ANSYS, OpenFoam)

0.5

=05

=05

0.5
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