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Kortfattet løsningsforslag / fasit
Konteeksamen i FYS-MEK 1110 - Mekanikk 

/ FYS-MEF 1110 - Mekanikk for MEF
Eksamensdag torsdag 12. august 2004

1. Forståelsesspørsmål
a)  Et glass man mister vil lettere knuses mot et murgulv enn mot et tregulv. Forklar.

I forklaringen bør det inngå at elastisiteten er større for tre enn for murgulv, noe som gjør at 
glasset får en mindre retardasjon ved oppbremsingen når det treffer tre enn mur. Det betyr 
igjen at kraften som virker på glasset vil være mindre i støt”øyeblikket” når glasset treffer tre-
gulvet sammenliknet med murgulvet. Et tilleggsargument som muligens kan komme til er at 
tregulvet vanligvis har mindre masse pr flate enn murgulvet, noe som igjen bidrar (i tillegg til 
forskjellig elastisitet) til at glasset bremses ned saktere mot tregulvet enn mot murgulvet.

b) En snurrebass preseserer sakte (stiplet elliptisk linje, se figur) om en 
vertikal akse i tillegg til at den snurrer raskt rundt om sin egen rotasjons-
akse. Forklar først hvorfor presesjonsbevegelsen oppstår. Fortell dernest 
hvilken vei preseseringen vil gå i figuren til høyre. 

Her henviser vi til kapittel 10.7 i læreboka. Vi forventer at alle relevante 
vektorer tegnes inn i en skisse og at man bruker spinnsatsen for å få fram 
at endring i spinn alltid ligger tangentielt til den stiplede ellipsen i figu-
ren. Preseseringen vil i vårt tilfelle gå samme vei som rotasjonen om egen 
akse, dvs mot klokka dersom vi ser snurrebassen ovenfra.

c) Dersom man kaster en ball rett oppover og ikke kan se bort fra luftmotstanden, vil ballen da 
bruke samme tid på en bestemt veistrekning på vei oppover som på vei nedover? I fall den ikke 
bruker samme tid på den bestemte veistrekningen, bruker den da lengst tid på vei opp eller på 
vei ned? Begrunn svaret.

På vei opp virker tyngden og luftmotstanden samme retning slik at retardasjonen blir større enn 
om luftmotstanden ikke var til stede. På vei ned virker tyngde og luftmotstand motsatt retning, 
og akselerasjonen blir mindre enn om luftmotstanden ikke var der. Siden vi har ulik absolutt 
verdi for akselerasjonen opp og ned, og veilengden er den samme, og toppunktet med null has-
tighet er felles for begge løp, vil tiden bli forskjellig opp og ned. Tiden blir lengst der aksele-
rasjonen er minst i tallverdi, dvs på vei ned.
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d) En mann fraktet en lang, tung bjelke over et vann ved å 
legge den på tvers over en liten båt (se figur) som ble trukket av 
en litt større båt. Underveis svingte den lille båten med bjelken 
svært mye fra side til side. Forklar kvalitativt hvordan en slik 
svingning vil vedvare dersom den først har startet. Hvordan 
kunne man innrettet seg for å få mindre svingninger?

Tre forhold er ansvarlig for den svingete bevegelsen: For det 
første forsøker båten å gå rett fram i forhold til skroget når den 
glir gjennom vannet. For det andre vil det store treghetsmomen-
tet til bjelken gjøre at båten vil fortsette å snurre horisontalt 
omkring en tenkt akse midt i båten dersom bjelken først er gitt 
en rotasjon om denne aksen. For det tredje endres rotasjonen 
ifølge spinnsatsen om den vertikale aksen vi kan tenke oss midt 
i båten når slepetauets retning ikke går gjennom aksen (dvs sle-
petauet har en vinkel i forhold til båtens vertikale lengdeplan). 
Et viktig poeng er at den lille båten med bjelken på ikke får et stort nok kraftmoment for å dra 
seg inn mot midtlinjen før det er for sent. Da har båten allerede passert midtlinjen. Dette skyl-
des at kraftmomentet som forsøker å rette opp båtbevegelsen er lite (i forhold til treghetsmo-
mentet) fordi båten er så kort at “armen” blir liten.

En måte å redusere oscilleringen er å øke kraftmomentet som forsøker å rette opp båten. Det 
kan gjøres ved å øke effektiv arm, f.eks. ved å feste slepetauet mye lenger vekk fra den tenkte 
vertikale aksen i båtens sentrum. En effektiv måte ville være å bruke to slepetau og feste dem 
ytterst på hver sin side av bjelken. 

e) På glatt føre hender det at erfarne bilsjåfører bremser med håndbrekket i stedet for den van-
lige fotbremsen. Forklar. (Hint: Fotbremsen virker omtrent likt på alle hjul, men ofte mest på 
forhjulene. Håndbremsen virker ofte bare på bakhjulene.)

Dersom man har bilens tyngdepunkt bak det punktet der bremseeffekten er størst (som ved 
bruk av vanlig fotbremse), kan man risikere at bilen snurrer rundt i horisontalplanet. Ligger 
ikke effektivt bremse”punkt” nøyaktig på linje med retningen massesenteret beveger seg i, vil 
man få et kraftmoment som vil forsøke å dreie bilen, og effekten blir bare værre og værre etter 
som rotasjonen utvikler seg (inntil den har snurret minst 90 grader rundt). Vi kan altså si at 
nedbremsingen er ustabil.

Dersom vi bremser bare gjennom bakhjulene (bruker håndbrekket), vil eventuelt kraftmoment 
som oppstår pga ulik bremsing på de to hjul, bare føre til at bilen dreier seg minimalt og mot en 
stabil tilstand. Kraftmomentet vil avta etter som bevegelsen skrider fram, og bilen vil ikke 
snurre rundt. Derimot er bremseeffekten liten når man bruker håndbrekket, men det kan faktisk 
også være en viss fordel dersom det er meget glatt.

Det kan være naturlig å tegne en skisse for å vise hvordan bremsekraften er plassert i forhold 
til massesenteret for å få fram hvorfor de to tilfellene blir så forskjellige som de blir.

Tung bjelke

Liten
båt

Slepetau
festet her

Slepebåtens bane

Banen
til
liten båt
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f1) (Ikke for FYS-MEF1110-studentene) Sola trekker på vår måne med omtrent dobbelt så stor 
kraft som jorda trekker på månen. Hvorfor trekker da ikke sola månen vår vekk fra jorda?

Sola trekker både på vår måne og på jorda selv. Faktisk kan man si at månen og jorda begge er 
i fritt fall mot sola og vi faller derfor omtrent likt. Men på grunn av hastigheten på tvers av 
radiusvektor mot sola, får vi en ellipseformet bane omkring sola i stedet for at vi faller direkte 
inn mot den. 

I denne felles fallbevegelsen spiller så gravitasjonen mellom jord og måne sitt eget skuespill, 
og fører til at månen går rundt jorda (eller rettere sagt at måne og jord roterer omkring et felles 
tyngdepunkt).

f2) (Kun for FYS-MEF-studentene) Figuren til høyre viser 
et nokså typisk spenning-lengdetøyningsdiagram. Fortell 
kort om de ulike detaljene i kurven.

Her henviser jeg til figur 11.17 i læreboka og til “Summary” 
i slutten av kapittel 11. Essentielt er å få med seg elastisk 
område og plastisk område og si litt om disse, og stedet der 
brudd inntreffer.

g) Hvilke størrelser må man kjenne for å angi “en hen-
delse” (eng.: event) i relativitetsteorien? Hvilke krav må 
innfris for at man skal kunne måle egentid (eng.: proper time) og egenlengde (eng.: proper 
length)? 

En hendelse er karakterisert med å samtidig angi posisjon i rommet og tiden (på dette stedet) 
da hendelsen inntreffer.

Egentid kan måles ved å se på tidsdifferansen mellom to hendelser dersom de skjer på samme 
sted i det referansesystemet vi foretar målingene i.

Egenlengde av en gjenstand måles ved å se på den romlige differansen (avstanden) mellom 
endepunktene i et system hvor gjenstanden ligger i ro.

Oppgave 2
En 45.0 kg kvinne reiser seg opp i sin 60.0 
kg tunge kano med lengde 5.00 m. Hun går 
deretter fra sin startposisjon 1.00 m fra 
kanoens ene ende til 1.00 m fra kanoens 
andre ende (se figur). Dersom du ignorerer 
friksjonen til kanoen i vannet, hvor langt vil 
kanoen ha beveget seg mens kvinnen byttet 
plass? Fortell som vanlig hvilke prinsipper 
du bruker ved utregningene.
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Dersom det ikke er nevneverdig friksjon i vannet, vil systemet kvinne + kano ikke bli påvirket 
av noe netto ytre kraft når kvinnen skifter posisjon i kanoen. Da skal massemiddelpunktet for-
bli i ro ifølge Newtons lover. 

Massemiddelpunktet før kvinnen beveger seg (relativt til midt i kanoen) er gitt ved:

På grunn av symmetri i start og sluttilstand, vil massesenteret forflyttes like mye fra den ene 
siden av midtpunktet på kanoen, dvs at massesenteret vil i forhold til kanoen forflytte seg 2 x 
0.643 m = 1.29 m. Siden massesenteret skal ligge i ro i forhold til omverdenen (vannet), betyr 
det at kanoen selv må forlytte seg 1.29 m idet kvinnen skifter plass.

Oppgave 3
To identiske klosser med samme masse m slippes fra å være i 
ro i en glatt halvsirkelformet bolle med radius R. Utgangspo-
sisjonene er som vist i figuren til høyre. Ignorer friskjon mel-
lom klossene og underlaget. Anta at klossene blir sittende fast 
i hverandre etter sammenstøtet. Hvor høyt opp fra bunnen vil 
klossene bevege seg etter kollisjonen?

La v være farten til klossen som slippes fra bollekanten idet den treffer klossen som lå i ro i 
bunnen. La begge klossene ha massen m. Energikonservering på den første klossen (ingen frik-

sjon) gir da: . Herav: .

Dette er farten til den ene klossen når kollisjonen skjer. Etter kollisjonen blir de to klossene 
sittende sammen. De får da en felles fart v’ like etter kollisjonen. Hastighetene antas å ligge 
tilnærmet langs en og samme linje like før og like etter kollisjonen. I kollisjonen bevares beve-
gelsesmengden, men ikke energien. Bevaring av bevegelsesmengde gir: . Følgelig 

må: .

Etter støtet vil klossene skli oppover bolleveggen på motsatt side, uten tap av energi (frisjo-
nene er lik null). Klossene vil til slutt stoppe opp når opprinnelig kinetisk energi er gått over til 
ren potensiell energi i tyngdefelte (i en høyde h over bunnpunktet). Dette gir:

Herav følger med minimal regning: h = R/4.

Dette resultatet virker riktig siden vi fra erfaring vet at halvparten av energien forsvinner når 
vi har et fullstendig uelastisk støt mellom to like tunge legemer. Hadde energien vært 100 % 
bevart, ville vi nemlig forventet at høyden hadde blitt R/2 (middelverdien av starthøydene).

d
m1r1 m2r2+

m1 m2+------------------------------ 45 1.5⋅ 60 0⋅+
45 60+------------------------------------- 0.643 m= = =

1
2---mv2 mgR= v 2gR=

mv 2mv′=

v′ gR 2⁄=

1
2--- 2m( )v′2 2m( )gh=
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Oppgave 4
Dersom man legger en bok for langt ut på kanten av et bord, 
vipper den og faller ned, - det vet alle. Men hvor raskt vil 
boka falle? Det er tema for denne oppgaven. 

Anta at boka ligger med to endeflater parallellt med bord-
kanten og at boka stikker en lengde x av en total lengde L ut 
over bordkanten. Treghetsmomentet er I omkring en tenkt 
akse midt langs den ene endeflaten (markert med skrå pil til venstre i figuren).

a) Hva må til for at boka skal falle ned? Knytt svaret til relevante grunnleggende fysiske lover.

Vi har Newtons lover og den den derav avledede spinnsatsen som kan si noe om hva som må 
til. Enklest er å ta tak i spinnsatsen her. Boka vil dreie seg om bordkanten og falle ned såfremt 
at det er et netto kraftmoment som virker på boka om denne aksen. Jorda trekker på boka gjen-
nom gravitasjonen, og vi kan tenke oss at denne kraften (tyngden) virker gjennom massesente-
ret til boka (midt i). I tillegg virker det krefter fra bordet på boka. Disse kreftene er mer eller 
mindre fordelt over hele kontaktflata, men dersom vi skyver boka lenger og lenger ut over kan-
ten, vil kraften fra bordet på boka i større og større grad virke mest gjennom bordkanten (en 
linje langs kanten). 

Så lenge boka ligger med tyngdepunktet innenfor bordkanten, vil vi kunne oppnå at kraftmo-
mentet omkring bordkanten er lik null fordi kreftene fra bordet kan virke både til venstre og 
høyre for tyngdepunktet (sett som i figuren). Men dersom vi skyver tyngdepunktet utenfor 
bordkanten, kan kreftene fra bordet på boka aldri matche opp kraftmomentet fra tyngden om 
bordkanten. Begge krefter vil da gi kraftmoment som virker i samme retning, og da vil boka 
ifølge spinnsatsen dreie seg, dvs falle ned.

b) Hvor stor er den initielle vinkelakselerasjonen α når boka slippes fra en posisjon som vist 
på figuren?

Den initielle vinkelakselerasjonen α kan nå lett finnes ut fra spinnsatsen. Det er to krefter som 
virker på boka, tyngden og kraften fra bordet mot boka. Men den sistnevnte kraften har ikke 
noe kraftmoment om bordkanten siden den faktisk virker gjennom denne kanten (armen er lik 
null). Følgelig får vi da (bokas masse betegnes med m, treghetsmomentet omkring bordkanten 
(!!!) betegnes med I’, og kraftmomentet betegnes τ):

 , dvs 

I oppgaveteksten står det at treghetsmomentet omkring en akse langs midt på den ene endefla-
ten er I. Et hovedpoeng med denne deloppgaven er da å kunne regne seg fram til treghetsmo-
mentet omkring bordkanten. Vi kan bruke parallellakseteoremet, men da må vi bruke den to 
ganger etter hverandre siden vi i utgangspunktet ikke kjenner treghetsmomentet om massesen-
teret, ICM , og det er dette som inngår i parallellakseteoremet.

L

d
x

τ I′α=

mg x L
2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ I′α= α mg
I′

------- x L
2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞=
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Vi kan finne ICM ved å først bruke parallellakseteoremet “baklengs”:

, herav 

Vi kan så bruke parallellakseteoremet forlengs for å finne treghetsmomentet omkring bordkan-
ten, I’. Alle de involverte aksene er parallelle, så det lager i det minste ingen problemer. Vi får 
(vha Pythagoras):

Da følger fra forrige side:

Det er viktig å poengtere at dette uttrykket bare gjelder for tilfellet at L > x > L/2, dvs at boka 
ligger med tyngdepunktet utenfor bordkanten, men likevel med litt av boka på bordet.

c) Det finnes en bestemt x-verdi som gir en maksimal initiell vinkelakselerasjon. Bestem denne 
x-verdien for det tilfellet at man kan ignorere bokas tykkelse d i forhold til de andre dimensjo-

nene som inngår, og at treghetsmomentet I nevnt ovenfor er lik .

Vi kan finne den maksimale initielle vinkelakselerasjonen ved å derivere uttrykket ovenfor. 
Heldigvis kan vi gjøre noen forenklinger først. Bokas tykkelse ser vi bort fra, dvs vi kan sløyfe 
leddet som inneholder tykkelsen d. Videre er treghetsmomentet om enden oppgitt (som det vir-
kelig er for en plan tynn flate omkring en akse langs ene kanten). Følgelig får vi:

Dette uttrykket kan vi derivere med hensyn på x (for å finne x-verdien som gir maksimal initi-
ell vinkelakselerasjon):

I ICM m L
2---⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

+= ICM I m L
2---⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

–=

I′ ICM mr2+ ICM m x L
2---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2 d
2---⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

+⎝ ⎠
⎛ ⎞+ I m L

2---⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

– m x L
2---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2 d
2---⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

+⎝ ⎠
⎛ ⎞+= = =

I′ I mx2 m– Lx md2

4-----++=

α mg
I′

------- x L
2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞
mg x L

2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞

I mx2 m– Lx md2

4
-----++

------------------------------------------------- g
x L

2---–

I
m
---- x2 Lx– d2

4
-----++

--------------------------------------⋅= = =

1
3---mL2

α g
x L

2
---–

1
3
---mL2

m-------------- x2 Lx–+

-----------------------------------⋅ g
x L

2
---–

x2 Lx– 1
3
---L2+

---------------------------------⋅= =



Side 7

Løsningsforslag  t i l  eksamen FYS-MEK 1110 m.f l .  12 .  august 2004

Den initielle vinkelakselerasjonen har et ekstremalpunkt når den deriverte er null, dvs at telle-
ren i uttrykket ovenfor er lik null. Følgelig:

Denne annengradslikningen har følgende løsninger:

Bare den første av disse alternativene er gyldige, siden vi i utgangspunktet har sagt at analysen 
bare er gyldig for L > x > L/2.

Man kan lure på om denne x-verdien svarer til en maksimal eller en minimalverdi for den initi-
elle vinkelakselerasjonen. Man kan derivere en gang til eller sjekke fortegn på dα/dx og man 
vil da finne at vi virkelig har et maksimum. Det går også fram av neste delspørsmål.

d) Forsøk å forklare kvalitativt ut fra sentrale fysiske lover hvorfor den initielle vinkelaksele-
rasjonen må ha et maksimum for vårt system.

Det er to forhold som spiller inn på den initielle vinkelakselerasjonen. Jo større kraftmoment, 
desto raskere vill rotasjonen gå. Men samtidig: Jo større treghetsmoment, desto saktere vil 
rotasjonen gå. Når vi trekker boka lenger og lenger ut over bordkanten, øker kraftmomentet, 
men samtidig øker treghetsmomentet. Disse forholdene virker hver sin vei, men opphever ikke 
hverandre fordi kraftmomentet øker lineært med x (eller x-L/2), mens økningen i treghetsmo-
mentet er kvadratisk ifølge parallellakseteoremet. Den kvadratiske delen vil vinne over den 
lineære etter en stund, og det betyr at den initielle vinkelakselerasjonen faktisk vil avta etter 
hvert som x øker.

Jeg moret meg med å lage en graf som viser den initielle vinkelakselerasonen som funksjon av 
x (ut fra likningene gitt forrige side), og de viser et pent forløp som forventet. Kan være ok å 
gjøre for deg også?

xd
dα g

x2 Lx– 1
3
---L2 x L

2
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2x L–( )⋅–+

x2 Lx– 1
3---L2+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2---------------------------------------------------------------------------------⋅ g
x2– Lx 1

6---L2–+

x2 Lx– 1
3---L2+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2-----------------------------------------⋅= =

x2– Lx 1
6
---L2–+ 0=

x 1
2---

1
6--- 3±⎝ ⎠

⎛ ⎞ L⋅ 0.789 L  eller  0.211 L≈=
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Oppgave 5
Du forsøker å trille et hjul med radius R og masse m opp en for-
tauskant med høyde h (se figur). Du anvender en horisontal kraft 
F. Hva er minste verdien kraften F kan ha for å få hjulet opp på 
fortauet dersom ...

a) ... kraften virker gjennnom senteret av hjulet?

Den essentielle tankegangen som er god å bruke i denne type 
oppgaver, er basert på statikk. Et av kravene for at en gjenstand skal være i ro, er at sum av alle 
krefter er lik null, OG at sum av alle kraftmoment om hvilken som helst akse skal være lik null.

I vårt tilfelle må vi trekke inn et poeng til for å kunne løse oppgaven, nemlig at når vi trekker 
mer og mer i hjulets akse, som vist på figuren, vil mindre og mindre kraft virke fra gatelegemet 
(laveste nivå) på hjulet. Akkurat idet vi får hjulet til å vippe litt oppover på fortauskanten, er 
kraften fra gatelegemet lik null. I det tilfellet virker bare tre krefter på hjulet: Kraften F gjen-
nom hjulets akse, gravitasjonen gjennom hjulets akse og kraften fra fortauskanten på hjulets 
periferi. Dersom vi skal bruke spinnsatsen for dette tilfellet, er det lurt å anvende den omkring 
fortauskanten, for da får kraften som virker her null arm, og bidrar derfor ikke til kraftmoment-
regnskapet. 

Akkurat idet hjulet er i ferd med å lette fra gatelege-
met, gir da spinnsatsen følgende relasjon når vi tar 
hensyn til at krefter og armer står vinkelrett på hveran-
dre og avstandene er gitt som vist i figuren til høyre:

herav:

b) ... kraften virker gjennom toppen av hjulet.

I dette tilfellet blir utregningen og tankegangen nesten identisk med punkt a), men armen som 
kraften F virker gjennom blir nå 2R-h i stedet for R-h. Kraften F behøver derfor ikke være så 
stor i dette tilfellet som i det forgående, nemlig “bare”: 

Sjekk at uttrykkene du kommer fram til synes korrekte for valgte spesialtilfeller.

Egnede spesialtilfeller: h=0 gir F=0, ok. h=R gir i del a) F uendelig stor. Det er også ok, siden 
vi da ikke får noe kraftmoment omkring fortauskanten uansett hvor stor kraft vi bruker. 

(Bør også gi kommentar om at bevegelsen vil øke på når den først er kommet i gang...)

h

R-h R

R -(R-h)2 2

mg

F

τ 0 mg R2 R h–( )2– F R h–( )–= =

F mg 2Rh h2–
R h–----------------------------------=

F mg 2Rh h2–
2R h–

----------------------------------=


