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Kortfattet løsningsforslag / fasit
Konteeksamen i FYS-MEK 1110 - Mekanikk /

FYS-MEF 1110 - Mekanikk for MEF / FY-ME 100
Eksamensdag torsdag 18. august 2005

(Versjon 19. august kl 0840. En feil i løsningen av oppgave 2 er rettet opp 
i dag etter tips fra HCH. Kan fortsatt lett inneholde feil!)

1. Forståelsesspørsmål
a) Gjør rede for hvilke ytre krefter som virker på en bil som kjører oppover en bakke med kon-
stant hastighet. Angi både angrepspunkt og retning til de aktuelle kreftene.

Bilen blir påvirket av følgende ytre krefter (se figur): 1: Gra-
vitasjon. Angrepspunktet er ethvert massepunkt i bilen, men vi 
kan for mange formål anse angrepspunktet som massesenteret, 
forutsatt at gravitasjonskraften er isotrop over hele bilen. Ret-
ningen er loddrett nedover. 2: “Normalkraften” fra bakken, 
virker på hjulene som er i kontakt med bakken. Retning nor-
malt og vekk fra underlaget. 3: Friksjonskraften fra bakken, 
angrepspunkt på alle hjul som motoren er koblet til (i figuren 
antar vi at det er forhjulstrekk). Retning er forover. Dette er 
friksjonskraften hvor motoren overfører sin kraft til verden 
utenfor selve bilen, og det er denne kraften som gir bilen drivkraft for å holde konstant fart 
oppover bakken. 4: Vi har også friksjonskraft som forsøker å motvirke bevegelsen, f.eks. luft-
motstand, rullemotstand mellom hjul og veidekke m.m. Denne friksjonskraften er rettet bak-
over, men ikke nødvendigvis nøyaktig parallellt med bakken. Angrepspunkt er hele bilens 
overflate (for luftmotstanden) og dekkene (for rullefriksjonen). Bare en pil 4 er tegnet inn.

Siden bilen går med konstant hastighet, må vektorsummen av alle disse ytre kreftene til-
sammen bli lik null. Vi dekomponerer ofte kreftene i to retninger, langs bakken og vinkelrett 
på bakken. Da må også summen av alle komponentene i hver av disse to retningene være lik 
null. 

Det kan være vel så korrekt å slå sammen kreftene 2 og 3 siden disse totalt sett gir kontaktkraf-
ten som virker fra underlaget mot hjulene på bilen. Det er likevel mest tradisjon for å dele opp 
denne kontaktkraften i to deler slik som gjort ovenfor.

b) Gjør også på tilsvarende måte rede for hvilke ytre krefter som virker på systemet 
(jord+måne).

For systemet (Jord+Måne) er den eneste ytre kraften stort sett gravitasjonen fra Sola. Det er 
også gravitasjonskraft fra de øvrige planeter og måner og fjernere himmellegemer, men disse 
kreftene blir langt mindre enn den fra Sola. Angrepspunkt er alle massepunkter i Jord+Måne, 
men vi kan tenke oss at angrepspunktet er massemiddelpunktet. Retning er fra massemiddel-
punktet for systemet (=Jord+Måne) og mot massemiddelpunktet for Sola.
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c) Når en bil bremser, vil normalkraften på forhjulene fra underlaget være større enn vanlig. 
Forklar hvorfor, og prøv å angi en realistisk vurdering av hvor stor effekten er.

Når vi bremser vil friksjonskraften mellom dekk og bakke gi en 
netto kraft på bilen i horisontal retning. Men angrepspunktet er 
nederst på dekkene, og denne kraften får et dreiemoment som forsø-
ker å dreie bilen slik at fronten av bilen dukker nedover og baken-
den opp. Dersom dette dreiemomentet ikke blir kompensert av et 
annet dreiemoment som virker i motsatt retning, ville bilen faktisk 
rulle helt rundt som en ball. Det skjer ikke fordi kraftparet som 
kommer fra normalkraften fra underlaget mot dekkene endrer seg 
slik at normalkraften på framdekkene blir betydelig større enn bak 
(se figur). Gravitasjonskraften går gjennom massesenteret (CM på 
figuren), og vil ikke ha noe kraftmoment som kan gi rotasjon.

La oss forsøke å vurdere hvor stor effekten er. Friksjonskraften som jeg vil kalle F1 ut fra num-
mereringen på figuren, har en arm lik b, mens normalkreftene fra underlaget har krefter F2 og 
F3 med arm a (har for enkelhets skyld antatt at massesenteret ligger midt mellom hjulene). 
Bilen dreier litt ved nedbremsing, men stort sett dreier den ikke. Derfor må kraftmomentene 
ifølge spinnsatsen totalt være omtrent lik null. Herav:

Videre har vi ut fra Newtons 2. lov i to ulike retninger:

 og

der jeg har kalt bilens akselerasjon (retardasjon, nedbremsing) for r og masse m.

Jeg innfører nå en ∆F som er den ekstra kraften som virker på forhjulene under nedbremsing 
(og lik reduksjonen i kraften som virker på bakhjulene). Jeg dividerer også den første likningen 
med armen a, og får:

Som en litt videre kommentar som selvfølgelig ikke forventes til eksamen, kan vi her nevne at 
bremsing på flat vei med gode sommerdekk på tørr asfalt, er temmelig effektiv. Bremselengden 
er om lag 23-24 meter dersom vi bremser maksimalt fra 80 km/t. Det tilsvarer en retardasjon på 

ca 10.5 m/s2 eller grovt sett lik g. Normalt er vel avstanden mellom hjulene en del større enn to 
ganger høyden til massesenteret over bakken, slik at forholdet b/a vil være lavere en 1. Men 
for en av de berømte (beryktede) nye bybilene, som jo er svært korte, var dette ikke helt til-
felle. Og hva skjedde da? Jo, ∆F ble da ifølge formelen ovenfor litt større enn mg/2, og bilen 
tippet rundt ved kraftig nedbremsing! Pinlig for fabrikanten!
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d) I kollisjoner skiller vi mellom elastiske og uelastiske støt, rette og skrå støt, samt sentrale 
og ikke-sentrale støt. Gjør kort rede for klassifiseringene og hva de innebærer. Hvor mange 
variable vi må kjenne til i hver enkel situasjon for å løse et støtproblem entydig. (Ta utgangs-
punkt i antall lovmessigheter vi har tilgjengelig.)

Elastisk støt er et hvor kinetisk energi er bevart, ved uelastisk støt er ikke kinetisk energi 
bevart. Rette støt er slike der hastighetene til de to gjenstandene som kolliderer har samme ret-
ning (eller motsatt retning) slik at støtproblemet blir endimensjonalt. Dette er ikke til felle i et 
skrått støt. Sentralt støt er et støt hvor de momentane kreftene som virker mellom legemene i 
støtet, ikke har noe kraftarm relativt til massesenteret til hver enkel del. Et sentralt støt vil der-
for ikke i seg selv kunne gi noe ekstra rotasjon til de legemene som er innvolvert.

Med hensyn på antall parametre er det alt i alt åtte ulike kombinasjoner av de tre klassifiserin-
gene angitt ovenfor, og vi vil ikke gi utdypende svar for alle disse. De viktigste variantene vi 
har med å gjøre er sentrale støt slik at vi først og fremst konsentrerer oss om bevaring av beve-
gelsesmengde (alltid tilfredsstilt, garanter gjennom Newtons 3. lov) og eventuelt bevaring av 
energi ved elastisk støt. For rette støt er det følgende variable: Masser og fart før og etter. 
Totalt er dette seks parametre. Vi har egentlig ikke bruk for absoluttverdien av massene, bare 
deres relative verdi. Av den grunn er det effektivt bare fem variable. For et elastisk rett støt, 
har vi effektivt bare to likninger: Bevaring av bevegelsesmengde (i en dimensjon) og bevaring 
av kinetisk energi. Vi må da kjenne tre variable for å finne de to siste. For et uelastisk rett støt, 
har vi bare en likning å støtte oss til (bevegelsesmengde). Vi må derfor kjenne fire variale for å 
kunne finne den femte. For et såkalt “fullstendig uelastisk” rett støt vil de to delene henge 
sammen etter støtet, og får derfor samme hastighet. I slike problem er det bare fire effektive 
variable. Kjenner vi da tre av disse, kan den siste bestemmes.

For skrå, sentrale støt, vil problemet effektivt sett bli to-dimensjonalt (alle hastighetene vil bli 
liggende i et plan). Da vil vi måtte spesifisere to komponenter av alle hastigheter. Problemet 
får da åtte variable, men effektivt syv siden bare forholdstallet mellom massene inngår. Til 
gjengjeld får vi nå tre likninger å støtte oss til, nemlig bevaring av kinetisk energi (for elastisk 
støt), og bevaring av bevegelsesmengde i to perpendikulære retninger. 

For ikke-sentrale støt vil rotasjonen til de to legemene inngå, og problemet blir generelt sett 
langt mer komplekst. Vi kan riktignok nå også trekke inn spinnsatsen, men bare i svært foren-
klede situasjoner er det mulig å løse disse problemene innenfor rammen av vårt kurs i alle fall. 
(I slike tilfeller har vi ofte å gjøre med faste akser, eller i det minste fast retning på akser, men 
da er ikke systemet isolert lenger, og bevaring av bevegelsesmengde gjelder ikke lenger).

e) Hva menes med en konservativ kraft?

En konservativ kraft er en kraft som utfører samme arbeid på et legeme uansett hvilken vei 
legemet forflyttes mellom to punkter.

f) Dersom samtidighet ikke er et absolutt begrep, betyr det at vi må gi opp begrepet kausalitet? 
Dersom hendelse A medfører hendelse B, må A skje først. Er det mulig at det i noen referanse-
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system ser ut som at A medfører B mens det i andre system ser ut som om B medfører A? For-
klar.

Dersom en hendelse A medfører en hendelse B, betyr det at det må være et eller annet fysisk 
kobling mellom disse, og en fysisk påvirkning kan bare skje med hastigheter mindre eller lik 
lysets hastighet. Det kan vises ved hjelp av Lorentz-transformasjonene at alle hendelser av 
denne typen vil i alle referansesystem ha samme rekkefølge på hendelsene. Med andre ord, 
kausalitet kan beholdes selv etter at relativitetsteorien er innført.

På den annen side kan det nevnes at det er mulig å konstruere to hendelser som ikke har noe 
fysisk med hverandre å gjøre, hvor vi kan finne en annen rekkefølge i ett referansesystem sam-
menliknet med et annet. Lorentz koordinat-transformasjonene sier bl.a.:

 hvor symbolene har sin vanlig betydning.

Dersom vi f.eks. velger referansesystemer og to hendelser A og B slik at hendelse A skje ved 
tiden t=t’=0 og x’=x=0 i begge referansesystemer, vil vi kunne oppnå at tiden for B vil kunne 

ha ulikt fortegn i de to systemene dersom , dvs at . Vi vet at c/u>1, føl-

gelig må også . Det vil si at hendelse B i det umerkede systemet ligger lenger unna origo 
(der hendelse A fant sted) enn det vi kan nå ved hjelp av lysets hastighet. Det betyr at hendel-
sene A og B i dette tilfellet ikke kan ha noe fysisk med hverandre å gjøre.

Oppgave 2
a) Finn størrelsen og retning av Corioliskraften som “virker” på en 1200 kg tung bil som 

kjører rett nordover (mellom Oslo og Gardermoen) med hastigheten 100 km/t. Oslo ligger 
omtrent på den 60-ende breddegrad.

Corioliskraften er gitt ved uttrykket  der m er massen, ω er vinkelhastigheten 
til det roterende referansesystemet i forhold til et inertialsystem, og v er hastigheten målt i det 
roterende systemet. Bilen har en hastighet som er rettet “nordover” langs jordoverflaten. Bare 

den komponenten av denne hastigheten som er normalt på  vil bidra til Corioliskraften. Det 
er hastighetskomponenten radielt inn mot jordaksen. Denne hastigheten har en størrelse:

Jordas vinkelhastighet (regnet på enklest måte) er:

Herav får vi størrelsen på Corioliskraften:

t ′ t ux c2⁄–

1 u2 c2⁄–
---------------------------=

t ux c2⁄– 0< x c
u--- tc⋅>

x ct>

Fc 2mω v×–=

ω

100
3.6
--------- m/s 60osin⋅ 24.06 m/s=

2π 60 60 24⋅ ⋅( )⁄( )  s 1– 7.27 10 5–   s 1–⋅=

Fc 2 1200 kg 7.27 10 5–   s 1– 24.06 m/s⋅ ⋅⋅ ⋅ 4.20  N= =
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Dette tilsvarer vekten av litt mindre enn et halvt kilo. Denne kraften er vinkelrett på planet som 
er spent ut av jordaksen og hastigheten til bilen, og minustegn og høyrehåndsregel for kryss-
produkt tilsier at kraften er rettet direkte østover.

Oppgave 3
Et lite legeme med masse m beveger seg friksjonsfritt på en horisontal flate. Legemet er festet 
til en tynn tråd som går gjennom et hull i flaten. Ved å trekke i enden av tråden kan vi variere 
avstanden fra hullet til legemet. Til å begynne med går legemet i en sirkulær bane med radius 
r0 og fart v0. Ved å trekke i tråden får vi legemet over i en sirkulær bane med radius r1 < r0. 

a) Finn farten i den nye sirkelbanen.

Legemet har en sirkelbevegelse omkring hullet, som fungerer som en slags akse. Når vi trekker 
i snora, vil kraften ikke ha noe kraftmoment omkring aksen, siden “armen” er lik null. Følgelig 

vil spinnet omkring hullet forbli uendret. Spinnet er definert som , og posisjonen (rel 
aksen) er alltid vinkelrett på bevegelsesmengden, og spinnet er hele tiden vinkelrett på planet 
der bevegelsen skjer. Herav:

Herav:

 (dvs større fart enn opprinnelig)

b) Finn økningen av legemets kinetiske energi, og bruk energibevaringsloven for å finne 
hvor stort arbeid vi må utføre på legemet for å bringe det over i den nye banen.

Det er sagt at legemet er lite, slik at kinetisk energi før og etter må være gitt ved:

Endring i kinetisk energi er da:

Siden systemet har fått en økning i kinetisk energi, og det ikke er andre krefter (effektivt sett) 
som påvirker systemet enn snorkraften, må økningen i kinetisk energi for legemet selv komme 
fra arbeidet som utføres når snora trekkes ned i hullet og banen blir endret.

L r p×=

L0 r0 mv0⋅ L1 r1 mv1⋅= = =

v1 v0
r0
r1
----⋅=

Ek0
1
2---mv0

2=

Ek1
1
2
---mv1

2 1
2
---m v0

r0
r1
----⋅⎝ ⎠

⎛ ⎞
2 1

2
---mv0

2 r0
r1
----⎝ ⎠
⎛ ⎞

2
= = =

∆Ek
1
2
---mv0

2 r0
r1
----⎝ ⎠
⎛ ⎞

2
  -  1

2
---mv0

2 1
2
---mv0

2 r0
2 r1

2–

r1
2---------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

= =
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c) Beregn dette arbeidet direkte bl.a. ved å ta utgangspunkt i snordraget, under forutsetning 
at vi trekker så sakte at det gjøres mange omdreininger i løpet av den tiden vi endrer 
radien i banen.

Arbeidet som utføres når vi trekker i snora, er lik snordraget ganger med avstanden vi har truk-
ket. Men snordraget er ikke konstant under bevegelsen. Under forutsetningen nevnt i oppgave-
teksten, vil vi tilnærmet ha en sirkulær bevegelse underveis, og sentripitalkraften må da være:

hvor vi har brukt resultatet fra punkt a underveis. Arbeidet som utføres under endringen av 
banen blir da siden kraft og vei er parallelle, men dr er den negative av forflytningen/veien 
(ofte kalt ds):

Dette er arbeidet vi utfører når vi trekker i snora, og det vil da tilsvare økning i kinetisk energi 
for legemet som roterer oppå flaten. Vi ser at vi fikk samme resultat som i punkt b, hvilket vi jo 
skulle forvente.

Oppgave 4 - versjon A (ikke for FYS-MEF)
International Space Station (ISS) befinner seg om lag 390 km over jordoverflata.

a) Bestem omløpstiden til ISS ved å ta utgangspunkt i at jordradien er 6.38.106 m og at tyng-
dens akselerasjon ved jordoverflaten er 9.81 m/s2. Beregn også hastigheten ISS har (i for-
hold til en tenkt ikke-roterende jord).

I sin bane rundt jorda må gravitasjonskraften tilsvare sentripetalkraften i den nær sirkelfor-
mede bevegelsen. Samtidig vet vi at gravitasjonskraften avtar med kvadratet av avstanden til 
jordens sentrum fra jordoverflaten og utover. Herav følger dersom vi kaller massen til ISS for 
m, hastigheten v, jordradien R og ISS’s høyde over bakken for ∆R:

Settes det inn de oppgitte veridene, får vi:

Fs r( ) m v r( )2

r------------⋅ m v0
r0
r----⋅⎝ ⎠

⎛ ⎞
2 1

r---⋅ ⋅ m
v0r0( )

r3---------------
2

= = =

W Fs r( ) rd
r0

r1

∫– m v0r0( )2 rd
r3-----

r0

r1

∫– m v0r0( )2 1
2---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1
r1

2---- 1
r0

2----–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

– 1
2---mv0

2 r0
2 r1

2–

r1
2---------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

= = = =

m v2

R ∆R+
-----------------⋅ mg R

R ∆R+
-----------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2
⋅=

v gR2

R ∆R+
-----------------=

v 7.68 103 m/s⋅=
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Omløpstiden blir da:

ISS blir bl.a. besøkt av romferjer (Space Shuttles). En romferje har om lag 7600 m/s hastighet 
ved 200 km over bakken når den innleder landing på jorden etter endt romferd. Når romferja 
lander på bakken, har hastigheten sunket til ca 350 km/t. Praktisk talt hele den angitte fartsre-
duksjonen skyldes friksjon mot atmosfæren under nedstigningen. Romferja har ved landing en 
masse på litt over100 tonn.

b) Bestem hvor mye energi som går opp i varme når romferjen returnerer til jorda.

Endring i total mekanisk energi (både kinetisk og gravitasjonsenergi må tas med!) er gått med 
til varme. Når det gjelder endring i kinetisk energi, er den enkel:

der indeksene b og r står for bakke og rom, henholdsvis. 

Når det gjelder potensiell energi, kunne vi regnet ut denne fra det teoretiske uttrykket vi kjen-
ner fra gravitasjonsenergi. Men vi har ikke oppgitt verken jordmassen eller gravitasjonskon-
stanten. I stedet må vi falle tilbake på noe annet vi husker om planetbevegelser o.l., nemlig at 
for sirkulære baner i et gravitasjonsfelt er kinetisk energi nøyaktig lik halvparten av den poten-
sielle gravitasjonsenergien, men med motsatt fortegn. Herav får vi følgende endring i potensi-
ell energi:

Her er  farten en satellitt måtte ha dersom det skulle fare rundt Jorda like over bak-

ken (ser bort fra luftmotstand og fjell og denslags). Denne farten kan finnes på samme måte 
som i punkt a, bare ved å sette ∆R lik null. Verdien blir:

Totalt får vi da:

Innsatt:

T 2π R ∆R+( )
v

----------------------------- 2 3.14 6.77 106m⋅ ⋅ ⋅

7.68 103 m/s⋅
--------------------------------------------------- 5.54 103 s⋅ 92.3 min= = = =

∆Ek
1
2
---m vb

2 vr
2–( )=

∆Ep 2 1
2---mvb,sirkelbane

2 1
2---mvr

2–⎝ ⎠
⎛ ⎞–=

vb,sirkelbane

vb,sirkelbane 7.91 103 m/s⋅=

∆E ∆Ek ∆Ep+ 1
2
---mvb

2 1
2
---mv

r

2
– mvb,sirkelbane

2– mvr
2+= =

∆E 1
2---mvb

2 1
2---mv

r

2
+ mvb,sirkelbane

2–=
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Romferja har altså mistet denne energimengden, og denne har da gått over i varme under ned-
stigningen gjennom atmosfæren.

En VW Passat personbil med 170 hestekrefters motor kan yte 127 kW når den går for fullt. 

c) Beregn hvor lenge en slik bil ville kunne kjøre med max effekt før den hadde brukt like 
mye energi som en romferje mister når den er på vei tilbake til jorden.

Arbeid / energi (∆E) er lik effekt (P) ganger tid (∆t). Følgelig vil Passaten kunne kjøre i føl-
gende tid for full guffe før den har brukt like mye energi som romferja taper når den går tilbake 
til jorda etter endt oppdrag i rommet:

Det er med andre ord snakk om en betydelig energimengde.

Oppgave 4 - versjon B (kun for FYS-MEF)
Hooke’s lov for strekkbelastninger kan skrives som Fx = kx, hvor x er legemets endring i lengde 
og k er en kraftkonstant.

a) Finn et uttrykk for kraftkonstanten k for en stang med lengde l0, tverrsnitt A og Young’s 
modulus Y.

Fra fasthetslæren kjenner vi til følgende sammenheng mellom normalspenning , lengde-

tøyning  og elastisitetsmodul Y:

Denne likningen kan omformes litt for å få den mer over på formen vi kjenner fra Hook’s lov:

Hook’s lov får vi automatisk dersom vi setter kraftkonstanten k til å være: .

∆E 0.5 105 350
3.6
---------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

7.68 103⋅( )
2

2 7.91 103⋅( )
2

⋅–+    J⋅ ⋅=

∆E 3.31 1012  J⋅–=

∆t ∆E
P

------- 3.31 1012  J⋅

1.27 105W⋅
------------------------------- 2.60 107 s⋅ 301 døgn= = = =

F⊥ A⁄

∆l
l0
-----

F⊥

A------ Y ∆l
l0
-----⋅=

F⊥
YA
l0

------- ∆l⋅=

k YA
l0

-------=
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b) Beregn arbeidet, uttrykt ved bl.a. l0, A og Y, som kreves for å strekke dette legemet en 
lengde x.

Dersom vi skal strekke et gitt legeme en lengde l, må vi yte et arbeid. Arbeid finner vi ut fra 
uttrykket “kraft ganger vei”, men med vektorprikkprodukt involvert. I vårt tilfelle vil kraften 
og “veien” (lengdeøkningen) skje i samme retning, slik at vi kan se bort fra retningene i det 
generelle uttrykket. Derimot varierer kraften under strekkingen, slik at vi må bruke integral-
regning for å finne arbeidet:

c) En sirkulær stålstang som er 2.00 m lang må ikke strekkes lenger enn 0.25 cm når strek-
kraften er 400 N i hver ende av stanga. Hva er minste diameter stålstanga kan ha? 
Young’s modulus for stål er 20.1010 Pa.

Her bruker vi igjen samme relasjon som i punkt a, men ordner nå uttrykket slik at vi først kan 
bestemme tverrsnittet av stanga:

Innsatte verdier gir:

Diameteren blir da:

Det er altså en ganske tynn stang vi har med å gjøre, noe vi jo innså allerede da det var snakk 
om at en stålstang på kun to meter kunne strekkes så mye som 2.5 mm for en nokså moderat 
kraft (omtrent lik tyngden til et 40 kilos lodd).

Oppgave 5.
Einstein lanserte den spesielle Relativitetsteorien for hundre år siden i år.

a) Relativitetsteorien er basert på to postulater. Hva sier disse?

Første postulat, relativitetspostulatet, lyder: Alle fysiske lover er de samme i ethvert inertial-
system.

Andre postulat: Lyshastigheten i vakum er den samme i alle inertialsystem, og den er uavhen-
gig av både bevegelsen til inertialsystemet og til lyskildens bevegelse.

W F x′( ) x′d
x′=0

x

∫
YA
l0

------- x′⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞ x′d

x′=0

x

∫
YA
2l0
------- x2= = =

A
F⊥l0
Y∆l-----------=

A 400 2.00⋅

20 1010 2.5 10 3–⋅ ⋅ ⋅
------------------------------------------------   m2 1.60 10 6–    m2⋅= =

d 2r 2 A π⁄⋅ 1.43 mm= = =
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b) Utled formelen for tidsdilatasjon, gjerne ut fra et “tankeeksperiment”. Nevn viktige for-
utsetninger og poenger ved utledningen.

Vi tenker oss at vi måler tid ved å sende lys fra en lyskilde til et speil som reflekterer det til-
bake igjen. Tidsforskjellen mellom start og retur av lyset er på en måte “klokke-enheten”, for-
utsatt at lengden mellom kilde og speil er kjent i tillegg til den universelle lyshastigheten c. Vi 
får at tidsforskjellen rett og slett blir lik den totale lysveien dividert med lyshastihgeten. Der-
som avstanden mellom lyskilde og speil er lik L, vil tiden mellom utsending av lys og retur av 
lys i dette systemet, S, være lik 

Spesielle forhold kommer inn når hendelsene 1) lys sendes ut fra en lyskilde, 2) lys reflekteres 
fra et speil, og 3) lys kommer tilbake til lyskilden, analyseres i to ulike inertialsystem. Hen-
delse 1 og 3 kan skje på samme posisjon i ett inertialsystem. Vi kaller som nevnt dette referan-
sesystemet for S. Tidsdifferansen mellom hendelsene 1 og 3 kalles her egentid (engelsk: proper 
time). I alle andre inertialsystem vil disse hendelsene skje på ulikt sted.

La oss nå betrakte de tre hendelsene i et inertialsystem S’som beveger seg med hastighet v rela-
tivt til det første. Anta også at lyskilde og speil i det første systemet har en gjensidig retning i 
forhold til hverandre som står vinkelrett på relativhastigheten mellom de to systemene. Dersom 
S’ beveger seg langs en felles x-akse relativt til S, kan f.eks. speilet ligge på y-aksen i S mens 
lyskilden og detektor ligger i origo.

Sett i S’ vil hendelse 2 være forskjøvet i x-retning sammenliknet med hendelse 1 som vi for 
enkelhets skyl kan tenke oss lå i origo også i S’. Lyset må altså i S’ gå en avstand som er lik 

 mellom hendelse 1 og 2 (ingen lengdekontraksjon i en retning noormalt på den 

gjensidige hastigheten i forhold til hveandre). Siden lyshastigheten skal være c også i S’, vil 
total tid mellom hendelse 1 og 3 i S’ vil derfor være:

Kvadrerer vi og ordner ledd, får vi:

Setter vi inn for tidsdifferansen vi fant i S, får vi:

(NB. Merkingen på ∆t er iblant litt vanskelig å få øye på.)

∆t 2L c⁄=

L2 v∆t
2

--------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

+

∆t' 2
c
--- L2 v∆t'

2
---------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

+=

1 v2

c2-----–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

∆t' 2L
c------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2
=

∆ t' 1

1 v2 c2⁄–
--------------------------- ∆t⋅=
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Dette er formelen for tidsdilatasjon. En tidsforskjell mellom to hendelser (1 og 3) vil alltid 
synes å være lengre i et system S’ der hendelsene forekommer på ulik posisjon enn i et system 
S der hendelsene skjer på samme sted.

[Det vil være naturlig i en besvarelse å lage en skisse av oppsettet, liknende det vi finner i 
figur 37.5 i læreboka. Det er ikke tatt med i dette løsningsforslaget av makelighetsgrunner, 
siden det tar en del ekstra tid å lage slike figurer i elektronisk format.]

Oppgave 6
En tynn homogen stang AB med masse m og lengde l, er 
opphengt i A som vist på figuren. θ betegner vinkelen mel-
lom stanga og vertikalen. Ingen friksjon. Tyngdens aksele-
rasjon er g. Det oppgis at treghetsmomentet om 
dreieaksen i A er 1/3 ml2. Bevegelsen starter med at 
stanga slippes fra ro i horisontal stilling. 

a) Finn vinkelakselerasjonen som funksjon av vinkelen 
θ.

Generelt sett kan denne oppgaven løses enten ved hjelp av 
spinnsatsen eller ved hjelp av energibetraktninger siden det ikke er friksjon. Jeg legger opp til 
å bruke spinnsatsen i første del siden den etter min mening frembyr seg som den mest naturlige 
gitt oppgaveteksten er slik den nå er.

Spinnsatsen anvendes omkring opphengningspunktet (dreieaksen) A. 

hvor I er treghetsmomentet om aksen A, og α er vinkelakselerasjonen. Kraftmomentet τ om 
dette punktet finner vi ut fra geometrien angitt i figuren over, og vi anvender angitt treghets-
moment. Da følger:

Det bør her bemerkes at fortegnet her er valgt slik at bevegelse i mot-urs retning regnes som 
positiv. For positiv vinkel θ er da vinkelakselerasjonen negativ (forsøker å redusere vinkelen).

b) Finn vinkelhastigheten som funksjon av θ. 

Siden vinkelakselerasjonen α rett og slett er lik den tidsderiverte av vinkelhastigheten ω, kan 
vi her gå motsatt vei og beregne integralet av akselerasjonen med gitt initialbetingelse. Da får 
vi:

A
θ l/2

mg

l/2 sinθ

τ Iα=

α τ
I
--

mg l
2--- θsin⋅ ⋅

1
3---ml2

-------------------------------– 3
2
--- g

l
--- θsin⋅ ⋅–= = =
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Problemet er bare at vi ikke i utgangspunktet kjenner vinkelen som funksjon av tiden. Vi må 
derfor i denne deloppgaven falle tilbake til energibetraktninger for å komme i mål.

Vi bruker nå energibevaring, og at all reduksjon i potensiell energi i løpet av den første fallpe-
rioden går over til kinetisk energi i form av rotasjonsenergi:

Følgelig er:

c) Finn kraften som virker på stanga i opphengningspunktet når stanga passerer laveste stil-
ling.

Kraften som virker på stanga i laveste stilling finner vi ved følgende resonnement: 

Vi har med et stivt legeme å gjøre. Bevegelsen til et slikt legeme kan beskrives ved hjelp av to 
sett lover. Massesentersatsen sier at massesenteret vil bevege seg ut fra Newtons lover, mens 
spinnsatsen anvendt om massesenteret vil gi rotasjonsbevegelsen til legemet.

I laveste stilling vil vinkelakselerasjonen være lik null. Det gjelder omkring punktet A, men vil 
også gjelde om vi hadde tatt utgangspunkt i massesenteret (så lenge vi ikke har roterende refe-
ransesystem). Når vinkelakselerasjonen er lik null, er det ikke noe kraftmoment som virker 
omkring massesenteret. Det betyr at kraften fra opphengningspunktet på stanga må være verti-
kal (armen om massesenteret må være lik null). Følgelig er det ikke noe kraft som virker nor-
malt på stanga.

Nettokraften som virker langs stanga får vi fra massesentersatsen, og kraften må tilsvare den vi 
har for en partikkel med masse m i enden av en snor med lengde l/2 som roterer i en sirkelbeve-
gelse med konstant vinkelhastighet lik den stavens i laveste punkt. Kraften FA som virker fra 
stanga i opphengningspunktet må da være lik denne nettokraften pluss tyngden til staven, og vi 
får:

d) Finn, som funksjon av θ, kraften som virker på stanga i opphengningspunktet. Kraften 
kan f.eks. angis ved komponentene langs stanga og komponenten normalt på stanga.

ω α t′( ) t′d
t′ = 0

t

∫
3
2
--- g

l
--- θ t′( )sin dt′⋅ ⋅ ⋅

t′ = 0

t

∫–= =

mg l
2--- θcos 1

2---Iω2 1
2---

1
3---ml2
⎝ ⎠
⎛ ⎞ ω2= =

ω 3g θcos
l------------------=

FA mω2 l
2--- mg+ m3g θcos

l------------------ l
2---⋅ mg+ mg 3

2--- θcos 1+⎝ ⎠
⎛ ⎞ 5

2---mg= = = =
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Argumentasjonen er omtrent som i forrige punkt, men nå vil vi ha en vinkelakselerasjon for-
skjellig fra null slik at det også vil være en komponent av kraften fra A som virker normalt på 
staven. I tillegg må vi ta hensyn til at tyngden nå ikke virker i forlengelsen av staven, generelt 
sett.

La oss starte med å bruke spinnsatsen om massesenteret til stanga og bestemme kraftkompo-
nenten av FA som virker normalt på stanga, dvs . Tyngden av stanga har selvfølgelig ikke 

noe kraftmoment om massesenteret, slik at når vi innser at vinkelakselerasjonen om A er den 
samme som vinkelakselerasjonen om massesenteret, får vi:

Merk at vi nå måtte bruke treghetsmomentet omkring massesenteret. Det er interessant å se at 
(også) denne løsningen er uavhengig av lengden til stanga.

Når det gjelder kraftkomponenten langs stanga, , 

må vi igjen bruke Newtons 2. lov og ta utgangspunkt 
i at massesenteret beveger seg i en sirkelbane. To 
krefter virker på stanga: kraften fra opphengings-
punktet samt gravitasjonskraften (tyngden). Vi får da 
for retningen langs stanga:

Vi merker oss at når stanga peker rett nedover (θ = 0), er dette svaret identisk med det vi fikk i 
punkt c.

I beregningene i de siste punktene har jeg ikke tatt eksplisitt hensyn til fortegn, men fortegnene 
er tatt med i form av de inntegnede retningene i figuren ovenfor mhp  og ,

***
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2
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