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1. Forståelsesspørsmål
a) Gjør rede for hvilke ytre krefter som virker på en motorsykkel som kjører oppover en bakke 
med konstant hastighet. Angi både angrepspunkt og retning til de aktuelle kreftene.

Se løsningsforslag for oppgave 1a, høsten 2005.

b) Hookes lov (F = kx) har mye til felles med elastisitetsligningen (lengdespenning = elastisi-
tetsmodulen * lengdetøyning). Hva er sammenhengen mellom fjærstivheten k og elastisitetsmo-
dulen Y (også kalt Youngs modul)? Forklar kort i hvilken sammenheng den ene loven egner seg 
best, og i hvilken sammenheng den andre?

De to lovene er lettest å sammenligne når vi drar i en stanglignende gjenstand. Drar vi med en 
kraft F i enden av stanga, vil den ifølge Hookes lov få en forlengning lik F/k. Ifølge elastisi-
tetsligningen har vi:

hvor A er tverrsnittet av stanga og L lengden av stanga og Y er elastisitetsmodulen. Omformer 
vi dette siste uttrykket, så finner vi:

Vi ser altså at fjærstivheten i dette tilfellet er gitt ved:

Desto kortere stanga er, jo “stivere” blir den, og jo større tverrsnitt den har, desto større blir 
stivheten. 

Hookes lov er fin å bruke når vi har en gitt gjenstand, f.eks. en fjær, som vi bare skal bruke 
f.eks. som en fjærvekt. Vi behøver da ikke tenke på geometrien, hvilket materiale gjenstanden 
er laget av o.l.

Elastisitetsligningen er best å bruke når vi skal beregne hvilken gjenstand vi må ha for å f.eks. 
forhindre at lengdetøyningen blir for stor. Vi kan variere lengde, tverrsnitt og materialvalg som 
vi ønsker, og finne en løsning som duger i den sammenhengen vi betrakter. Vi kan altså ved 
hjelp av en del tabulerte verdier beregne hvordan legemet vil oppføre seg før vi utsetter det for 
påkjenning, mens ved Hookes lov må eksperimentet gjøres først før k kan bestemmes.
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c) En typisk fysikkoppgave går ut på å 
beregne den minste høyden h man må 
ha når man starter i en berg-og-dal-
bane, som vist i figuren, dersom en 
vogn skal kunne passere toppen av loo-
pen uten å falle ned. Anta at vi kan se 
bort fra friksjon. Gjengi kort hvordan 
du resonnerer når en slik oppgave skal 
løses. Selve utregningen behøves ikke.

I loopen går vogna i en sirkelbevegelse, 
det betyr at vogna må gis en passe kraft 

mot sentrum for å følge sirkelbevegelsen, nemlig Fsentripetal = mv2/r hvor m er massen til vogna 
og r er radien i loopen, og v er farten. Kraften som påvirker vogna på toppen av loopen kom-
mer fra tyngden og normalkraften fra underlaget, begge kreftene peker i samme retning, ned-
over (mot sentrum i sirkelen). Minste fart (når vi kan se bort fra friksjon) svarer til at hele 
sentripetalkraften kommer fra tyngen, og at normalkraften fra underlaget er neglisjerbar. Far-
ten oppnår vi gjennom omgjøring av potensiell energi til kinetisk energi fra vogna slippes fra 
høyden h. Energiregnskap sammen med krav om riktig sentripetalkraft, gir da ligningene:

 og 

Vi kan da eliminere vtopp, og finner da raskt minste høyde h som vogna kan ha når den starter å 
skli gjennom berg-og-dal-banen.

d) Oppgaven nevnt i punkt c gjaldt for en vogn som sklir. Anta nå at vi i stedet lar en kule trille 
uten å skli rundt hele banen. Gjengi kort resonnement du nå vil følge for å finne minste høyde 
h for at kula ikke skal falle ned i loopen. Igjen trengs ikke noe utregning.

Her blir tankegangen omtrent som i oppgave 1c, men nå blir energiligningen noe annerledes. 
Vi må ta hensyn til at kula øverst i loopen nå har både translatorisk og rotasjonsenergi. Så 
lenge vi har ren rulling, er sammenhengen mellom hastighet og vinkelhastighet denne: v = ωr. 
Vi har da et ligningsett med tre ligninger og tre ukjente, og når vi eliminerer w og v, finner vi 
til slutt h uttrykt ved r.

e) Forklar kort hvordan man kan starte med Newtons 2. lov og finne impulsloven J = Δp 
(impuls-bevegelsesmengdeteoremet). Forklar likedan hvordan man kan starte med Newtons 2. 
lov og finne arbeid/kinetisk energi-loven. Det er ikke nødvendig å gi fulle utledninger, men det 
er en fordel om man kan skissere kort hvordan utledningen kan gjøres.

Impulsloven finner vi raskest ved å ta utgangspunkt i Newtons 2. lov på formen:
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Vi multipliserer ligningen med dt, og integrerer over den tiden at en impuls virker, og vips så 
har vi impuls-bevegelsesmengdeteoremet.

Den neste relasjonen får vi ved å skrive:

Vi lar nå kraften som virker på et legeme få virke mens legemet forflytter seg (på grunn av 
kraften), og beregner prikkproduktet av kraft og forflytning underveis. La en infinetisemal for-

flytningsvektor kalles . Da får vi:

Ved å gjennomføre et linjeintegral langs den veien kraften fører legemet, vil vi da raskt ende 
opp med arbeid/kinetisk energi-loven.

Med andre ord, vi integrerer opp Newtons 2. lov mhp tid for å få den første relasjonen, og inte-
grerer mhp forflytning (posisjonsendring) for å få den andre relasjonen.

f) En snurrebass “preseserer” mens den snurrer rundt. Beskriv kort hva vi mener med dette 
uttrykket? Hvordan endrer preseseringshastigheten seg med tiden?

Snurrebassen roterer om sin egen akse, men i tillegg roterer selve snurrebass-aksen om en tenkt 
loddrett akse gjennom berøringspunktet til snurrebassen mot underlaget. Det er denne bevegel-
sen som kalles for presesering. Etter som tiden går, vil preseseringshastigheten øke, fordi 
kraftmomentet er nokså uforandret så lenge vinkelen mellom loddlinjen og snurrebassens akse 
er om lag uforandret, men selve spinnet til snurrebassen blir stadig mindre. Og siden spinnsat-
sen sier at endring i spinn pr tid er lik kraftmomentet, må den relative endringen pr tid øke 
etter som spinnet i seg selv avtar.

g) To barn som sitter på hver sin side av en karusell i fart forsøker å kaste en ball til hveran-
dre. Det gikk ikke bra. Forklar kort hvordan barna vil beskrive bevegelsen til ballen, og for-
klar kort hvordan bevegelsen til ballen ser ut for faren deres som betrakter kastingen fra fjerde 
etasje.

Barna vil oppleve at ballen helt i starten har retning direkte fra den som kaster til den som 
skulle ha mottatt ballen. Men ballen synes å være påvirket av en usynlig kraft som stadig dreier 
ballens retning sideslengst, slik at ballen farer ut fra siden av snurrebassen.

Faren deres vil vurdere at ballen allerede i utgangspunktet har helt gal retning, og at den derfor 
ikke har mulighet for å nå den som skulle mottatt ballen. Faren til barna ser derfor at ballen går 
i en rett linje rett ut over siden av karusellen. Han synes bevegelsen er helt naturlig og har ikke 
behov for å tenke seg noen kunstige krefter, slik barna føler behov for.
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Oppgave 2
I denne oppgaven skal vi se på ei kule på et 
plant, horisontalt underlag. Kula gis et 
kortvarig, kraftig støt ved en horisontal 
kraft som kan treffe kula i ulik høyde, som 
antydet i figuren. Kula ligger i ro før støtet 
i første del av oppgaven, men triller mot 
støtretningen før støtet i siste del av oppga-
ven. I hele oppgaven ber vi om at hastighe-
ter mot høyre har positivt fortegn, mot 
venstre negativt. Likeså ber vi om at vinkel-
hastigheter med urviseren gis positivt for-
tegn. Vertikal avstand h mellom støtsted og 
høyden til kulesenteret regnes som positiv 
når støtet treffer over kulesenteret og h er 

negativ for støt under kulesenteret. Treghetsmomentet for en kule er gitt ved I = 2/5 mr2 hvor m 
er kulas masse og r kulas radius.

a) Forklar kvalitativt hvordan bevegelsen til kula er like etter støtet for hvert av tilfellene 
h=0, h>0 og h<0. Begrunn svaret.

Støtet antar vi er markant slik at vi kan se bort fra friksjon fra underlaget akkurat den svært 
korte perioden støtet varer. Krefter i vertikal retning vil oppheve hverandre, og da er eneste 
effektive kraft selve støtkraften. Denne vil ifølge massesenterlovern (N’s 2) gi kula en fart mot 
høyre, men kraften har ikke noe kraftmoment omkring massesenteret, slik at vi ikke får noe 
rotasjon om en akse gjennom massesenteret gjennom støtet. Kula vil derfor få en ren sklibeve-
gelse like etter støtet.

For h>0 vil støtkraften gi kula et krafmoment omkring en horisontal akse gjennom massesente-
ret, vinkelrett på papiret, og kula vil derfor få en rotasjonsbevegelse som resultat av støtet. 
Like etter støtet vil derfor kula ha både en translatorisk og en rotasjonsbevegelse. Rotasjonens 
retning vil ha samme fortegn som h (gitt fortegnsreglene nevnt i oppgaveteksten).

b) Vis at sammenhengen mellom den translatoriske hastigheten v0 og vinkelhastigheten ω0 

like etter støtet er som følger:

Her henvises det til side 7 i et notat lagt ut på kurswebsidene 6. juni, men nå med treghetsmo-
mentet for en kule i stedet for en sylinder. Da følger resultatet nokså umiddelbart.

c) For h = 2r/5 får vi en spesiell løsning. Forklar!

Setter vi denne h-verdien inn i uttrykket i 2b, finner vi at , som er kriteriet for ren 

rulling. Vi ser altså at for denne h-verdien er betingelsen for ren rulling oppfylt umiddelbart 
etter at støtet er over. Vi får da ingen skliing overhodet.

xh = 0
h > 0

h < 0

F

F

F

Positiv hastighetsretning

Positiv vinkelhastighetsretning

ω0
5
2
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d) Finn to uttrykk som viser, for en hvilken som helst mulig h, hvordan den translatoriske 
hastigheten og vinkelhastigheten hver for seg forandrer seg i tiden etter støtet (så lenge 
kula sklir mot underlaget). Den kinetiske friksjonskoeffisienten er μ.

Igjen viser vi til notat av 6. juni, nå til side 4, men igjen må man passe på å bruke riktig treg-
hetsmoment. Uttrykkene blir da:

 (- for h<2r/5, og + for h>2r/5 siden friksjonskraften skifter ret-

ning ved h=2r/5) og

 (+ for h<2r/5, og - for h>2r/5 siden friksjonskraften skifter 

retning ved h=2r/5.)

Uttrykkene gjelder bare så lenge det er skliing i bevegelsen (kan gjerne være en del rulling 
også, men ikke ren rulling).

Det kan være naturlig å sette inn for ω0 i uttrykket ovenfor. Om man gjør innsettingen her, eller 
i et senere delspørsmål, kommer egentlig ut på ett.

e) Vis at tiden det tar før bevegelsen blir ren rulling for tilfellet h < 2r/5 er gitt ved 

Dette finner vi ved en enkel manipulasjon av uttrykkene i punkt d), når vi også setter inn for ω0 
fra uttrykket gitt i punkt 2c, og løser ligningsettet mhp t i tidspunktet der vt = ωtr. Dette er det 
siste tidspunktet vi kan anvende ligningene fra punkt d på, siden vi ved denne tiden går over til 
ren rulling, og så snart vi har ren rulling, blir friksjonskraften vi har regnet på lik null.

f) Hvor stor er den translatoriske hastigheten da (uttrykt ved v0)? Hvordan blir bevegelsen 
deretter?

Vi setter uttrykket for t inn i uttrykket for vt i punkt d), og får:

Fra den rene rullingen starter, vil glidefriksjonen gå til null, og det blir ingen netto ytre kraft 
som virker på kula. Den vil derfor ifølge N’s 1. eller 2. lov, fortsette å rulle med konstant fart 
videre (inntil rotasjonsfriksjon og annen friksjon gjør at alt sammen stopper opp).

vt v0 gμt+−=
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t
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Anta nå at kula kommer trillende mot venstre med hastighet -v0 før man gir støtet, og at støtet 
gir kula en impuls som gjør at kula går med farten +v0 bort fra støtstedet like etterpå. Anta at 
støtet ble gitt nedenfor midtpunktet, nærmere bestemt for h = - r/2. 

g) Finn et uttrykk for vinkelhastigheten til kula like etter støtet.

Her er cluet å utlede uttrykkene gitt på side 7 i notat om kuletrilling, men nå må man ta hensyn 
til at kula like før støtet allerede har både en translatorisk- og en rotasjonshastighet. Det vil si 
at vi i notatet side 7 nå blir -v0, og ωi vil være vi/r fordi vi har ren rulling før støtet. Herav:

Vi merker oss at dersom h = - r/2, vil vi få en ω0 lik:

Vi ser at vi nå har en relativt kraftig rotasjon i negativ retning, hvilket gjør at vi får en frik-
sjonskraft som virker bakover slik at kula vil skli saktere og saktere og rotasjonen vil avta i 
størrelse (bli mindre negativ). Men la oss se i neste punkt hva som etter hvert vil skje...

h) Hvor lang tid vil det nå gå før kula får en ren rulling (dersom det er mulig)? Hvor stor er 
eventuelt slutthastigheten da? Beskriv bevegelsen!

Vi får nå de samme uttrykkene som i punkt d) for bevegelsen til kula mens det forekommer 
skliing, men nå må vi bruke helt andre initialbetingelser, nemlig at w0 er som gitt iforrige 
punkt. Dette medfører:

 og

Skriver om litt på det siste uttrykket:

hm v0 vi–( ) I ω0 ωi–( )=

hm v0 v0–( )–( ) I ω0
v0–
r--------⎝ ⎠

⎛ ⎞–⎝ ⎠
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2hmv0
2
5
---mr2 ω0
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r
-----+⎝ ⎠
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r2----------- ω0
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5h
r
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5
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r-----–= =
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Generelt er IKKE rωt lik vt, men dersom det er mulig å få til en ren rulling også i dette tilfellet, 
vil de to størrelsene være like. Vi forsøker om dette gir en løsning av de to koblede ligningene:

Slutthastigheten vil da være:

Vi merker oss det fornøyelige at kula i dette tilfellet hadde så kraftig negativ rotasjon like etter 
støtet, at kula vil stoppe helt opp, og så begynne å rulle bakover før den får en ren rulling. Etter 
at ren rulling oppnås, og vi har vist at det vil inntreffe, vil kula fortsette å rulle bakover mot 
den som støtte kula fra seg.

Oppgave 3
Lorentz-transformasjonene i den spesielle relativitetsteorien er gitt ved: 

, , ,  hvor 

a) Hva er sammenhengen mellom de to referansesystemene S og S’ som ligger bak formalis-
men i Lorentz-transformasjonene?

Formalismen er basert på at S og S’ har felles x-akse, og parallelle y og y’-akser, og at origo 
for de to systemene var sammenfallende ved tiden t = t’ = 0 (i origo).

b) Vis ved direkte utregning fra Lorentz-transformasjonene at 

.
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[Denne relasjonen kan uttrykkes som “Lengden av en såkalt firervektor (x,y,z,ict) er den 
samme i alle inertialsystem.” Men la deg ikke forvirre av dette nå.]

Vi ser umiddelbart at y og z-komponentene oppfyller sin del av likheten, slik at vi kan nøye oss 
med å konsentrere oss om x og t. Vi beregner:

 og

Trekker en det siste fra der første, får vi:

Trekker man nå med y og z også, har man vist den relasjonen man skulle vise.

La oss betrakte to hendelser: (x1, y1, z1, t1) og (x2, y2, z2, t2) i S-systemet, og tilsvarende, 
men merkede symboler i S’-systemet. Anta at S’ beveger seg slik at hendelsene skjer ved samme 
punkt i S’, dvs slik at x1’ = x2’. 

c) Vis da at 

Den enkleste måten å vise dette på er ved å kombinere det vi kjenner fra punkt a og b i denne 
oppgaven. Vi kan nemlig selv forskyve S’ og tiden t’ slik at det nye S’ og den nye klokka er 
valgt slik at x1’ = x2’ = 0 og t1’ = 0. Vi er nemlig bare ute etter forskjeller i posisjon og tid (Δt 
og Δx) og da spiller ikke den absolutte posisjonen noen rolle.

Det betyr at vi kan hente fram differans-verdiene direkte ved å bruke relasjonen vi utledet i 
punkt b:

x'2 γ2 x ut–( )2 x ut–( )2

1 u2 c2⁄–
----------------------- x2 2xut– u2t2+

1 u2 c2⁄–
--------------------------------------= = =

c2t '2 c2γ2 t ux
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⎛ ⎞ 2
c2t2 2uxt– u2x2

c2----------+
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--------------------------------------------= =

x'2 c2t '2– x2 2xut– u2t2+
1 u2 c2⁄–
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1 u2 c2⁄–
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⎛ ⎞ 2
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Men siden x1’ = x2’ vil Δx’=0, følgelig:

Vi dividerer med c2 og tar kvadratrota, og vips så har vi det uttrykket vi ønsket!

d) Dette uttrykket har bare mening for visse Δt sammenliknet med Δx. Hva sier dette oss om 
krav til to hendelser sett fra S for at de skal kunne betraktes på samme sted i S’?

Uttrykket har bare mening så lenge uttrykket under kvadratrota er positivt, dvs

 eller sagt på en annen måte:

Vi ser altså at den romlige avstanden mellom hendelsene målt i S ikke kan være større enn at 
man kan forbinde dem med en hastighet som er mindre enn lyshastigheten. Lyset går nemlig en 
avstand c|Δt| mellom hendelsene. Dette kravet er egentlig ensbetydende med at S’ ikke kan 
bevege seg raskere enn lyshastigheten i forhold til S.

Oppgave 4 
En jernbanevogn ruller sakte av gårde med kon-
stant fart på et plant, horisontalt underlag. Det 
faller kull loddrett ned på vogna gjennom en stor 
trakt. Mengde kull pr tid som faller ned på vogna, 
k = dm/dt, er konstant. Vogna dras av et lokomotiv 
med konstant hastighet v0.

a) Hvor mye større kraft må lokomotivet dra i 
vogna med for å holde konstant fart mens kullet faller ned på vogna, sammenlignet med 
om det ikke falt noe kull overhodet?

Kullet som ramler ned vil ha en viss fart i vertikal retning før det treffer planet. Men denne far-
ten vil slokkes ut gjennom den vertikale impulsen kullet får fra underlaget idet kullet treffer 
dette. Vi har ikke mulighet for å gjøre noe beregning på den vertikale bevegelsen siden det ikke 
er gitt noen data om denne.

Men kullet må også motta en impuls i horisontal retning for at det skal få en hastighet i denne 
retningen. Vi vet at impulsen er lik endring i bevegelsesmengde. Dersom vi betrakter en liten 
mengde kull, dm, som faller ned på vogna i løpet av en tid dt, må denne mengde kull (i gjen-
nomsnitt i alle fall) få tilført en tilstrekkelig impuls for å komme opp i hastigheten v0. Denne 

Δx'2 c2Δt '2– Δx2 c2Δt2–=

c2Δt '2 c2Δt2 Δx2–=

Δt( )2 Δx
c------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2
– 0≥

c Δt Δx≥

F
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horisontale impulsen må kullet få fra en horisontal kraft fra underlaget i vogna, og for at toget 
ikke skal sakne på farten, må lokomotivet gi en drakraft like stor.

Ipuls-bevegelsesmengde-teoremet anvendt på den lille kullmengden i horisontal retning sier 
da:

Her er F horisontalkomponenten av den kraften som må virke på kullet med masse dm som fal-
ler ned på vogna i løpet av tiden dt. Hastighetsendringen horisontalt er v0. Herav følger:

Denne ekstra horisontale kraften må som allerede nevnt lokomotivet bidra med for at vogna 
skal holde konstant fart mens kullet faller. 

b) Hvor mye mer arbeid pr tid må lokomotivet gjøre mens kullet faller enn når det ikke fal-
ler? Hvor mye av dette arbeidet gjenfinner du i form av kinetisk energi? Har vi bevaring 
av mekanisk energi i dette tilfellet?

Lokomotivet drar med en ekstra kraft gitt ovenfor og med en hastighet v0. Det betyr at lokomo-
tivet my yte en ekstra effekt mens kullet faller, gitt ved:

Vi kan finne arbeidet som lokomotivet gjør pr tid dt ved å multiplisere uttrykket med dt:

Men i samme korte tidsrom har en mengde dm med kull fått en endring i kinetisk energi i hori-
sontal retning, gitt ved:

Vi ser altså at lokomotivet må gjøre et dobbelt så stort arbeid som det som kan gjenfinnes i 
form av kinetisk energi til kullet på vogna etterpå. Vi har altså ikke bevaring av mekanisk 
energi. Tapet skyldes at kullet vil skli litt på vogna før det faller til ro, og fiksjonskraften vil gi 
varmeutvikling som ikke så lett kan tas tilbake som mekanisk energi.
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