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1 Eulers metode

Vi ser pé en likning av typen

i':f(xvt% l’(O) = Zo (D
der x = z(t) er den ukjente funksjonen og z er initialbetingelsen. f(x,t) er en kjent funksjon som
gir den tidsderiverte 4 nér vi kjenner x of ¢. Hvis vi tiln@rmer den deriverte

. x(t+ At) — x(t)
T~
At

far vi

z(t + At) = x(t) + f(x,t)At. )

Hvis vi starter fra x ved t = 0 kan vi bruke denne likninga gjentatte ganger for a finne en tilneerming
til 2:(t). Vi definerer

ti = iAt, Xr; = x(tl)

og kan da skrive

Tiv1 = T; + f(l'l, ti)At.

Dette kaller vi Eulers metode for lgsning av diffliknger.

1.1 Eksempel

Vi ser pa likninga

& = xcost, z(0) = xo. 3)

La oss fgrst Igse den analytisk, sa vi kan sammenlikne den numeriske lgsninga med den analytiske.
Likninga er separabel, og vi far

x d(]?l t
— :/ cost'dt.
o x 0

Lgser vi integralene far vi

xr .
In — =sint
o



eller
x(t) = woes™?,

Vi lager et program som implementerer Eulers metode for dette eksemplet.

# Eulers metode for \dot x = x cos t. Vi sammenlikner numerisk og analytisk losning.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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n = int (tMax/dt)
t = np.zeros(n)
dx = np.zeros(n)
X = np.zeros (n)

x[0] = x0
t[0] = 0

for i in range(n-1):

t[i+1l] = t[i] + dt
dx[1i] = np.cos(t[i])*x[i]
x[1i+1] = x[i] + dx[i]~*dt

plt.plot (t,x,linewidth=2, label=’Eulers metode’)

plt.plot (t,x0xnp.exp (np.sin(t)),linewidth=2, label=’Analytisk lgsning’)
plt.legend(loc="upper right’)

plt.xlabel ("t’)

plt.ylabel ("x(t)")

plt.savefig(’/euler.pdf’)

plt.show ()

Med steglengden Med At = 0.1 fér vi
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Vi ser at den numeriske Igsninga fglger den analytiske en stund, men blir etter hvert mer og mer
gal. Vi kan gjgre dette bedre ved a redusere steglengden, men det gjgr samtidig at vi trenger flere
integrasjonssteg for a nd samme tid, og dermed tar beregninga lengre tid. Med At = 0.01 blir
resultatet
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Vi ser at feilen blir mindre og den numeriske lgsninga er ner den analytiske lengre.

1.2 Geometrisk bilde

Vi kan gi et geometrisk bilde av hvordan Eulers metode tiln@ermet fglger en lgsning til en difflikning.
For a forsta det ma vi huske pa at en difflikning ikke definerer en entydig lgsning i seg selv, men
en hel familie av lgsninger. Néar vi velger en initialbetinglese, plukker vi ut den bestemte Igsninga
som stemmer med initialbetinglesen. Figuren under viser forskjellige Igsninger til likninga (3) med
forskjellige initialbetingelser.
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Gjennom ethvert punkt (¢, x) géar det en entydig bestemt lgsning.

Tilnzermingen i likning (2) innebzrer at vi fglger tangenten til funksjonen x(¢) i ¢ i hele intervallet
[t,t + At]. Sa lenge funksjonen ikke er linezr vil den bgye av fra tangenten, og metoden gir en feil.
For & forsta hvordan dette utvikler seg fra steg til steg ma vi huske at difflikninga har mange lgsninger
avhengig av initialbetingelsen xy. Nar vi gjgr en feil i fgrste steg treffer vi isteden en lgsning som
svarer til en annen initialbetingelse, og i neste steg fglger vi tangenten til denne funksjonen isteden.
Slik fortsetter vi slik vist under, der den bla kurven er den lgsninga med riktig initialbetingelse mens
de grgnne kurvene er andre Igsninger som vi treffer underveis.
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1.3 Feil som funksjon av At

Vi sa over at feilen blir mindre nar vi gjgr At mindre. Samtidig tar det lengre tid a gjgre beregninga
nar At er liten, for vi ma gjgre flere tidssteg for & nd samme sluttid. Derfor er det best a bruke At
sa stor som mulig men som samtidig gir ngyaktig nok svar. Vi skal gjgre en liten analyse av hvordan
feilen avtar med At, og sjekke numerisk at dette stemmer.

Hvis z(t) er en lgsning av difflikninga (1) kan vi bruke Taylors formel med restledd

1 1
z(t + At) = 2(t) + 2(t) At + §5é(u)At2 = x(t) + f(z,t)At + §5c'(u)A152
med u € [t,t + At]. Eulers metode med x; = x(t) og t; = t tiln@ermer x (¢ + At) med
Tiv1 = @i + f(@, ti) At
Feilen i ett tidssteg er da
1
Fi(At) = z(t + At) — 2401 = ifé(u)Atz.

For hvert tidssteg er altsé feilen proporsjonal med At2. Hvis vi numerisk lgser likninga fra starttida
t = 0 til en sluttid T er antallet steg vi gjgr N = T'/At. Dermed forventer vi at feilen ved tida T er
proporsjonal med

Fr(At) <« NAt? = TAt.

Vi kan sjekke at dette stemmer for eksempelet vart over, likning (3). Vi bruker zp = 1 og ser pa
Igsninga ved tida 7' = 80 ved ulike At (koden liggeri fila eulerVariabelDt .py)
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De bla punktene er feilen i simuleringene sammenliknet med den eksakte 1gsninga. Den rette linja er
ei linje med stigningstall 1 1 de logaritmiske aksene. Husk at om vi har en potenssammenheng

Fr(At) = AAt"
har vi for logaritmene

In Fp(At) =In A+ nln At

slik at det blir ei rett linje med stigningstall n. I vart tilfelle forventer vi at n = 1, og vi ser at dette
stemmer siden punktene fglger samme stigning om linja.

2 Implisitt Eulers metode

Denne metoden bruker vi ikke noen gang for seg selv, men den inngéar i Euler-Cromer metoden (avsnitt
5), sa det er nyttig a se litt hvordan den virker.

Eulers metode bruker den deriverte i startpunktet, f(z;,t;), i hele intervallet [t;,¢;+1]. Men vi
kunne isteden tenke at vi bruker den deriverte i sluttpunktet, f(z;+1,t;+1). Dette gir fglgende formel
for & regne ut en tilneermet Igsning

Tip1 = T + f(2ip1, tig1) At.

Ulempen med denne formen er at nar vi har regnet ut x; vet vi ikke ;1 aom vi trenger for a regne ut
f(xiy1,tiv1). Uttrykket over er altsa en likning som vi ma lgse for a finne x;11. Derfor kalles denne
metoden implisitt Eulers metode. Hvis vi ser pa eksempelet fra likning (3) har vi

Tiy1 = T + Tip1costi 1 At
som vi lgser og finner

T
1 — costi1 At

Vi implementerer dette ved a bytte ut kodelinjene

Ti+1 =

dx[1i] = np.cos(t[i])*x[1i]
x[1+1] = x[i] + dx[i]*dt




med

x[i+1] = x[i]/(l-np.cos(t[i+1]) *xdt)

Dette gir
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Vi ser at denne metoden har samme type svakhet som Eulers metode, men den tenderer til & feile i
motsatt retning. Igjen kan vi forsta geometrisk hvordan den virker. Her finner vi et punkt pa en kurve
slik at tangenten gér tilbake til det forrige punktet i sekvensen.
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3 Eulers midtpunktmetode

Vi har sett at vi kan tilnzerme den deriverte i intervallet [¢,¢ + At] pa to forskjellige méter. Om vi
bruker
. x(t+ At) —x(t)
~ At




far vi Eulers metode, mends om vi bruker

x(t) — z(t — At)
At

T =~

far vi implisitt Eulers metode. Begge disse har feil av orden At%. Men det finnes en méte 4 tilnzerme
den deriverte pa der feilen er av orden At3. Dette far vi ved & ta den symmetriske kombinasjonen
. _w(t+ At/2) —x(t — At/2)

At

Geometrisk svarer det til at vi bruker den deriverte i punktet ¢ + At /2 for hele intervallet [t, ¢ + At].
Intuitivt er det ikke vanskelig & tro at dette gir en bedre tilneerming. Vi kunne altsa gnske a regne ut

Tiv1 = T; + f(x(tl + At/2)7 t; + At/Q)At

Problemet er at vi ikke kjenner z(t; + At/2), da matte vi jo lgse difflikninga forst. Dette tilnzermer vi
ved & bruke Eulers metode med tidssteg At¢/2 og finne en tilnerming til z(¢; + At/2). Sa bruker vi
den deriverte i det punktet isteden
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Det gir oss fglgende to-stegs prosess

At
Tiy1/2 = T + f(xiati)7

Tit1 = T + f(@iq1/2, ti + At/2)At

Man kan vise at dette teoretisk gir en feil Fr(At) oc At? for hele prosessen. Vi sjekker numerisk at
dette stemmer (koden ligger i fila eulerMidtpunktVariabelDt .py)
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Vi ser at feilen avtar omtrent som At? som forventet, og at den blir mye mindre enn for Eulers metode.

4 Hgyere ordens difflikninger kan omgjgres til sett av koblede fgrste
ordens likninger

I mekanikk er det ofte vi trenger a 1gse andre ordens difflikninger fordi vi ofte kjenner kraften som
virker i et punkt, og denne gir oss akselerasjonen som er den andrederiverte av posisjonen. For ek-
sempel har vi en harmonisk oscillator som har likninga

i = —wiz, x(0) = xo, #(0) = vo. 4)

Et vanlig tilfelle er at vi starter i ro med maks utslag, slik at vy = 0, og da er Igsninga

x(t) = zp coswt.

En slik likning kan gjgres om til to koblede fgrsteordenslikninger ved & betrakte den fgrstederiverte,
v(t) = &(t) som en funksjon i seg selv. Likning (4) er dermed ekvivalent med

To slike likninger kan Igses numerisk like lett som en. Eulers metode for disse gir uttrykkene

Vi+1 = U3 — LUQZL‘Z‘At

Tiy1 = x; + v;At.

Dette implementerer vi slik

# Eulers metode for harmonisk oscillator

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt



x0 = 2
vl =0
dt = 0.05
tMax = 50

# a,v,x er akselerasjon, fart, posisjon

n = int (tMax/dt)
t = np.zeros(n)
a = np.zeros (n)
v = np.zeros (n)
X = np.zeros(n)
x[0] = x0

v[0] = vO

for i in range(n-1):

t[i+l] = (i+1)«dt

ali] = -x[i]

v[i+l] = v[i] + a[i]+dt
x[i+1] = x[i] + v[i]=dt

plt.plot (t,x,linewidth=2, label='Eulers metode’)

plt.plot (t,x0*np.cos (t),linewidth=2, label=’Analytisk lgsning’)
plt.legend(loc="upper left’)

plt.xlabel ('t")

plt.ylabel ("x(t)")

plt.savefig(’HOEuler.pdf’)

plt.show ()

Med steglengden At = 0.05 far vi

= Eulers metode
1 Analytisk lgsning

Som vi ser fglger vi den analytiske lgsningen til en viss grad, men amplituden til svingningene
gker hele tiden. Ved a gjgre At mindre gar denne gkningen saktere (pa bekostning av lengre beregn-
ingstid). En gkning i amplituden betyr at energien gker. Eulers metode er ikke spesielt god pa denne
typen mekanikkproblemer fordi den ikke gir bevaring av energi som vi vet er en egenskap ved den
eksakte Igsningen.




5 Euler-Cromer metoden

Det viser seg at for mange mekanikkproblemer (s@rlig de som involverer periodiske svingninger av
en eller annen type) er det veldig effektivt & bruke en blanding av Eulers og implisitt Eulers metode.
Denne kalles ofte Euler-Cromer metoden, og er lik med Euler for & finne farten, men implisitt Euler
for a finne posisjonen. Det betyr at vi bruker

Vi+1 = U — O.)inAt

Tit1 = T; + vi+1 At

5.1 Eksempel: Harmonisk oscillator

Euler-Cromer metoden er like lett som Eulers metode a implementere, vi bytter ut

‘ x[i+1] = x[i] + v[i]=dt

med

‘ x[i+1] = x[i] + v[i+1l]=xdt

Med steglengden At = 0.05 som over far vi
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Her kan vi ikke se forskjell pa den analytiske og numeriske lgsningen. Euler-Cromer metoden er mye
bedre enn Eulers metode for denne typen likninger. Man kan vise at den ikke beverer energien eksakt,
men at energien ikke vokser ubegrenset slik som med Eulers metode, men har sma svingninger om
den riktige verdien. Dette gjgr at metoden er stabil for mye stgrre steglengder. Hvis vi setter At = 1
(og vi har valgt w = 1 slik at perioden er 27, sd med At = 1 er det urealistisk a fglge bevegelsen
seerlig godt) far vi:
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Vi ser at vi ikke lengre klarer & fglge bevegelsen i detalj, og perioden stemmer ikke lengre sa godt.
Men selv na er bevegelsen stabil fordi den respekterer energibevaring i snitt.

Vi kan ogsa undersgke hvor stor feil vi far som funksjon av At. Her har vi brukt Eulers metode,
Eulers midtpunktmetode og Euler-Cromer metoden (koden ligger i fila HOVariabelDt .py).
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Som vi ser har Euler-Cromer metoden en feil som er proporsjonal med At slik som Eulermetoden,
men feilen er mye mindre. Eulers midtpunktmetode er en andreordens metode, og feilen er pro-
porsjonal med A¢2. For smé At gir dette mindre feil.
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