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Oppgavesettet er pa: 4 sider (formelark bakerst pa side 5).

Tillatte hjelpemidler:

Rottmann: “Matematisk formelsamling”.

Elektronisk kalkulator av godkjent type.

Kontroller at oppgavesettet er komplett for du begynner a svare pa sporsmdalene.
Husk at alle svar ma begrunnes!
Alle deloppgaver teller likt. Lykke til!

Oppgave 1  Baron von Miinchhausen

I en av fortellingene om Baron von Miinchhausen
lpfter den bergmte baronen seg selv og hesten sin ut
av el myr ved a dra i sitt eget har, se illustrasjon. Er
dette mulig & gjgre? Hvorfor eller hvorfor ikke? Bruk
det du har leert om Newtons lover og indre og ytre
krefter i argumentasjonen din.

Lgsning: Dette er ikke mulig, uansett hvor sterk Baron von Miinchhausen matte veere. Det
oppstar kun indre krefter i system Baron von Miinchhausen pluss hest, og vi vet fra Newtons
2. lov at vi ma ha en netto ytre kraft for a kunne akselerere et system.

Oppgave 2  Fermiproblem: Flytte Mount Fuji

— Hvor mange lastebil-lass trengs for a flytte
Mount Fuji? Forklar hvordan du tenker og be-

' skriv hvilke antagelser du gjer for & beregne an-

tallet lastebil-lass.

(Bilde av Suicasmo, fra Wikipedia).
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=113015125

Lgsning: Vi estimerer Mount Fuji som en kjegle siden fjellet er omtrent konisk, og vi ser fra
bildet at omkretsen til Mount Fuji mé veere stor (diameter pa baseflaten mye stgrre enn hgyden
pa fjellet). Vi kan gjette pa at hgyden h er ca 4000 m, og med diameter d omtrent 10 ganger
sa mye, ca 40 km, og dermed radius » = 20 km. Vi ser bort fra at Fuji ogsa har et krater som
ikke er fylt med stein. Vi bruker formelen for kjeglevolum for en sirkuleer kjegle fra Rottmann
side 34 og far:

1
V= §r27rh =1.68-10"”m® ~ 2 - 10"m?.
En vanlig lastebil tar ca. 10 kubikkmeter som er 10 m?3, sa da trenger vi

2 -10m?*/(10m?* /lastebil) = 2 - 10'! lastebil-lass.

Oppgave 3  En kloss i en loop

En liten kloss glir ned langs en rampe og deretter gjennom en loop med radius R, se figur. Etter
loopen stanser klossen i punkt D pa et horisontalt bord med en ru overflate. Klossen starter i
ro ved punkt A i hgyde h over bordet. Friksjonen pa rampen og i loopen er neglisjerbar, og vi
ser hele tiden bort fra luftmotstand. Den dynamiske friksjonskoeffisienten mellom klossen og
bordet er uy. Denne oppgaven er sa a si identisk med ukeoppgave G6.3 uke 6.

A

(a) Finn farten vp til klossen ved punkt B fgr den gar rundt loopen.

Lgsning: Uten friksjon og luftmotstand virker bare gravitasjon og mekanisk energi er

derfor bevart:
UA + KA = UB + KB

1
mgh—}—():()+§mv?9:>vgz v/ 2gh

(b) Finn farten ve ved punkt C.



Lgsning: Mekanisk energi er fortsatt bevart med samme argumentasjon som i forrige
deloppgave:
Us+Ky=Uec+ K¢

1
mgh + 0 =2mgR + §mvé = ve = v/2g9(h — 2R)

Hva er betingelsen for farten ve slik at klossen holder kontakt med loopen?

Lgsning: I punkt C virker gravitasjon og normalkraften fra banen pa klossen. Begge
er rettet nedover. Kreftene er arsak til sentripetalakselerasjonen som holder sirkelen pa
banen. Vi bruker Newtons andre lov:

Betingelsen for at blokken holder kontakt er at N > 0

2
N:mv—}g—mg>0¢vc>\/Rg

Hvor hgyt over bordet ma klossen slippes for a ga rundt loopen?

Lgsning: Vi bruker resultatet fra b)- og c)-oppgavene, og kvadrerer pa begge sider av
ulikhetstegnet:

5
2g(h—2R)>Rg:>h>§R

Hvor langt sklir klossen pa bordet fgr den stanser?

Lasning: Friksjonskraften er den eneste kraften som gjor arbeid pa klossen (normalkraft
og tyngdekraft virker ikke i bevegelsesretningen). Siden den dynamiske friksjonskraften
er konstant med storrelse pyN far vi:

D
Wap = — / paNde = —pgmg(ep — wp) = —pamgs

B

hvor vi har brukt xp — xp = s. Arbeid-energi-teoremet gir Wgp = K(xp) — K(zg) og vi

setter inn:
1 1
—pgmgs =0 — 5MVp = _Engh

Da far vi at s = %



Oppgave 4 Pendel med luftmotstand

Figuren viser en pendel rett for den slippes. Vinkelen 6, er mellom vertikalen og snora i det
den slippes, og 6 er vinkelen som funksjon av tiden. Vi antar at snora er masselgs og stram, og
snora har lengde R. Akselerasjonen til pendelen i tangentiell retning ar er gitt ved

ar = —gsin6 (1)

dersom vi ser bort fra luftmotstand. Vi kan bruke buelengden b = R# for a angi strekningen
som pendelen beveger seg, og vi kan da uttrykke den tangentielle akselerasjonen som
d*0
ar = R— = Ra,
T ar
hvor « er vinkelakselerasjonen. Vi skal na ta hensyn til luftmotstand, og vi skal bruke en
luftmotstandskraft Fp som er gitt ved

Fp = —D#
der D er en konstant som beskriver stgrrelsen pa motstanden, og ¢ er pendelens hastighet.

Denne oppgaven er sveert lik seminaroppgave S7.3 uke 7.

(a) Uttrykk luftmotstandskraften som en funksjon av vinkelfart ved & bruke buelengden,
og finn et uttrykk for den tangentielle akselerasjonen i ligning (1) med luftmotstand
inkludert.

Lgsning: Dersom vi deriverer buelengden b = R med hensyn pa tid, far vi at stgrrelsen
til hastigheten v i tangentiell retning er v = R% = Rw. Luftmotstandskraften blir derfor

= do .
FD = _DREUT
Ved & bruke N2L far vi da
, do : DR do
mar = —mgsin(f) — DR% = ar = —gsin(d) — g—
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(b)

Vis at vinkelen 6(t) tilfredsstiller differensialligningen

20 Ddo g .
12 + E% + ESID(@) =0. (2)

Lgsning: Fra deloppgave a) har vi at den tangentielle akselerasjonen kan skrives som
RZ?. Vi kan derfor sette

W.
d*0 _ DR do
R =90 =75
Differensiallikningen for vinkelen er derfor
d’0  Ddfd g
— +——+ =sin(d) =0
i@ "ma " rOMY

Dersom vi vil lgse denne differensialligningen analytisk, hvorfor er det da hensiktsmessig
& Taylorutvikle sin(#) rundt 0 for denne differensialligningen? Bruk Taylorutviklingen til
forste orden til & skrive om differensialligningen fra c)* slik at den er linezer i 6 og dens
deriverte.

Lgsning: Pendelen har et stabilt likevektspunkt i # = 0, som betyr at den vil oscillere

rundt @ = 0 hvis den slippes fra relativt liten vinkel.

cos(0)
1!

sin(f) ~ sin(0) + O@—-0)+...=0+...

Differensiallikningen blir da

A0 Ddo g
az T ma TR

Los differensialligningen analytisk med tilnsermingen fra forrige deloppgave med de gitte
initialbetingelsene.

Lgsning: (Ligner seminaroppgave S7.3 uke 7). Ligningen er en homogen, annenordens
differensialligning pa formen % + p% + ¢ = 0. For a lgse den, begynner vi med a finne
det karakteristiske polynomet (se ogsa formelark og “ABC”-formelen i Rottmann):

D g D D? g
M+ A4+ Z =02 \=—— 44/ — - =
+m +R = 2m 4m? R

Na er det flere muligheter. Som i seminaroppgaven bruker vi hjelpestorrelsene

D
a:%,ﬁzvg/R, og v = BQ_OéQ‘

1Skrivefeil, skal veere b)-oppgaven selvfglgelig.



Vi ser na pa de tre mulighetene:

1. Dersom ﬁn—z > 4. dvs. a® > 3%, Da far vi to reelle rotter, og lgsningen blir pa formen
Q(t) = C1€>\1t + 026A2t.
Med initialbetingelsene 6(0) = 6 og % (t = 0) = 0 (vinkelfarten er null i starten), far vi
Cy + Cy = 0y

AMC1 4+ X0y =0

og far konstantene

o 1
C’gzl_ﬁogC&:Qo(l—l_ﬁ)
)\1 )\1
2. Dersom % = %, far vi kun én reell rot, og dermed lgsning pa formen

9(2&) = 016/\1& + Cgtext.
Vi bruker igjen initialbetingelsene (6(0) = 6y, %(t = 0) = 0) og far:
Cy = 0y

/\01 + CQ =0= 02 = —)\Cl = —/\00

3. Tilslutt, dersom % < %, far vi to komplekse rgtter: \; = —a + iy og Ay = —a — iy,
(Dette er situasjonen vi hadde i seminaroppgaven, med oppgitte tall for konstantene). Vi

far en lgsning pa formen
0(t) = e~ *(C cosyt + Cysint).
Ved a bruke initialbetingelsene igjen far vi

9(0) = 90 = Cl

Skissér en kode som beregner vinkelfart w(t) og vinkel 6(t) ved & numerisk integrere
ligning (2). Det er ikke ngdvendig & skrive hele programmet, det er nok & skrive opp
initialbetingelsene og selve integrasjonslgkka. Begrunn ditt valg av numerisk metode.

Lgsning: Her kan vi bruke at vinkelakselerasjonen o = % = —B& _ Igin(9) fra
ligning (2). Sa bruker vi Euler-Cromer-metoden for & beregne vinkelfart og vinkel. Vi
velger her Euler-Cromer fordi den gir en mer stabil lgsning over mange tidssteg (tar av
og til “for lite” og av og til “for mye”, i middel mer riktig for mange tidssteg enn Forward

Euler som far en stgrre systematisk feil).



theta |0] = theta 0
omega|[0] = 0

for i in range (N—1):
alpha = —gxnp.sin(theta|i])/R — Dxomega[i]/m
omega|i+1] = omega|i| + alphaxdt
theta|[i+1] = theta|i] + omega|i+1]*dt

Oppgave 5 En stang roterer

En lang, tynn stav med masse m og lengde L er festet i et hengsel ved den ene enden, og kan
rotere uten friksjon i hengselet, og vi ser ogsa bort fra luftmotstand. Staven holdes fgrst i den
andre enden slik at den er i en horisontal posisjon. Nar denne enden av staven slippes, vil staven
rotere om hengselet. Treghetsmomentet til en tynn stav som roterer om ett av endepunktene
er gitt ved I = smL?.

(a) Tegn et frilegemediagram for staven nar den er i en horisontal posisjon og nettopp har
blitt sluppet i den frie enden. Husk a navngi alle krefter.

Lgsning;:

=l

(o)

Her er G tyngdekraften pa staven, og N er normalkraften fra hengselet pa staven. Stgr-
relsen pa tyngdekraften ma veere storre enn for normalkraften, siden massesenteret til
stanga vil bevege seg nedover.

(b) Finn alle kraftmomentene som virker pa staven om rotasjonsaksen gjennom hengselet rett
etter at staven slippes.

Lgsning: Siden normalkraften angriper punktet der rotasjonsaksen gar igjennom, er
kraftmomentet fra normalkraften null (kraftarmen er null). Kraftmoment fra gravita-
sjonskraften er

-1 1
TG = |7?G X G| = EmgLSingoo = §mgL

(c) Bestem stgrrelsen pa normalkraften i hengselet rett etter at staven slippes.
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Lgsning: Vi bruker Newtons 2. lov i vertikal retning:
N —mg = ma.

Rett etter at staven slippes har den fortsatt ikke rukket a komme i bevegelse, sa den
har forelgpig ingen sentripetalakselerasjon (som ville pekt inn mot hengselet). Men den
tangentielle akselerasjonen til massesenteret (som vil bevege seg pa en sirkelbane) er ikke
null, men gitt ved a., = rena hvor r., er avstanden fra hengselet til massesenteret,
og « er vinkelakselerasjonen til staven (dette finner vi ved & derivere v.,, = wre, mhp.
tid). I tillegg méa vi bruke Newtons 2.lov for rotasjoner: 7,,;, = Ia. Kraftmomentet til
tyngdekraften om rotasjonsaksen i hengselet fant vi i forrige oppgave, og vi far

TG %mgL 39
I imL?> 2L

Dette setter vi na inn i a.,, = r.,« og finner storrelsen til akselerasjonen i vertikal retning:

L3g 3
_ L3y 3,

a =
v 22L 4

Vi velger positiv retning oppover (implisitt fra positiv normalkraft). Siden staven faller

nedover vil a., veere i negativ retning. Dermed far vi ved innsetting i N2L i vertikal

retning, rett etter at staven slippes:

1
N—mg:ma:macm:—Z—lmg:>N:mg—ng:Z—lmg.

Er mekanisk energi bevart i denne situasjonen? Er bevegelsesmengde bevart? Er spinn
bevart? Husk a begrunne svaret ditt.

Lgsning: Mekanisk energi er bevart, siden det ikke er noen ikke-konservative krefter som
gjor et arbeid pa staven. Bevegelsesmengde er ikke bevart, siden det virker en ytre kraft pa
staven (tyngdekraft), som gker bevegelsesmengden. Spinn er heller ikke bevart, siden det
virker et netto kraftmoment fra tyngdekraften pa staven om rotasjonsaksen i hengselet,
og den far en vinkelakselerasjon forskjellig fra null, og spinnet gker.

Bestem vinkelfarten til staven i det den har rotert fra horisontal til vertikal posisjon.

Lgsning: Siden staven ikke er pavirket av luftmotstand eller friksjon er mekanisk energi
bevart. Staven starter i ro og med potensiell energi null. Massesenteret ligger i geometrisk
sentrum av staven. Vi far:

1 1
= —Iw® — ~mgL
0 2w 2mg
11 1 3
§~§mL2w2:§mgL:>w: fg



Oppgave 6  Astronauten

En astronaut slapper av i romskipet sitt, som passerer Jorda med en hastighet pa 0.60c.

(a)

Astronauten i romskipet har en puls pa 65 hjerteslag per minutt. Hva er pulsen til astro-
nauten malt av en observatgr pa Jorda?

Lgsning: Her bruker vi formelen for tidsdilatasjon. Astronauten er i ro i romskipet, derfor
er dette egentiden. En observatgr pa Jorda maler en forlenget tid. Tidsintervall mellom
hvert hjerteslag i romskipet: Aty = 60s/65slag = 0.9231 sekunder mellom hvert slag. Sett
fra Jorda far vi At = yAtg = 1.25-0.9231s = 1.154 sekunder. Antall hjerteslag per minutt
blir da 60/1.154 ~ 52 slag per minutt.

Astronauten far lyst til & male hvor langt romskipet er, og maler med et maleband at
romskipet er 80 m. Sa far astronauten lyst til & kjore fortere enn 0.60c og gker farten til
romskipet. Etter fartsgkningen maler en observatgr pa Jorda at romskipet er 60 m. Hvor
fort kjgrer romskipet na, etter fartsgkningen?

Lgsning: Egenlengden er /[, = 80m. Siden en observatgr pa Jorda maler at lengden
[ = 60m, kan vi bruke formelen for lengdekontraksjon og lgse for relativhastigheten. Vi
far:

l l
=2 = y=2=133.
~y [

Sa vet vi ogsa at

1
’}/ =
V2
T2
Kvadrerer pa begge sider:
1
72 = R
T2
og lgser for v:
2 1

Eksamenssett slutt.



Formelark FYS1100

Zﬁ:md=i—f, hvor ﬁ=mﬁ=m% og d= Z:_Z%

Konstantd: =1y +dt, 7= +vt+dt2, v:—vi=2d-(F—7)
Konstant a: w =wy+at, =0+ wyt+ %atz, w? — wk =2a(0 -0,
Baneakselerasjon: d= ‘;—fﬁT + vr—ZﬁN

Rotasjon: V=0WXT, A=aX7T+ & X (WXT7)

Galilei-transformasjon, referansesystemer: F=R+7, p=V+v, d=d
Fjeerkraft: F(x) = —k(x — xy), luftmotstand: E, = —k¥ eller FE, = —D|B|?
Statisk friksjon: |ﬁ's| < UugN, dynamisk friksjon: |ﬁd| = usN

Arbeid: W, = ftiflf" -vdt = ffﬁ -di = K — K,, kinetisk energi: K= %mv2
Potensiell energi for gravitasjon: U = mgy, for fjeerkraft: U = %k(x — Xg)?

Effekt: P = 11r_1)1 E =F-%

Konservativ kraft: 1D: F(x) = —dU(x), 3D: F = —VU(#)

dx
Impuls: J = fttol Fdt = AB = p(t,) — B(t,)

- = L, d o
Rakettligningen: FeXt + vreld—T =md

Massesenter: R = %Zlmlﬁ MfM 7dm, M=%m= [, dm
Kraftmoment: 7 =7xF, spinn: L=#Xp
. 5 dL .

Spinnsats: T=— Stive legemer: L, =IlLw,, T, = l,a,

Kinetisk rotasjonsenergi: K = %Ia)2 Treghetsmoment: I=Y;mpf = [, p*dm

Parallellakseteoremet: [ = I, + Md? Rullebetingelse: V = wR

Gravitasjon: F(#) =—-G mlmz a,, Uur)=-G mlrmz; G er gravitasjonskonstanten

: u 1

Lorentz-transformasjon: x' = y(x —ut), y' =y, z'=z t' =y (t - C—Zx), y = —

v

Lorentz-transformasjon for hastighet: v’ = 1v T
ez

Tidsdilatasjon: At = yAt, , lengdekontraksjon: [ = 170
Taylor-rekke til en funksjon f(x) om funksjonsargumentet x = a:

1 d d?f(x= 1 d
T () = f(@ + 2~ LD L Ly @G | L gV Gm0)
(x a)‘n.+1 d”“f(x
(n+1)! dxn+1

Restledd: R, (f; a)(x) = 9 hvor { € [x, a] er ukjent.

Difflikninger: Separabel 1.ordens linezer diff-likn.:

d d dp
q() - =p®) = [q(x) dx = [p(t) dt = Q(x) = P(t) + €, med =% = q(x) 0g == = p(t)
2.ordens homogene linezere diff-likn. med konstante koeffisienter:

2
d‘;gt) +p——= dx(t) + qx(t) = 0 = Karakteristisk likn. 22 + pA + g = 0 med generelt to rgtter 1;0g 1,.

Generelle I¢sn|nger. To reelle rgtter: x(t) = Ce*tt + C,e?2t En reell rot: x(t) = C,e?t + C,t et
To komplekse rgtter, 1, = a + ib, 1, = a — ib : x(t) = e*(C, cos(bt) + C, sin(bt))




