-YS1100 Mekanikk og modellering, var 2025
~orelesning uke 4: Differensialligninger og Newtons
over. Buet bevegelse, sirkelbevegelse.

(AMS kap. 4.2, 5.6.1; Kalkulusboka kap 10, spesielt 10.1, 10.4)

Laeringsmal: Kunne Igse 1. ordens separable differensialligninger. Bli vant med at Newtons 2. lov er en
differensialligning. Analytisk Igsning av noen differensialligninger. Buet bevegelse og sirkelbevegelse:
sentripetalakselerasjon og baneakselerasjon.

Beskjeder:

v Studentrepresentanter:
Tuva Bjgrngr Rosland og
Mia Isabel Bernardo -
tusen takk! &

v Oblig 1: rettet ila torsdag
13. februar (Canvas)

v" Oblig 2: legges ut fredag
denne uka

Mandag 10.02.2025
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Repetisjon, bevegelse i 2D & 3D y

A
Bevegelsen er karakterisert ved posisjon, hastighet og akselerasjon. AT~ e"ﬁ
-~
. . N n n ~ > >
Posisjon: ) =x(®)i+y®)jf+z(Ok, P = Jx% +y2 + 22 g P =X
keg — O
— L2
d7 ‘
Hastighet (fart): v(t) = — = v, ()i + v, ()] + v,(O)k dx d dz
dt dt dt
(Stgrrelsen pa) fart: v = [V] = \/v,? +v§ + vZ
dv - dv, d?*x
ion: d(t) =— =a, ()i +a, ()] + a,(t)k a,(t) =—=—, ...
Akselerasjon: (t) dt x(6) ) y( )i \ 2( )J x(6) dt dt
Skalar: stgrrelse, men ingen retning Notasjon: Bevegelsesligninger:
Eksempel: masse, temperatur, lengde, fart, ... m, T, v helt analogt med 1D,

men nd med
Vektor: stgrrelse 0g retning (sjekk ut «Grusomme meg» der Gru mgter Vektor for fgrste gang &) vektorstgrrelser
Eksempel: posisjon, hastighet, akselerasjon, kraft, ... 7,7V, a, F

10/02/2025 NB: akselerasjon kan endre bade fart og bevegelsesretning



i Mentimeter Postskip

www.menti.com kode 3709 7825

Et skip som leverer post, skyter samtidig to pakker til to fiskebatene A og B. Initialfarten v, er den
samme for begge pakkene, men vinklene i forhold til horisontalen er forskjellige. Pakkene folger
parabolske baner. Hvilket skip far pakken sin fgrst?

A. skip A
skip B Postskip

@

C. skipene blir truffet
samtidig

15 v

11 x

10/02/2025 4
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Eksempel: Pakke som skytes fra et postsklp

[% lysbilde med skriblerier pa iPad “‘\\]
En pakke skytes ut fra bakkeniva med fart v, og vinkelen

a. Hvilket skip far pakken forst? —
Imtlalbetmgelser —~(t=0) =

\/(t“O> \/c) =V, COSO(/L/ + "\, &f\o(,d

Forenklet modell: {2 | h\!zk 'z o = 6

uten luftmotstand =
:7 2 = ) N = O = —
ﬂ J J X J aj 8

—tf
. -~ — A :
Haszigthe; ?/ . f g (_t( >0CC — \/O> - ﬁt\) Konstant hastighet v,
V 9, v, storre for liten vinkel a
\[X Ct) O COS °i“) = kowmst. MEN: skip A ligger naermere...
\/&Ct> = Vo Stnoel gt
postskip
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Eksempel: Pakke som skytes fra et postskip

[‘\\ lysbilde med skriblerier pa iPad ‘Q] .
Hastighet:  #(t) _& gt] 2 t Initialbetingelse: 7(0) =7, =0

Posisjon: K[t) f- +- j\/(’t)Ol/_t _7dt “—5 ?taj

Pa komponentform: )((.‘t) = \/dt COS ol
() =Vt S L 1°
|ﬂ J - a N ol — 2 9

| - 1
Skipet skyter ved tid t; = 0 5 L‘Q) :”OVV\, :__> \/d% Watd —"L?b — O
Prosjektilet treffer ved tid ¢;: R _ ) —y

\IO Sur AL = By ﬁ‘t1

>ty = RVo S BE

Postskip Tiden t; er kortere for en liten vinkel «
g L A B = skip B blir truffet fgrst.
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Eksempel: Pakke fra et postskip (oppsummert)

Postskip

7 Vi har brukt oppskriften* var: 1. finn initialbetingelser
*Lgsningsoppskrift, AMS, 2. identifiser krefter
side 166, figur 6.11 3. l@s bevegelsesligninger (integrasjon)
4. tolk bevegelsesligninger (algebra)

Trygg metode! &4 sikker mate a finne svaret

Argumentasjon som trenger litt erfaring:

* Dbevegelsen i x- og y-retning er koblet fra hverandre:
— konstant hastighet i x-retning, bevegelse med konstant akselerasjon i y-retning

* parabelbanen er symmetrisk: det tar like lang tid 8 komme opp som ned

* jo hgyere den maksimale hgyden er, jo lengre tid tar det a falle ned
10/02/2025



Differensialligninger
| en vanlig ligning er den ukjenteettall: 3—x=1

| en differensialligning er den ukjente en funksjon.

Ligningen gir sammenhengen mellom den ukjente funksjonen og (noen av) dens deriverte.
o S St RA R en

Jeg legger ut et eget notat pa diff-ligninger pa Canvas & Se ogsa:

https://www.matematikk.net/side/Introduksjon til differensiallikninger

ma m d ﬁ kk, n ei' Forside =~ Fag~  Matteprat~  Eksamensoppgaver ¥

Introduksjon til differensiallikninger

Innhold  [skjul]

1 Innledning
2 Ordenen til en diff.ligning
3 Forsteordens linezere ligninger
3.1 Homogene og inhomogene farsteordens diff.ligninger
3.2 Integrerende faktor
3.3 Separable differensiallikninger
4 Homogene linezere andreordens diff.ligninger med konstante koeffisienter
5 Initialverdiproblemer
6 Retningsdiagram

10/02/2025
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Fra UIO GPT

6 Differential equations are crucial in physics for several reasons:

1. Describing Change: Many physical phenomena are dynamic, meaning they
change over time or space. Differential equations allow physicists to model
these changes mathematically. They are essential for describing how
physical quantities such as velocity, acceleration, temperature, and pressure
evolve.

. [Fundamental Laws: The fundamental laws of physics, such as Newton's
laws of motion, Maxwell's equations for electromagnetism, Schrédinger's
equation for quantum mechanics, and Einstein's field equations for general
relativity, are naturally expressed as differential equations. These equations
link physical laws with mathematical expressions of rates of change.

. Predictive Power: Once a physical system is modeled with differential
equations, they can be used to predict future behavior. This predictive
capability is critical for both theoretical research and practical applications,
such as engineering designs, weather forecasting, and understanding
astronomical phenomena.

. Universality and Flexibility: Differential equations apply to a wide range of
physical systems and are versatile tools for different areas of physics. This
universality enables the same mathematical frameworks to be used across @
different subfields, from fluid dynamics to electromagnetism to quantum

10/02/2025 mechanics.




Formelarket og noen ekstra eksempler &

Difflikninger: Separabel 1.ordens linezer diff-likn.:

d d dP
q(x)-Z=p(t) = [q(x)dx = [p(t) dt = Q(x) = P(t) + €, med == = q(x) 0g =~ = p(t)
2.ordens homogene linezre diff-likn. med konstante koeffisienter:

d?x(t) dx(t) 5 s 6 2
2z TPt gx(t) = 0 = Karakteristisk likn. 1 + pA + g = 0 med generelt to rgtter A,0g A,.

Generelle Igsninger: To reelle rgtter: x(t) = C;e*1t + C,e?2t En reell rot: x(t) = C,e?t + C,t e*
To komplekse rgtter, A, = a + ib,A, = a — ib : x(t) = e**(C, cos(bt) + C, sin(bt))

Noen typiske eksempler i boka:
» Separabel 1.ordens lineaer diff-ligning: vanndrape som faller i lufta, AMS 5.6.1

e 2.ordens homogen diff-ligning: en kloss i en fjaer som henger i taket, AMS 5.7.1

Vi skal snakke om 2.ordens diff-ligninger seinere i kurset &



Fellesoppgave: sandkorn i vannet

[% lysbilde med skriblerier pa iPad ‘%]
Et sandkorn synker i vannet med akselerasjon: a(t) = —ay — cv(t)
hvor ay = 6.2 m/s?> ogc = 1.8 571
Hvor lang tid tar det a synke fra overflaten til bunnen pa 2.0 m dybde?

AN ‘ _ —_ = .0
o === s Initialbetingelser: X (o= Og> = Xg 2 O
N PR V (£,=05) =V, = 0.0/
0 RN tO -~ 0.0 8

Vi kjenner akselerasjonen: @Cf) — L: @6 — C\/[t>)

Vi ma Igse differensialligningen: +) = dZX 0(>< <~
i ma lgse di ialligni @CB___/:__QO__Cﬁ)POQLgOO/\/
— V4 ) (/\Q;t
&Cf) - ol =~ Q —CN |, ﬁ&?ﬂfj (Fort)
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27Urws/&,f = bnlx) +

Analytisk: sandkorn i vannet
[xlysblldestkrlbIerlerpa|Pad‘\] D~ Sl & @ ! B -d:t (C )
@/~—©~C\/[t> ")CX\/:—(@_"C\/>OCL~> Dy +CV

o k.
Smbﬁmgsr\ %LA,: o +C\fi]} h>&v(’<>,_ c = AV = =

—

Sttt e (D0 A1 o gt = du _ ot
— u-mc/ Mjf,t (L .
[ nKegyerer: f d = —c (ot D lnlLuw]-nluo) = ;CT on
- "C_t va e w(0)?
‘:;52 - i(c)_t’ w7 g CE@ W ()=w0)e  |rD=ocrcbza

(@Lr@xCUﬂJCd/U/NA[iq ‘lj - @

J ) \/‘
T Ualer hk v et o e o

—lgogl
m(t} L@zfrc ct o> \/C’tﬁzO- %[:O ~ij‘:§0=\4_

| Terminalhastighet 12
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} stfc/‘-tj@,b(d% :tebf—\— c

Analytisk: sandkorn i vannet —

[\ lysbilde med skriblerier pa iPad %] PO PN a2y SO I fbkr\,(n}lOOr\ QU 'bli

—cC
V()= "=, BTN —vp e = ?gc

c  C = T /
' WtCEW 7@0 —cl

t - f ot
/XoUC = fd}( f\L (V& @/ jOUE \Zr SR
x[o)/_] O 4 -C_t Vs _—Ct
]><Uc3 X(@) :\/Tt —\/- —;e = \/TJC —~+ g [6 “i]
D) O ==
p@%%\i\gw\:‘\ XCﬁ)f— X(O> +@+ V e - i]
el s th — AN
g;\ XCt O) Xo —+= ?—O + MT C 1 _i] @
H\/‘& n~a ol KC-t»z) = O n~e ¢ _2

Vi har funnet en funksjon som beskriver posisjonen, men vi kan ikke
10/02/2025 l@se ligningen x(t) = 0 analytisk. (Vi kunne gjgre det numerisk.) 13



vt = Ve YL +\ Gc))
Eksempel: skratt kast med luftmotstand «

[\ lysbilde med skriblerier p& iPad ] N — ) — /L,__

Fngram,tennisball: NQ% Z—Pexlc — JLB + & = — D \/) v mﬁJ’MQ
— S —
= 2 V%

&—~ — - ext’ _ D v _ 7 Ny B AV
(P @ > _,m_/\/ — _V\_f_\/ I v X 9 \)‘ ) 1\/[ f X Y
. NE R )

G:éw@(c@a caft Vv = UL ANV L\/X VY ),

Komponenter:

6)>< — OL\& . 2 chz t \,32 \/Y Koblet bevegelse:

-t v Ay = Ay (Vy, Vy)
D — i\—{g - — ___D__ \£<9_+\f AN — ay = ay, (Vy, vy)
) At o 79 J

Vi kan ikke Igse bevegelsesligningen for hver komponent separat! ) i @
Vi ma lgse bevegelsesligninger for x- og y-retning samtidig! & Numerisk |¢5mng
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Fri og betinget bevegelse

2

B

10/02/2025

Betinget bevegelse:—

Banen er gitt

Kreftene og initialbetingelser
bestemmer hvordan objektet
beveger seg pa denne banen

<—Fri bevegelse:

Bevegelsen bestemmes av
kreftene og initialbetingelsene

Samme initialbetingelser
= samme bevegelse pa samme bane

Forskjellige initialbetingelser
= forskjellige baner

15



Linezer betinget bevegelse, eksempel: perle pa en snor

[Q\. lysbilde med skriblerier pa iPad Q..]

Posisjonen til legemet:

= hvor langt har legemet kommet langs banen?
—> vi maler strekningen s(t) langs banen

J”

-

Her er det enkelt:

SCtt) = x(t)

Perlen kan ikke bevege seg utenfor snoren.

Hastighet s
_ —) o r AX A AdS A
Snoren gir en betingelse for bevegelsen til perlen \/ C{) = — - —,_ L = —
= betinget bevegelse ol 0(76 ot

. , Parametrisering av banen:
Vi velger et koordinatsystem:

» strekning langs banen: s(t)
* posisjonen i rommet: banen 7(s(t))

— N
X (1) = X (Ot o ) .
Perlen beveger seg langs x-aksen. v (t) = l VC‘E)] = _O_(-——k

10/02/2025 16



Buet betinget bevegelse, eksempel: bil kjgrer en sving &%

[°\ lysbilde med skrlblerler pa iPad Q\]

Uy %%ﬁb@

ech
S GC&

10/02/2025

Posisjonsvektor: 7 (t) Kjgrelengde (strekning) langs banen: s(t) NB\_
Vi parametriserer banen med kjgrelengden: 7(s(t)) {/

/\
Hastigheten er tangentiell til banen: @C’b} = \/ Ct) - L/L,_I_C’t)

Tangentialvektor: /OLT' - /Q\,FCS [;t‘)>

er avhengig av hvor pa banen bilen er og dermed ogsa tidsavhengig.

Vi kan male farten langs banen: \/C‘t) ~ I —\’1/ C‘t)) — AS

For smd intervaller As, A7: endring i kjgrelengde As og forflytning A7 = det samme:

—\ o — r*%
Aé//&;lhf}&\m—ra[ At -0
Forflytningsvektoren peker i tangentiell retning for veldig sma tidssteg At:

AP o O (s

/

U~

As TS P AP As WLSMCH m@l

= JCH = 3E T As LT o



Takk for i dag! ‘&
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