
FYS1100 Mekanikk og modellering, vår 2025
Forelesning uke 4: Differensialligninger og Newtons 
lover. Buet bevegelse, sirkelbevegelse.
(AMS kap. 4.2, 5.6.1; Kalkulusboka kap 10, spesielt 10.1, 10.4)

Mandag 10.02.2025

Beskjeder:
ü ...

Læringsmål: Kunne løse 1. ordens separable differensialligninger. Bli vant med at Newtons 2. lov er en 
differensialligning. Analy3sk løsning av noen differensialligninger. Buet bevegelse og sirkelbevegelse: 
sentripetalakselerasjon og baneakselerasjon.
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🐆 Repe+sjon, bevegelse i 2D & 3D
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Bevegelsen er karakterisert ved posisjon, has3ghet og akselerasjon.

!𝑘
𝑧

𝑥

𝑦

̂𝚤

̂𝚥

NB: akselerasjon kan endre både fart og bevegelsesretning

Has$ghet (fart): 𝑣⃗ 𝑡 =
𝑑𝑟
𝑑𝑡 = 𝑣! 𝑡 ̂𝚤 + 𝑣" 𝑡 ̂𝚥 + 𝑣#(𝑡)!𝑘

Posisjon: 𝑟 𝑡 = 𝑥 𝑡 ̂𝚤 + 𝑦 𝑡 ̂𝚥 + 𝑧 𝑡 !𝑘, 𝑟 = 𝑥$ + 𝑦$ + 𝑧$

Akselerasjon: 𝑎⃗ 𝑡 =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡 = 𝑎! 𝑡 ̂𝚤 + 𝑎" 𝑡 ̂𝚥 + 𝑎#(𝑡)!𝑘

𝑣! 𝑡 =
𝑑𝑥
𝑑𝑡
, 𝑣" 𝑡 =

𝑑𝑦
𝑑𝑡
, 𝑣# 𝑡 =

𝑑𝑧
𝑑𝑡

𝑎! 𝑡 =
𝑑𝑣!
𝑑𝑡 =

𝑑$𝑥
𝑑𝑡 , …

Skalar:  størrelse, men ingen retning
Eksempel: masse, temperatur, lengde, fart, ...

Vektor: størrelse og retning (sjekk ut «Grusomme meg» der Gru møter Vektor for første gang 😄)
Eksempel: posisjon, hasBghet, akselerasjon, kraC, ...

Notasjon:

𝑟, 𝑣⃗, 𝑎⃗, 𝐹⃗

𝑚, 𝑇, 𝑙, 𝑣

(Størrelsen på) fart: 𝑣 = 𝑣⃗ = 𝑣!$ + 𝑣"$ + 𝑣#$

Bevegelsesligninger: 
helt analogt med 1D, 
men nå med 
vektorstørrelser



www.men&.com kode XX
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http://www.menti.com/


Eksempel: Pakke som skytes fra et postskip
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a
IniBalbeBngelser: 

𝐺⃗

Forenklet modell: 
uten luCmotstand

HasBghet: Konstant hasBghet 𝑣!

MEN: skip A ligger nærmere...

𝑣! større for liten vinkel 𝛼

En pakke skytes ut fra bakkenivå med fart 𝑣! og vinkelen 
𝛼. Hvilket skip får pakken først? 

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]

Postskip



Eksempel: Pakke som skytes fra et postskip
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HasBghet: IniBalbeBngelse:𝑣⃗ 𝑡 = 𝑣⃗% − 𝑔𝑡 ̂𝚥

Posisjon:

𝑟 0 = 𝑟% = 0

Tiden 𝑡& er kortere for en liten vinkel 𝛼
Þ skip B blir truffet først.

På komponenNorm:

ProsjekBlet treffer ved Bd 𝑡&: 

Skipet skyter ved Bd 𝑡% = 0

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]

Postskip



Eksempel: Pakke fra et postskip (oppsummert)
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📝 Vi har brukt oppskri2en* vår:

Trygg metode! ✅ sikker måte å finne svaret  

Argumentasjon som trenger li@ erfaring:
• bevegelsen i x- og y-retning er koblet fra hverandre:

– konstant hasAghet i x-retning, bevegelse med konstant akselerasjon i y-retning
• parabelbanen er symmetrisk: det tar like lang Bd å komme opp som ned
• jo høyere den maksimale høyden er, jo lengre Bd tar det å falle ned

1. finn iniBalbeBngelser
2. idenBfiser kreCer
3. løs bevegelsesligninger (integrasjon)
4. tolk bevegelsesligninger (algebra)

Postskip

*LøsningsoppskriH, AMS, 
side 166, figur 6.11



Differensialligninger  

10/02/2025 8

I en vanlig ligning er den ukjente et tall: 3 – x = 1

I en differensialligning er den ukjente en funksjon. 
Ligningen gir sammenhengen mellom den ukjente funksjonen og (noen av) dens deriverte.

Jeg legger ut et eget notat på diff-ligninger på Canvas ☺ Se også:
hYps://www.matemaBkk.net/side/Introduksjon_Bl_differensiallikninger  

https://www.matematikk.net/side/Introduksjon_til_differensiallikninger


Fra UiO GPT 
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Formelarket og noen ekstra eksempler 👍
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Noen typiske eksempler i boka: 
• Separabel 1.ordens lineær diff-ligning: vanndråpe som faller i lu^a, AMS 5.6.1 
• 2.ordens homogen diff-ligning: en kloss i en `ær som henger i taket, AMS 5.7.1

Vi skal snakke om 2.ordens diff-ligninger seinere i kurset ☺ 



Fellesoppgave: sandkorn i vannet 
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Et sandkorn synker i vannet med akselerasjon: 𝑎 𝑡 = −𝑎! − 𝑐𝑣(𝑡)
hvor 𝑎! = 6.2m/s" og 𝑐 = 1.8 s#$
Hvor lang Dd tar det å synke fra overflaten Dl bunnen på 2.0 m dybde?

IniDalbeDngelser:

Vi kjenner akselerasjonen:

Vi må løse differensialligningen: 

11

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Analy+sk: sandkorn i vannet
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[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Analy+sk: sandkorn i vannet
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Vi har funnet en funksjon som beskriver posisjonen, men vi kan ikke 
løse ligningen 𝑥 𝑡 = 0 analyDsk. (Vi kunne gjøre det numerisk.) 13

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Eksempel: skråD kast med luEmotstand 🎾
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Frilegemediagram, tennisball:

Vi kan ikke løse bevegelsesligningen for hver komponent separat! 
Vi må løse bevegelsesligninger for x- og y-retning sam$dig!😱 Numerisk løsning 😎

Komponenter:

Koblet bevegelse:

𝑎! = 𝑎!(𝑣! , 𝑣")

𝑎" = 𝑎"(𝑣! , 𝑣")

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Fri og be+nget bevegelse 
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BeDnget bevegelse:→

←Fri bevegelse:

Bevegelsen bestemmes av 
kre2ene og ini3albe3ngelsene

Samme iniBalbeBngelser 
Þ samme bevegelse på samme bane

Banen er giY

KreCene og iniBalbeBngelser 
bestemmer hvordan objektet 
beveger seg på denne banen

Forskjellige iniBalbeBngelser 
Þ forskjellige baner



Lineær beHnget bevegelse, eksempel: perle på en snor  
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Perlen kan ikke bevege seg utenfor snoren.  

Snoren gir en be3ngelse for bevegelsen Bl perlen
Þ beBnget bevegelse 

Posisjonen Dl legemet:
Þ hvor langt har legemet kommet langs banen?
Þ vi måler strekningen 𝑠(𝑡) langs banen

Her er det enkelt:

HasBghet:

Vi velger et koordinatsystem:

Perlen beveger seg langs x-aksen.

• posisjonen i rommet: banen  𝑟(𝑠(𝑡))
Fart: 

• strekning langs banen: 𝑠(𝑡)
Parametrisering av banen:

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Buet beHnget bevegelse, eksempel: bil kjører en sving 🚙
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Posisjonsvektor: 𝑟(𝑡) Kjørelengde (strekning) langs banen: 𝑠(𝑡)

Vi parametriserer banen med kjørelengden: 𝑟(𝑠(𝑡))

HasBgheten er tangenBell Bl banen:

TangenBalvektor: 

er avhengig av hvor på banen bilen er og dermed også 3dsavhengig.

Vi kan måle farten langs banen:

𝑟%

𝑟&

𝑣⃗&

𝑣⃗%

Forflytningsvektoren peker i tangen3ell retning for veldig små Bdssteg ∆𝑡:
!∆

∆𝑟

For små intervaller ∆𝑠, ∆𝑟: endring i kjørelengde ∆𝑠 og forflytning ∆𝑟 ≈ det samme:
!∆

∆𝑟

𝑟%

𝑟&

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Buet beHnget bevegelse 🚙
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Normalkomponent av akselerasjonen:
• forandring av bevegelsesretningen
• akselerasjon som trengs for å bli på banen

Tangen3alkomponent av akselerasjonen:
• forandring av farten langs banen (størrelsen Bl hasBgheten)

Lokale koordinater:
koordinatsystem av 
tangenBell vektor A𝑢' og 
normal vektor A𝑢( som følger 
med objektet langs banen

𝑎⃗ 𝑡 =
𝑑𝑣
𝑑𝑡 A𝑢' +

𝑣$

𝜌 A𝑢( = 𝑎' A𝑢' + 𝑎( A𝑢(

sentripetalakselerasjon

tangen3alakselerasjon

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Eksempel: konstant fart langs en sirkelbane (1) 
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Legemet beveger seg med konstant fart og 
har ingen akselerasjon langs sirkelbanen.

Sentripetalakselerasjonen har konstant størrelse (fordi 
farten er konstant) og peker inn mot sirkelens sentrum.

TangenBalakselerasjon:

Sentripetalakselerasjon:

Et legeme beveger seg med konstant fart på en sirkelbane med radius R.
[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Eksempel: konstant fart langs en sirkelbane (2) 
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R
j

Et legeme beveger seg på en sirkelbane med radius 𝑅 med konstant fart 𝑣. 
Det tar en Dd 𝑇 for et helt omløp. 

Konstant fart Þ ingen tangenBal(bane-)akselerasjon Sentripetalakselerasjon 👍

Farten er konstant: 

Vinkelfart 𝝎, enhet rad/s

Her er vinkelfart konstant:

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



www.men&.com kode XX
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http://www.menti.com/


www.men&.com kode XX

10/02/2025 22

http://www.menti.com/


Tennisball i en snor 🎾

10/02/2025 23Snordraget er større enn tyngden Bl ballen.

Snordraget 𝑇,
kraC fra snoren på ballen

Gravitasjon 𝐺⃗:

(Vi ser bort fra lu2motstand.)

Snoren kan bare dra, ikke dyYe: 𝑇 > 0

Minimalfart for å holde snordraget posiBvt!

N2L i y-retning:

Sentripetalakselerasjon 
mot sirkelens sentrum:

𝑇

𝐺⃗

𝑇
𝐺⃗



www.men&.com kode XX
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Eksempel: En bil kjører over en bakketopp 🚗
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Ver$kale kre$er:

• normalkra$ fra bakken:

• gravitasjon:

Vi neglisjerer luCmotstand 
og friksjonskreCer 😜

𝑁 = 𝑁 ̂𝚥

𝐺⃗ = −𝑚𝑔 ̂𝚥

N2L i y-retning:

Be3ngelse: Bil i kontakt med bakken: Sentripetalakselerasjon 
(peker inn mot sentrum i sirkelen)

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Takk for i dag! 😀
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