
FYS1100 Mekanikk og modellering, vår 2025
Forelesning uke 8: Energiprinsippet. Numerisk derivasjon og 
integrasjon
(AMS 11.4, 6.2, 7.5)

Mandag 10.03.2025

Læringsmål: Vite hva numerisk derivasjon og 
integrasjon er og hvordan det brukes i praksis. Se 
på betydningen av størrelsen på !dsintervallet. 

Beskjeder:
ü ...



Midtveiseksamen ☺
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Skri%lig, digital eksamen med Inspera:
h"ps://www.uio.no/studier/eksamen/inspera/index.html

1. Tid og sted: <rsdag 18. mars kl. 15-18, Silurveien. OBS: sjekk hvor du 
skal møte i Studentweb! Møt i god !d!

2. Digital eksamen med 20 flervalgsoppgaver, PC-er er på plassene på 
Silurveien (NB: ikke lov å ha med egen PC <l eksamen!)

3. Pensum: alt vi har gjennomgåQ så langt + denne ukas temaer: grovt 
seQ fra og med kapiQel 3 <l og med kapiQel 11 i læreboka, og 
notatet om diff-ligninger, og noen delkapitler fra Kalkulus-boka (se 
liste som legges ut i Canvas)  

4. TillaQe hjelpemidler: godkjent kalkulator og RoQmann
5. Formelark er <lgjengelig i Inspera

«Trøsterunde» 🤗:
Om dere lurer på noe i selve oppgaveteksten, kommer jeg innom 
og går en runde ca. kl. 16 og ca kl. 17. Jeg kan ikke svare på om 
dere har gjort rik<g! Kun avklare selve oppgaveteksten.  

https://www.uio.no/studier/eksamen/inspera/index.html


Ikke-konserva0ve kre1er og energiprinsippet 💃
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Vi kan dele opp ne-okra/en vår i 
• Den konserva4ve kra/en (eller summen av dem): 𝐹⃗
• Den ikke-konserva4ve kra/en (eller summen av dem): 𝑓

Vi vet at for en konserva4v kra/, 
kan vi finne et potensial slik at:

Arbeid-energi-teoremet:

Forandring i den mekaniske energien arbeid gjort av ikke-konserva:ve kre%er 😀=

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



a
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Eksempel: bok på et skråplan 📘
Friksjon: 𝑓 = 𝜇!|𝑁|

Hvor ble det av energien DE? 🤔

G

𝑥

𝑦

Forandring i mekanisk energi:

N2L i y-retning:

Potensiell energi:

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]

Ei bok sklir på et skråplan med helnings-
vinkel 𝛼 og med friksjons-koeffisient 𝜇!. Vi 
ser bort fra lu/motstand. Hva er farten 𝑣" 4l 
boka når den har sklidd ned skråplanet?
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Termisk energi ☕
Friksjon Þ atomære vibrasjoner

kinetisk og potensiell energi på mikroskopisk nivå

Mikroskopiske bevegelser Þ varme

Friksjon varmer boka og planet 
Þ temperaturen i systemet «bok + skråplan» øker

Energien i hele systemet er bevart:

Arbeid fra en ytre kra/:
• jeg skyver boka opp
• jeg lø/er boka opp

Lukket system:

• konserva4ve kre/er
kine4sk Û potensiell energi

• ikke–konserva4ve kre/er
(dissipa4ve kre/er)
mekanisk Þ termisk energi 

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Prak0sk 0ps 0l ukas hovedtema ☺
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Hans Pe)er Langtangen: «A Primer on Scien5fic Programming with Python»
h.ps://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-30293-0%20
GraDs å laste ned fra UiO-ne.et! 👍
NB: Python 2.7 (kan bruke f.eks. UiOs ChatGPT Dl å overse.e)

Kapi.el 3: FuncDons and Branchings

Kap. 3.1.12

https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-30293-0


Prak0sk 0ps 0l ukas hovedtema ☺
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Joakim Sundnes: «Introduc5on to Scien5fic Programming with Python»
GraDs å laste ned fra UiO-ne.et! 👍 NB! Python3 🥰
h.ps://link.springer.com/book/10.1007/978-3-030-50356-7

Kapi.el 4: FuncDons and Branchings

https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-030-50356-7


Numerisk derivasjon 
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Definisjonen av den deriverte: 𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

= lim
!"→$

𝑓 𝑥 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥)
Δ𝑥

Numerisk derivasjon: diskreDserer f(x) og x

I praksis kan vi ikke regne ut for alle mulige verdier, vi må gjøre et (klokt) utvalg 🤓

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]

Newtons kvotient: 



Eksempel: Mars Express 
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Datafil (“low resoluDon”, marsexpresslr.txt): 
Tid (dager) x (km) y (km) z (km)

30-dagers intervaller

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Eksempel: Mars Express: forflytning og endring i 𝑣⃗
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Python-script: marsexpress.py



Fellesoppgave: Mars Express: has2ghet og akselerasjon 
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Datafil (“high resoluDon”, marsexpresshr.txt) på semestersiden: 
Tid (dager) x (km) y (km) z (km)



Fellesoppgave: Mars Express: has2ghet og akselerasjon 
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Python-script: marsexpress_v_and_a.py

Hva skjer med akselerasjonen?? 🤯🤔



Numerisk integrasjon 
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En funksjon 𝐹(𝑥) som er den integrerte av en annen funksjon 𝑓 𝑥 : 𝑓 𝑥 =
𝑑𝐹(𝑥)
𝑑𝑥

⟹ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝐹For en endelig endring i 𝐹, 𝑑𝐹 → Δ𝐹:

“Forward Euler” Bedre metode: Euler-Cromer 👍

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



En bordtennisball blir kastet på skrå mot bakken 🏓
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Hva skjer e"er at ballen treffer bakken? 🤔



Hva skjer e$er at ballen treffer bakken? 🤔
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Ball som spreQer fra 
gulvet i én dimensjon.

Normalkrafen virker all<d ver<kalt oppover uanse( i hvilken retning ballen beveger seg.

Normalkrafen 
oppstår hvis: 

Ballen deformeres 
Þ vi modellerer normalkraften 

som en fjærkraft: 

[✏ lysbilde med skriblerier på iPad✏]



Fellesoppgave: bordtennisball 🏓
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Frilegemediagram:
Kontaktkrefer:
• lufmotstand
• normalkraf

Langtrekkende kraf:
• gravitasjon

Alle (ytre) krefer har årsak i omgivelsene og 
virker på objektet (=ballen)

(Vi ser bort fra friksjon mellom ballen og gulvet.)

normalkraf:
fra gulvet på ballen,
posisjonsavhengig, 
oppover (vinkelreQ på gulvet)

𝑁 = '
+𝑘 𝑅 − 𝑦 𝑡 ̂𝚥 𝑦 < 𝑅

0 𝑦 ≥ 𝑅

Kra2modeller:

lufmotstand:

fra lufen på ballen,
has<ghetsavhengig, 
mot bevegelsesretning𝐹⃗! = −𝐷 𝑣⃗ 𝑣⃗

gravitasjon:
fra jorden på ballen, konstant,
nedover (mot jordens sentrum)𝐺⃗ = −𝑚𝑔 ̂𝚥



Fellesoppgave: bordtennisball 🏓 (numerisk) 
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Lu/motstand: 𝐹⃗! = −𝐷 𝑣⃗ 𝑣⃗

Normalkraft: 𝑁 = '
+𝑘 𝑅 − 𝑦 𝑡 ̂𝚥 𝑦 < 𝑅

0 𝑦 ≥ 𝑅

Gravitasjon: 𝐺⃗ = −𝑚𝑔 ̂𝚥

N2L: 𝐹⃗"#$ =:𝐹⃗#%$ = 𝐹⃗! + 𝑁 + 𝐺⃗ = 𝑚𝑎⃗

𝑎⃗ =
𝐹⃗"#$
𝑚



Fellesoppgave: bordtennisball 🏓 (numerisk) 

10/03/2025 18Python-script: spreQende_ball.py



Fellesoppgave: bordtennisball 🏓 (numerisk) 
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Fellesoppgave: bordtennisball 🏓 (numerisk) 
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Fellesoppgave: bordtennisball 🏓 (numerisk) 
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Resultater, bordtennisball 🏓 (numerisk) 
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Ikke perfekt:
• Ingen dempning i fjærkraften
• Ingen friksjon
• (Ingen rotasjon)

Men ikke så helt galt heller 😀



Resultater, bordtennisball 🏓 (numerisk) 
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Dempet bevegelse 
i x- og y-retning 
→ skyldes 
lufmotstanden



Δ𝑡 = 0.007s

Hva med valg av størrelsen på 0dsintervallet? 🤔
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Δ𝑡 = 0.001s Δ𝑡 = 0.010s



www.men&.com kode XX
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http://www.menti.com/


Δ𝑡 = 0.010s

Hva er det som skjer? 🤔
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For små 4dsintervaller Dt:

𝑎⃗ 𝑡 = lim
∆$→&

𝑣⃗ 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑣⃗(𝑡)
∆𝑡

𝑎⃗ 𝑡 ≈
𝑣⃗ 𝑡 + ∆𝑡 − 𝑣⃗(𝑡)

∆𝑡

Δ𝑡 = 0.001s

Δ𝑡 = 0.007s

Kontakt med bakken: 
Normalkra/en er stor og virker i et kort 4dsintervall.
Store forandringer i vy og ay.

Bevegelse gjennom lu/a: 
jevn uten brå endringer (vx,ax).



Takk for i dag! 😀
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