
FYS1105 – Formelsamling

Krefter

• Newtons 2. lov: F = mr̈ = dp
dt ; p = mṙ

∗ Kartesiske koordinater (3D): Fx = mẍ, Fy = mÿ, Fz = mz̈

∗ Polare koordinater (2D): Fr = m
(
r̈ − rϕ̇2

)
, Fϕ = m

(
rϕ̈+ 2ṙϕ̇

)
• Newtons 2. lov i ikke-inertielle systemer:

∗ System med akselerasjon A: mr̈ = F+ Finertial; Finertial = −mA

∗ System som roterer med konstant vinkelhastighet Ω: mr̈ = F + Fcor + Fcf; Fcor = 2mṙ × Ω,
Fcf = m(Ω× r)×Ω

• Arbeid utført av en kraft F langs en kurve C mellom r1 og r2: W (r1 → r2) =
∫
C
F · dr

• Konservativ kraft F:

∗ F(r) = −∇U(r)

∗ U(r) = −W (r0 → r)

• System av N partikler: Fext = Ṗ

Spinn og kraftmoment

• Én partikkel:

∗ ℓ = r× p

∗ Γ = r× F = ℓ̇

• System av N partikler:

∗ L =
∑N

i=1 ℓi

∗ Dersom de interne kreftene mellom partiklene er sentrale: L̇ = Γext, der Γext er det netto eksterne
kraftmomentet p̊a systemet.

Variasjonsregning

Et integral

S =

∫ x2

x1

f [y(x), y′(x), x]dx,

er stasjonært for veien y(x) som oppfyller Euler-Lagrange-likningen:

d

dx

∂f

∂y′
− ∂f

∂y
= 0.
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Lagrange-mekanikk

• Lagrangefunksjonen (N frihetsgrader): L[q1(t), q2(t), . . . , qN (t), q̇1(t), q̇2(t), . . . , q̇N (t), t] = T − U

• Prinsippet om minste virkning: Den fysisk realiserte veien til et system fra punkt 1 til punkt 2 er den
som minimerer virkningen S =

∫ t2
t1

Ldt

• Lagrange-likningene: d
dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0, for i = 1, 2, . . . , N

Tolegemeproblemer

For to legemer med posisjon og masse hhv. r1 og m1, og r2 og m2:

• Redusert masse: µ = m1m2

m1+m2

• Massesenter: R = m1r1+m2r2
m1+m2

• Relativ posisjon: r = r1 − r2

• Gravitasjonelt tolegemeproblem:

∗ r = x̂r cosϕ+ ŷr sinϕ = rr̂

∗ F = −Gm1m2

r2 r̂ ≡ − γ
r2 r̂, γ = Gm1m2

∗ Kepler-bane: r(ϕ) = c
1+ϵ cosϕ ;

· c = ℓ2

γµ ; ℓ = µr2ϕ̇ er det bevarte spinnet i z-retningen

· Energien til systemet E = γ2µ
2ℓ2

(
ϵ2 − 1

)
er bevart

Rotasjon av stivt legeme

• L = L(bevegelse av CM) + L(bev. relativt CM)

• T = T (bevegelse av CM) + T (bev. relativt CM)

• L = Iω, der Ixx =
∑

α mα

(
y2α + z2α

)
, etc., og Ixy = −

∑
α mαxαyα, etc.

• T = 1
2ω · L, T = 1

2Izω
2

• L̇(bev. relativt CM) = Γext(om CM).
L̇(bev. av CM) = R× Fext

Oscillatorer

• Enkel harmonisk oscillator: ẍ = −ω2x

• Bevegelseslikning n koblede oscillatorer: Mq̈ = −Kq

∗ q: Kolonnevektor for de n generaliserte koordinatene, qT = (q1, . . . , qn), der q = 0 ved et stabilt
likevektspunkt

∗ M: n× n generalisert “masse”-matrise; T = 1
2

∑
j,k Mjkq̇j q̇k

∗ K: n× n generalisert “fjærkonstant”-matrise; U = 1
2

∑
j,k Kjkqjqk

• Normalmodus: q(t) = Re
(
aeiωt

)
, der a er en konstant kolonnevektor.
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Hamilton-mekanikk

• Hamiltonfunksjonen (N frihetsgrader): H(q,p) =
∑N

i=1 piq̇i − L, hvor pi = ∂L
∂q̇i

• Hamilton-likningene: q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = −∂H
∂qi

, for i = 1, 2, . . . , N

Kontinuumsmekanikk

• Bølgeligningen 1D: ∂2u
∂t2 = c2 ∂2u

∂x2 , med løsning u(x, t) = f(x − ct) + g(x + ct), der f og g er vilk̊arlige
funksjoner.

• Bølgeligningen 3D: ∂2u
∂t2 = c2∇2u

• Def. spenningstensor Σ: F(dA) = ΣdA. Spenningstensoren er symmetrisk.

• Def. deformasjonstensor E med elementer ϵij : ϵij =
1
2

(
∂ui

∂rj
+

∂uj

∂ri

)
.

Dekomposisjon: E = e1+E′, der e = 1
3 trE.

• Hookes lov, generalisert: Σ = αe1+ βE′

• Hookes lov fjær: F = −kr ⇔ U = 1
2kr
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• Elastisitetsmoduler: dp = −BM · dV
V , dF

A = YM · dl
l ,

F
A = SM · dy

dx

• Newtons viskositetslov: skjærspenning = µ · hastighetsgradient, µ = viskositet.

• Materialderivert: dξ
dt = ∂ξ

∂t + v · ∇ξ

• Strømtetthet: J = ϱv

• Strøm (i masse/tidsenhet): I =
∫
S
J · dS

• Kontinuitetsligningen: ∇ · (ϱv) = −∂ϱ
∂t

• Bevegelsesligning, ikke-viskøs væske: ϱdv
dt = ϱg −∇p

• Bernoullis teorem (ikke-viskøs, inkompressibel væske): d
dt

(
1
2ϱv

2 + ϱgz + p
)
= 0
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Vektorformler

Differensielle vektoridentiteter:

x̂ · ∇U =
∂U

∂x
(x vilk̊arlig akse)

∇(U +W ) = ∇U +∇W

∇(UW ) = U∇W +W∇U

∇f(U) = f ′(U)∇U

∇(A ·B) = (A · ∇)B+ (B · ∇)A

+A× (∇×B) +B× (∇×A)

∇ · (A+B) = ∇ ·A+∇ ·B
∇ · (UA) = U∇ ·A+A · ∇U

∇ · (A×B) = B · ∇ ×A−A · ∇ ×B

∇× (A+B) = ∇×A+∇×B

∇× (UA) = (∇U)×A+ U∇×A

∇ · (∇×A) = 0

∇ · (∇U) = ∇2U

∇× (∇U) = 0

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A

Integralidentiteter:

∫
V

∇UdV =

∮
S

UdS

∫
V

∇ ·AdV =

∮
S

A · dS (Divergensteoremet)

∫
V

∇×AdV =

∮
S

dS×A

∫
S

∇×A · dS =

∮
C

A · dl (Stokes’ teorem)

Kartesisk koordinatsystem:

∇U =
∂U

∂x
x̂+

∂U

∂y
ŷ +

∂U

∂z
ẑ

∇ ·A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

∇×A = x̂

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
+ ŷ

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
+ ẑ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

∇2U =
∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
+

∂2U

∂z2

∇2A = (∇2Ax)x̂+ (∇2Ay)ŷ + (∇2Az)ẑ

∫
R3

f(r)dV =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y, z)dxdydz

∫
S

f(r)dS =


∫∫

f(x, y, z)dydz hvis x er konstant p̊a S∫∫
f(x, y, z)dxdz hvis y er konstant p̊a S∫∫
f(x, y, z)dxdy hvis z er konstant p̊a S

dr = dx x̂+ dy ŷ + dz ẑ

Sylindrisk koordinatsystem:

∇U =
∂U

∂r
r̂+

1

r

∂U

∂ϕ
ϕ̂+

∂U

∂z
ẑ

∇ ·A =
1

r

∂(rAr)

∂r
+

1

r

∂Aϕ

∂ϕ
+

∂Az

∂z

∇×A = r̂

(
1

r

∂Az

∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
+ ϕ̂

(
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
+

ẑ

r

(
∂(rAϕ)

∂r
− ∂Ar

∂ϕ

)

∇2U =
1

r

∂

∂r

(
r
∂U

∂r

)
+

1

r2
∂2U

∂ϕ2
+

∂2U

∂z2

∫
R3

f(r)dV =

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0

∫ ∞

0

f(r, ϕ, z)rdrdϕdz

∫
S

f(r)dS

=


∫∫

f(r, ϕ, z)rdϕdz hvis r er konstant p̊a S∫∫
f(r, ϕ, z)drdz hvis ϕ er konstant p̊a S∫∫
f(r, ϕ, z)rdrdϕ hvis z er konstant p̊a S

dr = dr r̂+ rdϕ ϕ̂+ dz ẑ

Sfærisk koordinatsystem:

∇U =
∂U

∂r
r̂+

1

r

∂U

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂U

∂ϕ
ϕ̂

∇ ·A =
1

r2
∂(r2Ar)

∂r

+
1

r sin θ

∂(sin θAθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Aϕ

∂ϕ
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∇×A =
r̂

r sin θ

(
∂(sin θAϕ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)
+

θ̂

r

(
1

sin θ

∂Ar

∂ϕ
− ∂(rAϕ)

∂r

)
+

ϕ̂

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)

∇2U =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂U

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂U

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2U

∂ϕ2

∫
R3

f(r)dV =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞

0

f(r, θ, ϕ)r2 sin θdrdθdϕ

∫
S

f(r)dS

=


∫∫

f(r, θ, ϕ)r2 sin θdθdϕ hvis r er konstant p̊a S∫∫
f(r, θ, ϕ)r sin θdrdϕ hvis θ er konstant p̊a S∫∫
f(r, θ, ϕ)rdrdθ hvis ϕ er konstant p̊a S

dr = dr r̂+ rdθ θ̂ + r sin θdϕ ϕ̂
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