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Forord

I denne lille leereboka i elektromagnetisme legges det vekt pa den logiske flyten i utviklingen av
Maxwells ligninger. I elektrostatikken starter vi med Coulombs lov som angir kraften mellom to
ladninger. Ut fra Coulombs lov viser vi Gauss’ lov og at statiske elektriske felt er konservative.
Deretter vises det hva disse lovene impliserer i en ideell leder, og hvordan de kan reformuleres i et
dielektrikum. Vi definerer kapasitans og finner energien i et elektrisk felt. Til slutt i elektrostatik-
ken diskuteres strgm, strgmtetthet og resistans. I magnetostatikken starter vi med Biot—Savarts
lov som angir kraften mellom to strgmferende ledninger. Ut fra Biot—Savarts lov viser vi Amperes
lov og at fluksen gjennom en vilkarlig, lukket flate er null. Disse lovene reformuleres slik at de
er praktiske & bruke for magnetiserbare materialer. I elektrodynamikken modifiseres lovene fra
elektro- og magnetostatikken ved hjelp av Faradays induksjonslov og ladningsbevarelse, og gir de
endelige Maxwells ligninger. Vi definerer induktans og finner energien som er lagret i et magne-
tisk felt. Til slutt definerer vi Lorenzpotensialene og viser sammenhengen med de elektriske og
magnetiske feltene. Dermed ender vi opp med uttrykk som beskriver hvordan elektromagnetiske
bglger oppstar og forplanter seg.

Boka egner seg til et ett-semesters kurs i elektromagnetisme. I motsetning til mange andre enkle
fremstillinger, er de avledede feltene D og H, samt vektorpotensialet A, tatt med. Det legges vekt
pa at det aller meste som kan bevises, skal bevises, men pa en sa enkel mate som mulig. Samtidig er
det med praktiske eksempler for a belyse teorien. Et kort kapittel om vektoranalyse oppsummerer
den viktigste matematikken som trengs for a forsta elektromagnetisme, med fokus pa intuisjon.
Hele boka er formulert i tidsdomenet. Noen eksempler er litt avanserte og er merket med en stjerne
(*). Disse eksemplene trengs ikke for a forsta det som kommer seinere, sa man kan trygt hoppe
over dem.

Takk til Kjell Blgtekjeer, Lars Lydersen, Robert Marskar, Lars Othar Svaasand, Aasmund
Sudbg, Arnt Inge Vistnes, og ikke minst alle de flinke studentene som har kommet med interessante
spgrsmal og tilbakemeldinger.
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Kapittel 1

Vektoranalyse

1.1 Koordinatsystemer

Enhetsvektorene i et kartesisk koordinatsystem peker langs henholdsvis x-, y- og z-aksen. Vi kaller
dem X, y og z.

Et sylindrisk koordinatsystem angis med koordinatene r, ¢ og z, se figuren nedenfor. Her er r
avstanden fra z-aksen. Det er hensiktsmessig & innfgre enhetsvektorer ogsa her — disse er definert
slik at de har retning den veien den tilsvarende koordinaten gker raskest. F.eks. er enhetsvektoren
i z-retning, z, i den retningen hvor z gker. Tilsvarende er éﬁ i den retningen hvor ¢ gker, og
radielt utover. Vi merker oss at (}b og T ikke har samme retning overalt — de er avhengige av hvor
vi befinner oss:

N

‘ Z

.

Et sfeerisk koordinatsystem har koordinatene r, ¢ og 6. Her er r avstanden fra origo, ¢ er
lengdegraden, mens 6 er vinkelen ned fra nordpolen (jfr. koordinater pa jordkloden). Merk at ¢
og 0 er ombyttet i noen matematikkbgker. Konvensjonen som er valgt her er standard i sa og si
all fysikklitteratur. Enhetsvektorene er t, (Ab og 0:

<V




1.2. SKALARE FUNKSJONER OG VEKTORFELT KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE

1.2 Skalare funksjoner f(zx,y,z) og vektorfelt A(z,y,z2)

Her er noen eksempler pa skalare funksjoner fra dagliglivet:
e T(x,y,z): Temperaturen som funksjon av posisjon i rommet.
e T'(x,y,z,t): Temperaturen i rommet som funksjon av tiden t.
e h(x,y): hgyden over havet pa kartet eller i terrenget.
e V(x,y,z): potensialet i rommet.

Her er noen eksempler pa vektorfelt:

e Strom som funksjon av posisjon i rommet (f.eks. vannstrgm eller elektrisk strgm):

I A S
I S
Iy S
e S
e S
e ST
I A
e ST
I AP S
Iy S
A A S

e E(z,y, z): Elektrisk felt i rommet.

Vektorfelt kan vaere konstant, strgmme utover og sirkulere:

N \ \ ! ’ s v - ~ N

< ~ N/ - ;s - >~ N
-

S AN

///

- - - - /A
/O VN
/l\‘\\ NN ™

v / J \ \ ~ N N - —- -~ 7

-/ ’

konstant utstromning/divergens  sirkulasjon/curl



KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE 1.3. INTEGRALER OG NOTASJON

1.3 Integraler og notasjon

Linjeintegral

Et linjeintegral av et vektorfelt A over en kurve C' skriver vi [, oA -dL Nar kurven er lukket tegner
vi en ring rundt integraltegnet: fc A - dl. Integralet fC A -dl er det samme som i matematikken
ofte skrives [, A -tdl, der t er en enhets-tangentvektor til kurven, evt. [, A.dz+ A,dy + A.dz.
Vektoren dl kalles et linjeelement.

Hvis A er en kraft pa et legeme, og legemet flyttes dl, er A -dl arbeidet som utfgres av kraften
A. Da vil altsa integralet fC A - dl veere det arbeidet som A utfgrer nar legemet flyttes langs C.

=)

dl

Flateintegral

For enkelhets skyld skriver vi et flateintegral med kun ett integraltegn: |, g A -dS. Dette integralet
gir strommen (eller fluksen) av A gjennom flaten S. I matematikken kan man ha sett den alternati-
ve notasjonen |, g A -ndS, der n er en enhets-flatenormalvektor, og d.S er arealet til flateelementet.
Dersom flaten S er lukket, far integraltegnet en ring: §. I dette tilfellet defineres flatenormalen til
a peke ut av flaten.

A

A3

Volumintegral

Vi skriver ogsa volumintegraler med ett enkelt integraltegn: fv pdv. Her er dv et volumelement, og
vi integrerer p over volumet v. Hvis f.eks. p er massetettheten, vil [ pdv veaere den totale massen

iv.

| I



1.4. GRADIENT KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE

1.4 Gradient

Et kart angir hgyden h(z,y) vha. hgydekurver, se figuren pa toppen av siden. Vi beveger oss fra
punktet P, = (x,y) til P, = (x 4+ dz,y + dy). Da endrer hgyden seg med:

_Oh,  0Oh

dh = —dez+ —dy =
ox x+8y Y (

Oh Oh

S ) - (ody) = Vh-di= [VHjdeoss, (1)

der @ er vinkelen mellom vektorene Vh og dl. Gradienten Vh er altsa definert som

oh Oh
o= (2.20) 0

og lengdeelementet er dl = (dx,dy). Vi har brukt notasjonen at (dz,dy) er en vektor med z-
komponent dz og y-komponent dy. Dette kan ogsa skrives

dl = (dz, dy) = dax + dyy, (1.3)

der X og y er enhetsvektorer i henholdsvis z- og y-retning.

Retningsfaktoren cosf i (1.1) viser at hgyden endrer seg mest dersom dl er i samme retning
som gradienten Vh. Nar vi har gatt horisontalt 1 meter i denne retningen, har hgyden steget med
|Vh| meter.

Noen viktige ting & merke seg:

e [ 3 dimensjoner definerer vi tilsvarende:

ov oV oV ov., oV, oV,
VV— (m;’(?y’&) —Z|

Ty o

VV er gradienten til en (skalar) funksjon V.

e VV er en vektor!

VV star normalt pa flatene V' = konstant (vis dette!).

e VV kan regnes ut i sylinderkoordinater og sfeeriske koordinater. Uttrykkene star pa formel-
arket (kap. 1.11).

Huskeregelen V = (8%, 8%, %) er nyttig bade for gradient, divergens, curl og laplace-operator.

10



KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE 1.5. DIVERGENS

z dz Boks med volum Av = dzdydz og overflate S.

& P = (z0,Y0,%0) er i midten av boksen.

dy

1.5 Divergens

Hvor mye strgmmer et vektorfelt A = (4., Ay, A.) ut av punktet P = (o, y0, 20)7 Svaret finnes
fra divA, divergensen til A. Vi omslutter punktet P med en infinitesimal boks med volum Aw og
overflate S. Divergensen er definert som netto utstrgmning (fluks) av A ut av boksen, dividert pa
volumet til boksen:

A - dS
divA = lim 3%7.

Av—0 Av (1.4)

For a finne ut hva divA er, dvs. hvor mye A strgmmer utover, lar vi boksen ha infinitesimale
sidekanter dz, dy og dz, se figuren pa toppen av siden. Integralet i telleren av (1.4) er

Jq{A-ds Z]{A-ﬁds, (1.5)
S S

der n er normalvektoren til flaten S. Vi husker at normalvektoren alltid er definert til & peke ut
av en lukket flate, sa n peker ut av boksen.

Vi gnsker na a regne ut hgyre side av (1.5). Vi ma da huske pa at komponentene A, A, og
A, er avhengige av posisjon (z, y og z), sa de kan avhenge av hvor pa boksen vi befinner oss.
Integralet er en sum av integralene over de 6 sidene til boksen:

}1{ A-dS = A, (foran)dydz — Az(bak)dydz (1.6)
S foran bak

— / Ay(venstre)dzdz + / Ay(hgyre)dzdz
venstre

hgyre

—|—/ Az(topp)dxdy—/ A, (bunn)dzdy.
topp

bunn

F.eks. er A, (foran) — A, (bak) = A, (xo + dx /2, yo, 20) — Ax(zo — dz/2, Y0, 20) = 851” dz, der siste

xr
likhet kommer fra definisjonen av den deriverte. Tilsvarende kan man finne ut at —A,(venstre) +
Ay (hgyre) = %dy og A,(topp) — A,(bunn) = 85}; dz. Dette betyr at integralet vi er pa jakt

etter, kan skrives

Ay A A,
7{ A.dS = 0 dxdydz + &dxdydz + 8—dxdydz. (1.7)
g ox dy 0z

Fra definisjonen (1.4) far vi dermed at divergensen kan uttrykkes

.. 0A; 0A, 04,
divA = o + 3y + 5, =V-A. (1.8)

Pga. denne sammenhengen skriver vi divergensen til et vektorfelt A heretter som V - A.

e En tilsvarende regnegvelse kan gjgres i sylindriske og sfeeriske koordinatsystemer, og man
far da formlene for V- A som du finner i kap. 1.11.

e Merk at V- A er en skalar (et tall), ikke en vektor!
e Regneregel: V- (aA +bB) =aV-A +bV-B.

11



1.6. DIVERGENSTEOREMET KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE

1.6 Divergensteoremet

Gitt en lukket flate S som omslutter et areal v. Divergensteoremet sier at

jiA-dS :/UV-Adv. (1.9)

Med andre ord kan stremmen (fluksen) av A ut av flaten S finnes ved & summere opp divergensen
av A i alle punkt innenfor S. Et flateintegral kan dermed uttrykkes som et volumintegral, eller

omvendt.

Divergensteoremet er et lite mirakel, men likevel ikke sa vanskelig & forsta. Sa fort man har
forstatt hva venstre og hgyre side av (1.9) betyr, kan man bevise teoremet med naermest bare
en skisse. Figuren nedenfor viser tverrsnittet av et volum v som omsluttes av en lukket flate S.
Volumet er delt opp i infinitesimale volumelementer. Flatenormalene til elementene 1 og 2 er angitt
med piler. Legg merke til at flatenormalen til ett element er motsatt rettet av flatenormalen til
naboelementet — flatenormalen peker alltid ut av en lukket flate.

v en del av S
N
*
1
v
2 —>

For det infinitesimale volumelementet 1 gir definisjonen av divergens (1.4) at
V-Adv = A -dS. (1.10)
S1

Her er dv volumet til elementet, og S7 overflaten som omslutter elementet. Summerer vi over alle

volumelementer, far vi
/V-Advzzj{ A -dS, (1.11)
v i Si

der S; er overflaten som omslutter element i. Se na pa grenseflaten mellom element 1 og 2.
Integralet [ A -dS over denne flaten vil veere like stort, men med motsatt fortegn, for leddene
med ¢ = 1 og ¢ = 2. Dette er fordi de respektive flatenormalene peker motsatt vei. Dermed
kansellerer alle bidrag over de indre grenseflatene. Bare pa randen, dvs. pa selve S, vil vi fa et
bidrag. Med andre ord blir hgyre side av (1.11) lik fS A - dS, hvilket gir divergensteoremet.

12



1.7. CURL

KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE

1.7 Curl
Hvor mye (og i hvilken retning) sirkulerer et vektorfelt A = (A;, Ay, A,) rundt punktet P =
(20, Yo, 20)? Svaret finnes fra curl A, som defineres som sirkulasjonen rundt de tre koordinataksene.

F.eks. defineres z-komponenten av curl A som

Jo A -dl (1.12)

(curl A)y = Him ==X g

der AS er et flateelement som inneholder P, og som er normalt pa x-aksen, og C' er den lukkede

kurven som omslutter dette flateelementet.
Vi kan regne ut hgyre side av (1.12) vha. fglgende figur:

z

dz » Kvadrat med areal AS = dydz,
omsluttes av en lukket kurve C.
Yy dy
Integralet blir
y{ A.dl (1.13)
C
= Ay(nede)dy — Ay (oppe)dy — / A, (venstre)dz + / A, (hoyre)dz
nede oppe venstre hgyre
Vi har at
04,
Ay (nede) — Ay (oppe) = Ay (z0,yo, 20 — dz/2) — Ay(xo, yo, 20 + dz/2) = ———dz,
0A,

d

dy Y,

A, (hgyre) — A, (venstre) = A, (xo,yo + dy/2, z0) — A.(x0,y0 — dy/2, z0) =

der vi igjen har brukt definisjonen pa de partiellderiverte. Dette gir

0A, 0OA
A-dl = 2 _ Y 1.14
faa= (G- ) e (L14)
04, 04, (1.15)

og derfor

(Curl A)I = ay W .

Vi kan finne de andre komponentene av curl A pa tilsvarende vis. Man finner da curl A uttrykt

SO1m
(1.16)

curl A = =V x A,

= Sow
S8
2o w

altsa kryssproduktet av nabla-operatoren og A. Pga. denne relasjonen vil vi heretter bruke nota-

sjonen V x A for curl.
e Vi kan ogsa regne ut V x A i sylinderkoordinater og sfzeriske koordinater. Resultatet finnes

i kap. 1.11.
e Merk at V x A er en vektor!

e Regneregel: V x (aA +bB) =aV x A +bV x B.
o Merk at V x (VV)=00g V-(V x A) =0 for alle V og A. (Sjekkes enkelt ved utregning.)

13



1.8. STOKES’ TEOREM KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE

1.8 Stokes’ teorem

Stokes’ teorem stadfester at sirkulasjonen av A rundt en lukket kurve C er summen av alle sma
sirkulasjoner inne i et areal .S som kurven omslutter:

fA.dlz/vXA-ds. (1.17)
C S

Vi beviser (1.17) helt tilsvarende som divergensteoremet. Forst deler vi opp arealet S inn i
infinitesimale arealelementer d.S:

en del av ¢

e

Vha. definisjonen pa curl, ser vi at f.eks. for kurve C; rundt elementet 1 gjelder

VxA-dS = A -dl (1.18)
Cy

Her er |dS| arealet til elementet 1, og retningen til dS er normalt pa flaten, i henhold til fglgende
hgyrehandsregel: Legg hgyre hand rundt C7; da peker tommelen og dermed dS ut av papirplanet.
Summerer vi over alle flateelementer, far vi

/VxA-dS:Zf A -dl. (1.19)
S T JC;

Se na pa hgyre side av (1.19). Siden vi integrerer i motsatt retning for kurvene mellom naboele-
menter, vil bidraget fra alle slike kurver til sammen bli null. Vi far kun bidrag fra integralet langs
randen, dvs. C. Dermed blir hgyre side lik fc A -dl, og Stokes’ teorem folger.

For et konservativt vektorfelt, dvs. et vektorfelt A som tilfredsstiller V x A = 0, sa ser vi
fra (1.17) at fCA-dl = 0 for enhver lukket kurve C. Dette impliserer at integralet f;A-dl er
uavhengig av veien vi matte velge mellom punktene a og b. (Vis dette! Hint: Se pa to forskjellige
veler fra a til b. Disse utgjor til sammen en lukket kurve C.)

1.9 Laplace-operatoren V?

Laplaceoperatoren til en skalar funksjon V' er gitt av
0? 0? 0?
2
V=V-VV=|-"u1+_— 1+ - V. 1.20
v V-V (8x2+8y2+822> (1.20)

Laplaceoperatoren kan uttrykkes i sylinderkoordinater og sfeeriske koordinater, se formelsamlingen
i kap. 1.11. Huskeregelen for bade gradient, divergens, curl og Laplaceoperatoren er at man bgr

14



KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE 1.10. HELMHOLTZ TEOREM

alltid sla opp i formelsamlingen hvis man bruker sylinder- eller sfaeriske koordinater. Tipping eller
forsgk pa kvalifiserte gjett mislykkes som regel alltid.
Laplaceoperatoren til et vektorfelt er definert som

VEIA=V(V-A) -V xVxA. (1.21)

F.eks. er z-komponenten av VA lik VZA,. Merk at V2A og V(V - A) ikke er det samme.

1.10 Helmholtz’ teorem

Litt lgselig forteller Helmholtz’ teorem oss at et vektorfelt som gar mot null i uendeligheten er
entydig gitt av dets divergens og curl (bevises ikke her). Et relatert resultat er at et vilkarlig
vektorfelt F kan skrives som en gradient + en curl:

F=Vf+VxA. (1.22)

Siden curl til en gradient og divergensen til en curl begge er null, kan altsa et vilkarlig vektorfelt
dekomponeres i en curlfri del og en divergensfri del:

Vektorfelt = curlfri del + dlvergensfrl del

/\/ (som divergerer) (som sirkulerer)

7y X ©

15



1.11. VEKTORFORMLER

KAPITTEL 1. VEKTORANALYSE

1.11 Vektorformler

Differensielle vektoridentiteter:

x-VV = o (z vilkarlig akse)

or
V(V+W)=VV +VW
( W) =VVW + WVV
(V) fwvyvv
B) =

(A-V)B+(B-V)A
+AXx(VxB)+Bx (VxA)

V(A

V. (A+B)=V-A+V-B
V- (VA)=VV-A+A-VV
V- (AxB)=B-VxA-A-VxB
Vx(A+B)=VXxA+VxB
Vx (VA)=(VV)x A+VV x A
V- (VxA)=0

V- (VV)=V?V

x (VV) =0
Vx(VxA)=V(V-A)-V?A

Integralidentiteter:

/VVdv = % Vds
v S

/ V-Adv = 7{ A -dS (Divergensteoremet)
v S

/VXAdv:%dSXA
v S

/V x A-dS :f A -dl (Stokes’ teorem)
s c

Kartesisk koordinatsystem:

0A, 0A, 0A.

.A:
v 8x+8y+8z
0A 0A
A =X 2 _
V x X(@y 82)

4o 0A;  0A, + 04, 0A;
Y\ 82 ox ox Jy
o?vV 0V 0%V

217 _
VV_8x2+8y2+822

VZA = (VA% + (V2A,)y + (V?A,)z

Sylindrisk koordinatsystem:

ov., 10V . 8V
V=t it
_10(rA,) 104, | 9A,
VA= r or r 0¢
104, 04,
VA= ( 6 a)

(04, OAL\ 7 (O(rAs) 04,
+¢(82_5‘r)+r( or a¢)

w10 (V) LBV Y
vv_rar Tar +T28¢2

Sfaerisk koordinatsystem:

av -

ov. 19V, 1
¢

VW=t el T rsma 0
1 0(r*A,)
VA=

+ 1 8(Sin 9A9> 1 8A¢
rsin 6 00 rsinf 0¢

P (8(sin0A¢) - aAQ)

v><A:rsinﬂ a0 oo}

1 0A,

(sin0 oo Wld)))
(

0
or
a(TAg) _ aAT
oo}

or
ViV = %63 (ﬁav)
1

+
+

3| I

or

n a (. 937‘/
r2sin 6 90 s 00

L v
r2sin? 0 O¢?

16



Kapittel 2

Elektrostatikk

2.1 Coulombs lov

Elektrostatikken bygger pa Coulombs lov, som angir kraften som virker pa en test-punktladning
g fra en punktladning @ (i vakuum):

Qq 4

= R
dregR2™

R>0. (2.1)

Her er R avstanden mellom de to ladningene, og R = R/R en enhetsvektor som peker fra @ til
q, se fig. 2.1(a). Proporsjonalitetskonstanten i (2.1) kalles 1/47mey og kan finnes fra eksperimenter;
dette kan altsa sees pa som definisjonen av permittiviteten i vakuum, €.

Permittiviteten i vakuum viser seg & veere

€0~ 8.85-107'12 C2N~'m 2. (2.2)

Her star C for coulomb, enheten for ladning. For eksempel har elektronet ladningen 1.6-10~' C.
Senere vil vi se at enheten for ¢y kan ogsa skrives F/m, der F star for farad — enheten for kapasitans.

Coulombs lov forteller oss at kraften mellom to ladninger er omvendt proporsjonal med R?.
Dette er pa ingen méate opplagt og har blir undersgkt grundig eksperimentelt. Nyere eksperimenter
viser at dersom eksponenten i Coulombs lov ikke skulle vaere eksakt 2, sa er det relative avviket i
hvert fall mindre enn 10~2(!). Vi ser derfor pa Coulombs lov som et eksperimentelt faktum.

Ut fra superposisjonsprinsippet for krefter, far vi f.eks. at to punktladninger @1 og Q2 gir
folgende kraft pa ¢ (se fig. 2.1(b)):

P QigR1 | QaqRs
dregR?  AmegR3

(2.3)

F @

() (b)

Figur 2.1: (a) Kraften fra punktladning @ pa testladning ¢. (b) Kreftene fra to punktladninger
Q1 og Q2 pa testladningen q.
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2.1. COULOMBS LOV KAPITTEL 2. ELEKTROSTATIKK

Legg merke til at kreftene ma adderes vektorielt. Nar det er n punktladninger (i tillegg til ¢), blir
kraften

(2.4)

Her er R; avstandsvektoren fra @; til ¢, og som vanlig er R; = |R;| og R; = R; /R;.

Eksempel 2.1

Tre like punktladninger Q er plassert pa hjgrnene til en likesidet trekant med sidekant a, se
fig. 2.2. Vi gnsker a finne kraften som virker pa den hgyre ladningen. Denne kraften er en
superposisjon av to krefter, nemlig kreftene som virker fra de to andre punktladningene. Vi
bruker (2.3) og finner vektorsummen vha. geometri. Vinkelen i en likesidet trekant er 7/3
(dvs. 60°), sa vinkelen mellom F og kraften fra en av punktladningene er a = /6. Resultatet
blir altsa

Q? Q° V3Q?

2

COS «

F= cos o +

= 2.5
4mega? dmeqa (2:5)

drega?’

med retning mot hgyre.

Q

Figur 2.2: Regneeksempel med tre punktladninger.

Eksempel 2.2

Er elektriske krefter store eller sma? I vanlige sammenhenger slik som nar vi har to ladde
ballonger, er kraften liten, kanskje i storrelsesorden 0.01N.

Vi kan sammenligne med gravitasjonskraften. Et proton og et elektron, med masse
henholdsvis my, og me, tiltrekker hverandre med gravitasjonskraften

MpMe

Fy= G,

(2.6)

der R er avstanden mellom dem, og G er Newtons gravitasjonskonstant. Samtidig har vi
ifglge Coulombs lov en tiltrekkende elektrisk kraft

e2

L= 2.7
4meg R2 (2.7)

der e er elementaerladningen (som er ladningen til protonet). Hvis vi tar forholdet mellom de

to kreftene, far vi
F, e?

e - 10%. 2.8
F,  dmeoeGmpme (28)

Sa den elektriske kraften er altsa ekstremt mye sterkere enn gravitasjonskraften.
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KAPITTEL 2. ELEKTROSTATIKK 2.1. COULOMBS LOV

Elektrostatiske krefter kan oppsta nar to legemer gnis mot hverandre — vi kan tenke oss at
elektronene rives lgs fra det ene legemet og ender opp pa det andre. Anta at Arne gnir kinnet
sitt mot haret til Berit, og at dermed 0.1% av elektronene i Arnes hode ender opp pa hodet til
Berit. Etter denne kosen star de 1 meter fra hverandre. For enkelhets skyld regner vi hodene
som punktladninger. Ved a regne om vekten til hodene til antall protoner og ngytroner (som
er omtrent like mange), og dermed finne ladningene til hodene, finner vi en kraft i
storrelsesorden 102°N. Hvis vi skjeerer rundt hele Norge og ned igjennom jordkloden, sa vil alt
det vi skjeerer ut ha vekt i denne storrelsesordenen. Den elektriske kraften er altsa ekstremt
stor. I praksis fas aldri sa store elektriske krefter, sa i eksempelet ovenfor ma tallet 0.1% vaere
altfor stort. Med andre ord er det ekstremt god balanse i ladning i vanlige sammenhenger.

1m

N

Figur 2.3: Tiltrekning mellom Arne og Berit.

Hvis ladningen er kontinuerlig fordelt, far vi et integral i stedet for (2.4). La p veere romlad-
ningstettheten, dvs. ladning per volumenhet. Ved & superponere kreftene som virker pa ¢ fra hver

punktladning pdv, far vi
5 pdug
F— / RO (2.9)

Her er v volumet som inneholder ladning. Na er R avstanden fra romladningselementet pdwv til
q, 0g R = R/R er en enhetsvektor som peker fra elementet pdv til observasjonspunktet der ¢
befinner seg, se fig. 2.4.

I alle tilfeller vil altsa en testladning q fole en kraft som er proporsjonal med sin egen ladning.
Det er derfor hensiktsmessig a definere det elektriske feltet i observasjonspunktet som

E=—, (2.10)

F
q

slik at kraften blir
F = ¢E. (2.11)
I definisjonen (2.10) er det vanlig a foye til “linr(l)” for a fa fram at testladningen ikke skal pavirke
q—

og forandre det den skal male.
For en punktladning () fas

Q R

=——R. 2.12
dmeg R? (2.12)
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Superposisjon av krefter gir via (2.10) superposisjon av elektrisk felt. For en romladning fas

f{pdv

E= .
» dmeg R?

(2.13)

Feltet er altsa en superposisjon av bidragene fra de forskjellige ladningselementene pdv. For en
flateladning, dvs. ladning fordelt utover en flate S, far vi

RpsdsS

E = .
g dmeg R?

(2.14)

Her er ps flateladningstettheten, dvs. ladning per arealenhet. For en linjeladning, dvs. ladning

fordelt utover en linje C, blir
RQ'dl
E= . 2.15
/C 4meg R? (2.15)

Her er Q' llnjeladnlngstettheten dvs. ladning per lengdeenhet. Ladnlngselementene avstandene R
og retningene R er angitt i fig. 2.4. Legg merke til at enhetsvektoren R varierer under integralet,
sa den kan ikke tas ut av integralet.

dl

dF

Figur 2.4: Romladning, flateladning og linjeladning. Ladningselementene bidrar til en kraft dF
pa ¢, og dermed et elektrisk felt dE = dF/q i observasjonspunktet.
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Eksempel 2.3

Vi vil finne det elektriske feltet pa aksen til en sirkulaer linjeladning med radius a og konstant
linjeladningstetthet Q' = Q/(2wa). Her er @ den totale ladningen til ringen. Vi ser pa et
vilkarlig observasjonspunkt langs aksen til ringen (z-aksen), se fig. 2.5. Pga. symmetri ma det
elektriske feltet i dette punktet veere rettet langs z-aksen: Roter ringen 180° rundt z-aksen.
En slik rotasjon er en symmetrioperasjon, dvs. den endrer ikke ringen i det hele tatt. Dermed
skal rotasjonen heller ikke endre E. Med andre ord ma E = Ez. Vi trenger altsa ikke regne ut
%- og y-komponentene av feltet, de er jo uansett null.! Ved & bruke at R = R/R kan (2.15)

skrives
1 RQ'dl Q'
E= = Rdl 2.16

dreg Jo R dmeg R3 /C ’ (2.16)

der vi i siste overgang har brukt at Q' og lengden R er konstant under integralet. Vi var enige
i at det bare var vits i a regne ut z-komponenten; det gjor vi ved & bruke at z-komponenten
til R er hgyden z til observasjonspunktet. Dette gir

Q' /dl Q2 oo 92 (2.17)
C

" dreoR3 " dreo R "~ dmeo(2% + a2)32

med retningen gitt av E = EZz. Vi merker oss at feltet i origo er null (slik vi ma ha av
symmetrigrunner), og at feltet for store z gar mot feltet fra en punktladning:
E — Q/(4meqz?).

dl

Figur 2.5: Sirkuleer linjeladning med konstant linjeladningstetthet @’. Linjeelementet Q’dl kan
sees pa som en punktladning som gir et elektrisk felt dE i observasjonspunktet.

!Merk at bidraget dE til feltet fra en enkelt punktladning Q’dl langs ringen ikke er rettet langs z-aksen, det er
summen (integralet E = fc dE) av alle disse bidragene som tilfredsstiller E = Ez.
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2.2 Statiske elektriske felt er konservative — skalarpotensial

Nar en punktladning ¢ befinner seg i et elektrisk felt, virker det en elektrisk kraft F = gE pa
ladningen. Hvis vi flytter ladningen fra et punkt A til et gitt referansepunkt (fig. 2.6a), utforer
denne kraften et arbeid gitt av kraft - forskyving, summert over alle sma forskyvinger dl:

ref. ref.
arbeid :/ F-dl= q/ E-dl, (2.18)
A A

per definisjon av arbeid. Vi definerer na skalarpotensialet i punktet A, med ref. som referanse:

: ref.
y, = arbeld / E-dL (2.19)
q A

Potensialet har enhet V (volt), som er det samme som J/C (joule/coloumb). Fra (2.19) ser vi ogsa
at enheten til elektrisk felt er V/m.

Definisjonen (2.19) viser seg a vaere fornuftig av tre ulike arsaker: (i) integralet f(f‘ef' E-dl er
uavhengig av veien vi matte velge fra A til referansepunktet, (ii) potensialet viser seg a gjore de
elektrostatiske lovene enklere og (iii) potensialet er vanligvis praktisk a male. Vi skal starte med
a vise (i). Vi vil merke (ii) allerede i eksemplene i dette kapittelet og ogsa seinere. At potensialet
kan males, vil vi ogsa se seinere: En potensialforskjell vil kunne gi opphav til elektrisk strom, og
strommen kan males bl.a. fordi den gir magnetiske krefter.

Vi skal altsa vise at i et statisk elektrisk felt er integralet

B
VAB—/ E-dl (2.20)
A

uavhengig av integrasjonsvei mellom punktene A og B. En annen mate & formulere dette pa er at

% E-dl=0 (2.21)
C

for enhver lukket integrasjonskurve C'. At disse utsagnene er ekvivalente, fglger av at to ulike veier
danner en lukket kurve (se fig. 2.6b):

/ + / _ 7{ , (2.22)
fra A til B via vei 1 fra B til A via vei 2 C

E
ref. B
/ vel 2
dl vel 1
A A
(a) (b)

Figur 2.6: (a) Nar en punktladning ¢ flyttes fra A til ref. utfgrer den elektriske kraften et
arbeid. (b) To veier mellom A og B danner en lukket slgyfe.
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der C na bestar av vei 1 etterfulgt av vei 2. Alternativt kan vi skrive

/ _ / _ 7{ , (2.23)
fra A til B via vei 1 fra A til B via vei 2 C

der vi altsa har snudd vei 2 slik at den gar fra A til B. Det at integralet pa hgyre side er null er
altsa ekvivalent med at integralet fra A til B er uavhengig av vei.

Vi viser (2.21) og dermed veiuavhengigheten av (2.20) ut fra Coulombs lov. Ideen i dette
beviset er fgrst a vise at “sirkulasjonen” i alle punkt er lik null, dvs. V x E = 0, og deretter
utvide resultatet til en sirkulasjon rundt en endelig slgyfe vha. Stokes teorem. Vi ser fgrst pa en
punktladning @ plassert i origo. Feltet er gitt av (2.12), der R na kan byttes ut med avstanden r
fra origo. Uttrykket gjelder bare for r > 0. Vi bruker uttrykket for curl i sfeeriske koordinater:

¢ [O(sinbE;) 0E, @)[ 1 OE, a(rE¢)]+&>[6(rEe)_8Er
T

Ve E= - ]+ snb 06 or or 0«9] (224)

rsinf 00 19J0) r
Siden E bare har en r-komponent, og denne komponenten bare avhenger av r, gir vektorformelen
ovenfor at

VxE=0 (2.25)

for alle r > 0. I origo = 0, dvs. akkurat der punktladningen befinner seg, kan vi bruke definisjonen
av curl (1.12) til a vise at (2.25) ogsa gjelder der. Vi velger oss et sirkuleert flateelement med
sentrum i origo, og finner at linjeintegralet blir null siden E L dl langs hele sirkelen.

Stokes’ teorem gir na at

%E-dl:/VxE-dS:O. (2.26)
C S

Her har vi definert flaten S slik at den omsluttes av C'. Siden feltet fra en vilkarlig ladningsan-
samling er summen av bidragene fra hver enkel punktladning pdv, er det klart at (2.25) og (2.26)
gjelder for et vilkarlig, statisk elektrisk felt.

Potensial er analogt til hgyde i et tyngdefelt. Ogsa tyngdekraften er konservativ, sa hvis man
henter en bgtte vann, baerer den opp til hytta, men i distraksjon baerer den ned igjen til brgnnen,
har man ikke utfgrt noe netto (eller for den slags skyld nyttig) arbeid.

Vi ser na nzermere pa potensialet. For en punktladning @ i vakuum far vi fglgende potensial
en avstand R fra ladningen:

V:/OOE.dlz * _Qdr = Q (2.27)

R r A4mer?  dmegR’

Her har vi valgt referansepunktet til & veere uendelig langt unna Q). Det er forgvrig vanlig a velge
referansepunktet i uendeligheten forutsatt at ladningsfordelingen har endelig utstrekning i alle
retninger. For en vilkarlig ladningsfordeling i rommet (med endelig utstrekning) blir potensialet
en superposisjon av bidrag fra punktladninger pdv, der p er romladningstettheten:

pdv
= ) 2.2
v /v dmeo R (228)

Tilsvarende fas hhv. potensialet fra en flateladning og linjeladning;:

B psdS
V- /S et (2.29)
Q'dl
= . 2.
v /0477'60R (2.30)
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Potensialforskjellen eller spenningen mellom to punkter A og B defineres som
ref. ref. ref. B B
VAB:VA—VB:/ E-dl—/ E'dl:/ E-dl+/ E'dlz/ E-dlL (2.31)
A B A ref. A

Vi merker oss at potensialforskjellen ikke er avhengig av valgt referanse. Legg ogsa merke til den
litt uvante rekkefglgen av integrasjonsgrensene A og B i det siste integralet; denne rekkefglgen er
et resultat av fortegnet i definisjonen av potensial (2.19).

B

Figur 2.7: Krets med tre punkter A, B og C.

Fra (2.21) far vi Kirchhoffs spenningslov, nemlig at summen av alle potensialdifferanser rundt
en lukket krets er null. F.eks. i fig. 2.7 far vi

B C A
VAB+VBC+VCA:</ +/ +/ )E-(ﬂ:}{ E.-dl=0. (2.32)
A B C rundt kretsen

Kirchhoffs spenningslov gjelder altsa eksakt i elektrostatikken. Nar vi har tidsvariasjon, gjelder
ikke denne formen av loven alltid, selv om den kan vaere tilnsermet gyldig i mange tilfeller. Som
vi skal se seinere, kan vi skrive om Kirchhoffs spenningslov slik at den ogsa blir gyldig nar det er
tidsvarierende magnetisk fluks gjennom kretsen.

Relasjonen (2.19) kan inverteres ved a regne ut Vg — V4 for punktet B infinitesimalt unna A.
Hvis A har koordinatene (z,y, z) og B har koordinatene (z + dx,y + dy, z + dz) far vi

B

dV =Vp —Vy = —/A E.dl = —(E,dz + Eydy + E.dz), (2.33)
og dermed
Dette kan skrives mer kompakt pa vektorform:
E=-VW. (2.35)

Med (2.19) og (2.35) har vi fatt formler for a ga fra E-felt til potensial, og motsatt vei. Sammen-
hengen (2.35) er praktisk a bruke til a finne det elektriske feltet: Fgrst kan man finne potensialet
vha. superposisjon av bidrag fra punktladninger (f.eks. (2.28)), og deretter finne E vha. (2.35).
Dette er ofte en enklere metode enn a regne ut det elektriske feltet direkte fra f.eks. (2.13), siden
man slipper a ta hensyn til en varierende enhetsvektor i integralet.

Som en kuriositet kan det nevnes at (2.35) viser at de tre komponentene av et statisk elektrisk
felt kan representeres ved hjelp av en skalar funksjon V. Dette kanskje litt overraskende resultatet
ma sees i sammenheng med at E-feltet har betydelig innskrenket frihet pga. (2.25). Legg ogsa
merke til at nar vi representerer det elektriske feltet som gradienten til en skalar funksjon V', er
(2.25) automatisk oppfylt fordi curl til en gradient er identisk lik null, V x (VV) = 0.

En ekvipotensialflate er en flate med V' = konst. For en punktladning viser (2.27) at ekvi-
potensialflatene er kuleflater med sentrum i ladningen, se fig. 2.8.

Det elektriske feltet vil alltid veere normalt pa ekvipotensialflatene (se kapittel 1.4 om gradient),
og peke den veien V minker raskest. Pa akkurat samme mate vil hgydekurvene pa et kart vise
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V' = konst.

Figur 2.8: En punktladning med tilhgrende ekvipotensialflater og elektrisk felt.

kurvene der hgyden = konst., og bekkene renner normalt pa hgydekurvene, dvs. den veien hgyden
minker raskest.

Eksempel 2.4

Potensialet i tre punkter i forhold til en gitt referanse er vist i fig. 2.9a. Med ny referanse fas
potensialene i fig. 2.9b. Hva skal sta der det er spgrsmalstegn?

Fra (2.31) vet vi at potensialforskjeller ikke avhenger av referansen. Dermed ma alle
potensialforskjeller veere de samme i fig. 2.9a og 2.9b. Dette betyr at det skal sta 7V ved det
gverste sporsmalstegnet og 4V ved det nederste.

o 3V P

o —1V e 3V

e OV o 7

(a) (b)

Figur 2.9: (a) Potensialet i tre punkter med en gitt referanse. (b) Potensialene nar referansen
er endret.

Eksempel 2.5

Hva er potensialet langs aksen til den sirkuleere linjeladningen i fig. 2.5, dersom referansen
settes i uendeligheten? Pa samme mate som i (2.28) gir en superposisjon av bidrag fra
linjeladningselementer (punktladninger) langs ringen at

Q'dl

V =
ring 4mMeQ R

(2.36)

for et observasjonspunkt en hgyde z over ringen. Siden alt er konstant inne i integralet, blir

dette
Vo 2ra@’  Q
~ 4dmegR  4megR’

(2.37)

25



2.2. SKALARPOTENSIALET KAPITTEL 2. ELEKTROSTATIKK

der @ er den totale ladningen til ringen, og R? = a? + 22. Vi far altsid samme resultat som om
all ladningen var samlet i et punkt R nedenfor observasjonspunktet.
Det elektriske feltet ma av symmetrigrunner veere i z-retning. Vi kan altsa finne feltet fra
(2.35):
dv Q 1dR, Qz
—_—= 7= ———7,
dz 4dmeg R? dz 4dmeg R3

(2.38)

som er det samme som (2.17).

Eksempel 2.6

Elektrisk dipol. En elektrisk dipol bestar av en negativ punktladning —@Q og en positiv
punktladning 4+ som er d unna hverandre, se fig. 2.10.

obs.pkt.

Figur 2.10: En dipol bestar av to punktladninger —Q og ). Avstandsvektoren fra —@Q til Q er
d.

Vi gnsker & finne potensialet og det elektriske feltet fra dipolen. For enkelhets skyld antar
vi at observasjonspunktet er mye lenger unna ladningene enn d, dvs. r > d, og bruker
uendeligheten som referanse. Vha. superposisjon av bidrag fra punktladninger (2.27) far vi

y__Q +Q_Q<1 1> Q r_—ry

— = = 2.39
dmegry  Amegr—  4meg dweg rTyr_ ( )

T4+ T_—

2

se fig. 2.10. Siden r > d, setter vi r1r_ = r? i nevneren, og bruker at r_ — r; & dcosf (se

figuren):
Q dcosf pr
= = 2.40
dmeq 12 dmegr?’ (240)
der vi har definert dipolmoment p:
p = Qd. (2.41)
Vi kan na finne det elektriske feltet vha. (2.35) og uttrykket for gradient i sfeeriske
koordinater (se formelsamlingen i kap. 1.11):
oV 10V, Qd p
E=-Cri- 200 = (2c0800 +5in00) . 2.42
ar' v a9 4meprs cosvT+ s (242)
Ved & bruke at z = cos 0 — sin 60 og derfor sin 00 = cos 0 — z kan dette omskrives til
3(p-T)F —p
E=——_— 2.43
4mregrs ( )

sa feltet avhenger ikke av avstanden d eller ladningen @) separat, bare gjennom
dipolmomentet p.
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Eksempel 2.7*

Vi ser fortsatt pa en elektrisk dipol, men denne gangen er den plassert i et eksternt elektrisk
felt E, dvs. et felt produsert av noe annet. Fgrst antar vi at feltet er uniformt, dvs. uavhengig
av x, y og z. Hva blir netto kraft pa dipolen? Vi summerer kreftene pa de to ladningene, og
far

F=QE+ (—Q)E=0. (2.44)
Dette resultatet er som forventet: Feltet drar like mye pa de to ladningene, men i motsatt
retning, sa summen blir null.

Hvis vi skal ha en netto kraft pa en dipol, ma altsa feltet veere ikke-uniformt. Ved & anta
at feltet E(r) varierer lite over lengden d til dipolen, kan vi finne kraften ut fra den deriverte
til feltet. Vi velger koordinatsystemet slik at den negative ladningen er i origo. Vi far da at
x-komponenten av kraften er

Fp = QE,(d) + (—Q)E,(0) = Q[E,(d) — E,(0)] = Qd-VE, = p- VE,. (2.45)

Her har vi brukt (1.1) i nest siste likhet. Tilsvarende kan vi finne y- og z-komponenten av
kraften. Dette kan skrives pa kompakt form:

F=(p-V)E. (2.46)

Selv om summen av kreftene pa dipolen er null i et uniformt felt, virker det krefter som
prover a dra ladningene fra eller mot hverandre, eller rotere dipolen. Vi regner na ut
dreiemomentet (“torque®) pa dipolen i et uniformt felt. Siden summen av kreftene pa dipolen
er null, spiller det ingen rolle hvilket punkt vi regner ut dreiemomentet om, sa vi velger dette
rotasjonssenteret til & veere der den negative ladningen —() befinner seg. Dermed blir armen
til den negative ladningen null. Dreiemomentet til dipolen blir derfor gitt av arm x kraft for

den positive ladningen:
T=dx (QE)=p x E. (2.47)

Til slutt skal vi regne ut den potensielle energien U til dipolen. Potensialet pga. det
eksterne feltet kaller vi V(r). Fra definisjonen av potensial har vi

U=QV(d)+(-Q)V(0) =Q[V(d) - V(0)] =Qd-VV = —p-E, (2.48)

der vi har brukt at E = —-VV.

Ligning (2.47) viser at det vil virke et dreiemoment som prgver & fa rettet dipolen inn
etter feltet, slik at p blir i samme retning som E. Dette er analogt til hvordan en kompassnal
vil roteres etter det magnetiske feltet. Ligning (2.48) viser at den potensielle energien blir
lavest dersom p og E er i samme retning. I et ikke-uniformt felt vil dipolen trekkes mot
omrader med sterkere felt.

Vi har neglisjert det elektriske feltet (og bidraget til potensialet) som produseres av
dipolen selv. Dette er fordi dette feltet bare gir den vanlige Coulomb-tiltrekningen mellom de
to ladningene, og ingen netto kraft eller dreiemoment.

—QE(Q) =~ Y

Figur 2.11: En dipol i et eksternt elektrisk felt E(r).
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2.3 Gauss’ lov

For problemer med hgy grad av symmetri er ofte Gauss’ lov mer praktisk & bruke enn Coulombs
lov. Gauss’ lov sier at fluksen av det elektriske feltet ut av en lukket flate S er proporsjonal med
den totale ladningen som er omsluttet av flaten,

€0 fg E . dS = Qtotal i9- (249)

Volumet v er definert som det volumet som omsluttes av S. Vi vil na vise Gauss’ lov ut fra
Coulombs lov. Det er tilstrekkelig a vise Gauss’ lov for feltet fra en punktladning @) siden feltet fra
en vilkarlig ladningsansamling kan skrives som en superposisjon av feltene fra mange infinitesimale
punktladninger pdwv.

S,

e

Figur 2.12: Skisse til bevis av Gauss’ lov. S er en vilkarlig, lukket flate som omslutter punkt-
ladningen. S, er en kuleflate sentrert rundt punktladningen. Radius a er sa liten at kuleflaten
ligger helt inne i S.

Anta forst en punktladning @) inne i v. Vi bruker divergensteoremet:

fE-ds = /V-Edv. (2.50)
S v

Vi plasserer koordinatsystemet slik at punktladningen er i origo. Det elektriske feltet er da gitt
av Coulombs lov (2.12) for R = r > 0, og vi kan regne ut divergensen til E-feltet vha. uttrykket
for divergens i sfeeriske koordinater:

13(7~2ET)+ 1 O(sinfEp) 1 0E,

V'EEFQ or rsin 6 00 rsinf 0¢

(2.51)

Vi far
10(2E,) 1 00? e)
i R
For r = 0 kan vi ikke regne ut V-E pa denne maten, fordi F, ikke er kontinuerlig. Men siden
V-E =0 for r > 0 kan vi skrive (2.50):

y{E-dsz/v-Edv:/ V- Edv, (2.53)
S v Va

der v, er en liten kule med radius a sentrert rundt ladningen, sa liten at den er helt innesluttet i
flaten S, se fig. 2.12. Divergensteoremet anvendt pa denne kula gir

/ V-Edv:j[ E.ds— 2-47m2:Q, (2.54)
Va S, dmega €0
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fordi |E| er konstant og E radielt rettet pa kuleoverflaten S, (gitt av (2.12) med R = a). Ved a
kombinere (2.53) og (2.54) far vi Gauss’ lov.

Hvis @ hadde veert utenfor S, ville V-E = 0 i hele v, og dermed fs E - dS = 0. Superposisjon
av bidrag fra ladninger innenfor og utenfor S gir til slutt at

60% E-dS= Qtotal iS- (255)
S

Eksempel 2.8

En koaksialkabel bestar av en sylindrisk innerleder med radius a og et sylindrisk
ytterleder-skall med indre radius b, se fig. 2.13. Vi gnsker a finne det elektriske feltet overalt
nar innerlederen har potensial Vj i forhold til ytterlederen. Kabelen antas & veere netto uladd
og uendelig lang.?

Vi antar at innerlederen har ladning per lengdeenhet @'. Pga. symmetri ma denne
ladningen vaere jevnt fordelt over overflaten til kabelen.® Videre ma det elektriske feltet veere
radielt rettet: Anta at det elektriske feltet hadde en <Ab— og/eller en z-komponent. Vi snur na
kabelen (slik at den peker mot —z isf. z). Dette er en symmetrioperasjon; den endrer ikke pa
noen ting. Men eventuelle éS— og z-komponenter ville blitt snudd av operasjonen. Denne
selvmotsigelsen viser at antagelsen er gal, si E = Et overalt. Videre ma E = E(r) veaere
uavhengig av ¢ (pga. rotasjonssymmetri) og z (fordi kabelen er uendelig lang).

Figur 2.13: En koaksialkabel.

Vi bruker na Gauss’ lov pa en sylinderflate med senter i z-aksen, radius r og lengde [. Pa
lokkene av sylinderen star E L dS, sa vi far bare bidrag fra den bgyde flaten med radius r. Pa
denne flaten er E i samme retning som flatenormalen dS, sa E-dS = FEdS. Siden E er
konstant pa flaten kan vi ta den utenfor integralet:

on{ E.-dS = 60/ EdS = ¢ F dS = e E2nrl. (2.56)
S bgyd del av S bgyd del av S

Dette gjelder for alle r siden vi bare har brukt symmetrien sa langt. For r stgrre enn
ytterradiusen til kabelen ma hgyresiden i Gauss’ lov settes til null, for kabelen skulle veere

2Vi vil fra tid til annen bruke eksempler som har ladninger og/eller strgmmer helt ut til uendeligheten. I praksis
er dette selvsagt fysisk umulig, og enkelte av sammenhengene vi har funnet er ikke en gang ngdvendigvis gyldige
(f.eks. kan det tenkes at integralet i (2.28) divergerer). Dette lgses ved a se pa kabelen som endelig, men likevel sa
lang at omradet som observeres er langt unna endene.

3Det vil si at flateladningstettheten ps pa overflaten av innerlederen tilfredsstiller ps2mal = Q'l = Q, der Q er
ladningen til en lengde | av kabelen.
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netto uladd (dvs. det er like stor negativ ladning pa ytterlederen som det er positiv ladning pa
innerlederen). Der fas altsa eg2nrlE = 0, dvs. E = 0. I innerlederen og ytterlederen er feltet
null siden lederne antas a veere ideelle. (Dette kan tas for god fisk na siden ledere blir diskutert
i detalj i kap. 2.7.) For a < r < b, blir hgyresiden i Gauss’ lov Q'l, dvs. eg2nrlE = Q'l. Altsa

E_ %f‘, fora<r<b (2.57)
B 0, ellers. )

Det er sjelden det er ladningen vi har kontroll pa eller kan male, det er heller
potensialforskjellen. Hvis potensialforskjellen er Vj, hva er da Q’? For & svare pa dette bruker
vi definisjonen av potensialforskjell:

b b / b /
Voz/ E~d1:/ Bdr — ¢ dr_ @10 (2.58)

2meg Jo T 2meg a

Ved hjelp av denne sammenhengen kan vi eliminere @’ fra (2.57):

Vo ¢ fora<r<b
E— {rlnﬁ (2.59)

0, ellers.

Eksempel 2.9

Hva er det elektriske feltet utenfor en kule med sentrum i origo, og med ladning @ (fig. 2.14)?
Ladningen antas jevnt fordelt over volumet av kula. Symmetrien tilsier at det elektriske feltet
er radielt rettet, dvs. E = Et. Anta at den ikke var det. Dersom vi roterte kula 180° rundt en
akse som gar gjennom kulesentrum og observasjonspunktet, ville det elektriske feltet peke en
annen vei. Men en slik rotasjon endrer jo ingenting pa kula, sa dette ma veere en
selvmotsigelse. Altsa var antagelsen gal. Videre betyr symmetrien at F bare kan avhenge av
r, ikke av ¢ og 6. Vi tar na i bruk Gauss’ lov pa en kuleflate S med radius r og sentrum i
kulesentrum:

607{ E-dS = 607{ EdS = epdnr’E = Q. (2.60)
S S

Her har vi brukt at E har samme retning som dS i ferste likhet, at F er uavhengig av hvor vi
er pa S i andre likhet, og Gauss’ lov i siste likhet. Vi far

E=——r, forr >a. (2.61)

Figur 2.14: En kule.
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Eksempel 2.10

Et uendelig plan i z = 0 har konstant flateladningstetthet ps, se fig. 2.15. Vi gnsker a finne E
overalt (men z # 0). Siden planet er uendelig, vil ikke feltet kunne avhenge av x og y. Videre
tilsier symmetrien at feltet ikke kan ha X- eller y-komponenter, sa E er i +z-retning. Hvis

ps > 0 peker E bort fra planet, mens hvis ps < 0 peker E mot planet. Vi skriver E = EZ for
z > 0. Vi bruker na Gauss’ lov pa sylinderen pa figuren, og far bare bidrag fra topplokket og
bunnen (begge med areal AS), siden E er vertikal. Disse to bidragene blir like store pga.
speilsymmetri om planet z = 0. Altsa

60]{ E-dS =2¢gEAS = p;AS, (2.62)
s
sa

E— 2”:0zAforz>0, (2.63)

—2=z for z <O0.
€0
E
z
5 4 sylinder S
ps
a1

Figur 2.15: Et uendelig plan med konstant flateladningstetthet er plassert i z = 0.

Fra eksemplene skjgnner vi at selv om Gauss’ lov alltid er gyldig, er den bare praktisk a bruke
nar det er hgy grad av symmetri, slik at vi kan forenkle integralet. Gaussflaten S velges slik at
den gar igjennom observasjonspunktet der man vil finne E, og slik at den ikke bryter symmetrien
til problemet.

Til slutt merker vi oss folgende resultat, som fglger direkte av Gauss’ lov:

E = 0 overalt pa en lukket flate S = Qtotal, i 5 = 0. (2.64)

Men motsatt implikasjon er ikke gyldig! Dersom netto ladning innenfor flaten er null, er ikke
ngdvendigvis E = 0 pa flaten! Det at et integral er null, betyr ikke ngdvendigvis at det som
integreres er null. F.eks. er f027r f(z)dxz = 0 selv om f(z) =sinz # 0. Bare i tilfeller med hgy grad
av symmetri der man kan forenkle Gauss-integralet til £ multiplisert med arealet av .S, vil man
automatisk kunne slutte at E = 0 nar netto ladning inni S er null.

2.4 Elektriske felt i dielektriske medier

Lag noen sma papirlapper, og lad opp en linjal ved & gni mot haret eller en ullgenser. Legg
merke til at papirlappene trekkes mot linjalen, selv om de jo er ngytrale. Det virker a stride
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mot Coulombs lov, siden hvis en av ladningene i (2.1) er null, blir ogsa kraften null. Lgsningen
pa dette tilsynelatende paradokset, er at papirlappene ikke er punktladninger. Papir er et sakalt
dielektrisk materiale, og den negativt ladde linjalen vil gjgre at papirbitene far en positiv ende
narmest linjalen og en negativ ende lengst bort fra linjalen. Dette gir netto tiltrekning. Hva som
skjer med papirbitene, vil bli klarere etter at du har lest dette kapittelet.

Sa langt har vi beskrevet felt og potensial fra ladninger i vakuum. Denne beskrivelsen er ogsa
gyldig i hvilket som helst medium, sa lenge vi tar alle ladningene i mediet med i betraktning. Dette
er imidlertid en tungvinn og upraktisk beskrivelse — i praksis ville det veere bedre om vi kunne
behandle selve mediet som en slags “bakgrunn” hvor vi ikke trenger & ta hensyn til hver enkelt
ladning. Det er dette vi skal gjgre na, vi deler ladningene inn i to kategorier, bundne ladninger, dvs.
ladninger i mediet som er bundet sammen i dipoler, og frie ladninger, dvs. alle andre ladninger.
Malet er & modifisere Gauss’ lov slik at vi bare har fri ladning pa hgyresiden — det er nemlig den
frie ladningen som er enklest & ha kontroll pa.

Mange molekyler fungerer som dipoler, ved at noen atomer tiltrekker seg elektronene kraftigere
enn andre. F.eks. er vannmolekylet en dipol, fordi oksygenatomet drar elektronene mer mot seg
enn det hydrogenatomene gjgr. Ladningene til endene av vannmolekylet er bundne, og vi kan ikke
fa vannmolekylene til & strgmme av garde ved a sette pa et elektrisk felt, siden ladningene henger
fast i molekylet som er netto ngytralt.

Vi ser pa et materiale hvor alle ladningene er bundne. Et slikt materiale kalles et rent dielektrisk
medium. Nar et materiale utsettes for et elektrisk felt, vil eventuelle dipoler i mediet til en viss grad
rettes inn etter feltet. I tillegg kan det elektriske feltet fore til at dipolmomentet til molekylene
blir stgrre. Dette kalles polarisering. Hvis feltet er homogent, dvs. likt overalt, vil polariseringen
effektivt fgre til en flateladning pa kanten av materialet, se fig. 2.17. Denne bundne flateladningen
vil motvirke det elektriske feltet inne i materialet slik at det blir mindre.

+ -
H\ /H
O

Figur 2.16: Et vannmolekyl.

00
e
T

Figur 2.17: Et medium med homogen polarisering. Legg merke til at vi far en netto positiv,
bunden flateladning pa toppen og negativ ladning pa bann, mens inne i mediet vil de positive
og negative ladningene veere omtrent pa samme sted slik at netto romladning blir null.

Vi gnsker na a se nzermere pa denne skjermingen og vise hvordan Gauss’ lov modifiseres inne
i det dielektriske materialet. Vi starter med & friske opp definisjonen av dipolmoment:

p = Qd. (2.65)
Her er d posisjonsvektoren fra den negative ladningen til den positive. I mediet vil det generelt
finnes enormt mange dipoler som godt kan ha forskjellige p, bade i stgrrelse og retning. Siden de
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»
>

Figur 2.18: Skisse for a beregne total bunden ladning i en lukket flate S. De eneste dipolene som
bidrar til netto ladning i S er de som har den ene “enden” utenfor flaten S. Langs flateelementet
dS svarer dette kun til dipoler som er sentrert innenfor en lengde d cos o parallelt med dS, der
« er vinkelen mellom P og dS.

er sa mange og sa sma, vil hver enkelt av dem ikke ha noen praktisk betydning; det er summen

av dipolene i hvert volumelement som har betydning fra et makroskopisk synspunkt. Vi definerer

derfor en polariseringsvektor P som summen av dipolmoment i volumelementet dv dividert pa
volumet til elementet:

2 idP

P==2" 2.66

o (2.66)

Stgrrelsen Pdv blir da det totale dipolmoment i volumelementet dv. Dersom alle dipolene er
identiske, gir (2.66) at

P = Np, (2.67)

der N er antall dipoler per volumenhet og p er dipolmomentet til hver dipol. Selv om dipolene
selvsagt ikke ngdvendigvis er identiske i et virkelig medium, kan vi representere* dipolmomentet
i et volumelement som en slik mengde av identiske dipoler p = Qd.

For a finne ut hvordan det totale elektriske feltet pavirkes av det dielektriske materialet ma
vi fgrst regne ut hvor stor netto ladning som er innesluttet i en lukket flate S. Vi antar at
polariseringen er gitt ved P. Det er klart at bare dipolene langs S kan bidra til netto ladning
siden dipolene som har bade sin positive og negative del inne i omradet vil bidra med null netto
ladning. Langs et flateelement dS pa S vil vi fa et bidrag fra Ndv dipoler, der dv er volumet av
en boks med grunnflate dS og heyde d cos a, se fig. 2.18. Pa figuren ser vi at det er den negative
enden som stikker inn i omradet, sa ladningsbidraget pga. dipolene i dv er

Ndv-(—Q) = —QNdSdcosa = —NpdS cosa = —PdS cosae = —P - dS. (2.68)

Total bunden ladning omsluttet av S blir altsa

Qbundet polladning i § = — f P -ds. (269)
S

4Det er ikke helt opplagt at dette er mulig. Se pa situasjonen der vi har to typer dipoler, si P = N, pP; + Naps,
der N og N2 er antall dipoler per volumenhet med henholdsvis dipolmoment p; = Qidi1 og py; = Q2d2. Vi
kan na definere Py = Nip, og P2 = Nap, og fplge utledningen som leder fram til (2.69) for hver av disse,
ved a bytte ut P med hhv. P; eller P>. Total bunden ladning i S blir da summen av disse to bidragene, dvs.
— fs P;-dS — fs Py-dS = — fs P - dS. Dette argumentet generaliseres rett fram til et vilkarlig antall forskjellige
dipoler.
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Siden vi n& vet polariseringsbidraget til den totale ladningen i S, kan vi finne det totale
elektriske feltet vha. Gauss’ lov:

€0 f E-dS = Qtotal is = eri is+ Qbundet polladning i S — eri isS— f P- dS7
S S

eller
(%@E+ETB—Qmm- (2.70)
S
Det er derfor naturlig & definere en ny feltstgrrelse
ID=gE+P| (2.71)

Dette feltet kalles gjerne elektrisk flukstetthet, forskyving eller bare D-felt. Med dette feltet blir
Gauss’ lov i et medium

(2.72)

fD«BzQMﬁ.
S

Legg merke til at bare den frie ladningen inngar i (2.72). Vi kan altsa finne D-feltet ut fra
kjennskap til de frie ladninger alene, uten kjennskap til polariseringen i mediet. Det elektriske
feltet blir E = (D — P)/eg. Polariseringen vil veere relatert til det totale elektriske feltet. For
mange materialer er sammenhengen linezer og kan skrives

P = ¢yx.E, (2.73)
der proposjonalitetskonstanten . er en materialparameter som kalles elektrisk susceptibilitet. For
et slikt linesert medium fas altsa

D =cE+ P = ¢E + cgxeE = €0(1 + xo)E = €,60E = €E. (2.74)
Her har vi definert relativ permittivitet e, = 1+ xe 0g absolutt permittivitet € = €,€y. For samme fri
ladningstetthet overalt, vil D veere uendret, mens det elektriske feltet blir redusert med en faktor
1/€ i forhold til situasjonen med vakuum.

Et lineert medium kjennetegnes altsa ved at sammenhengen mellom P og E er lineser. Hvis
mediet i tillegg er isotropt, er sammenhengen uavhengig av retningen pa E, dvs. y. og dermed e,
blir skalare stgrrelser. Typiske eksempler pa isotrope medier er vann, luft og glass, mens krystaller
ofte er anisotrope. Dersom x, og dermed €, er uavhengig av posisjon, er mediet homogent. Den
relative permittiviteten til et gitt stoff kan finnes fra fysiske tabeller, se f.eks. tabell 2.1.

Materiale Rel. permittivitet | Materiale Rel. permittivitet
vakuum 1 NaCl 5.9

luft 1.0005 silisium 12

papir 1.3¢il 3 germanium 16

tre 2 til b vann 81

olje 2.3 TiOo ~ 100

glass 4 til 10 BaTiO3 ~ 1200
kvarts 5

Tabell 2.1: Den relative permittiviteten til noen ulike stoffer ved romtemperatur.

Siden de bundne ladningene na er bakt inn i €, vil vi heretter for det meste bare trenge & ha
kontroll pa de frie ladningene. Vi lar derfor sterrelsene @ (ladning), Q" (linjeladningstetthet), ps
(flateladningstetthet) og p (romladningstetthet) sta for den frie ladningen. Hvis vi er interessert
i bunden ladning eller bunden ladningstetthet, vil det uttrykkes eksplisitt.
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Gauss’ lov (2.72) kan skrives om til differensialform ved hjelp av divergensteoremet:

eriisZ/de:}{D-dS:/V-Dd’U. (2.75)
v S v
Her er v det volumet som begrenses av flaten S. Siden S og dermed v er vilkarlig, ma vi ha

270

Dette er Gauss’ lov pa differensialform, ogsa kjent som en av Maxwells fire ligninger. Den andre
loven som beskriver statiske elektriske felt er loven om at statiske elektriske felt er konservative,

2

Siden vi fant i 2.2 at dette gjelder for en vilkarlig ladningsfordeling, er det klart at det ogsa gjelder
i et materiale.

Et dielektrisk medium er bare dielektrisk opp til et visst elektrisk felt. Hvis det elektriske feltet
blir for sterkt, vil det rive lgs elektroner (ionisere materialet) slik at det oppstar gjennomslag.
Dette gir en ledende kanal som ofte synes som en gnist eller lysbue. For luft skjer dette ved felt
> 3-105V/m, mens f.eks. porselen taler omtrent dobbelt sa stort elektrisk felt. Denne talegrensen
kalles dielektrisk styrke.

Eksempel 2.11

En punktladning @ er plassert i origo. Det er et rent dielektrisk medium med permittivitet
€ = €.€g overalt, se fig. 2.19a. Hva er det elektriske feltet? Ved a bruke Gauss’ lov pa den
stiplede flaten pa figuren, har vi full kulesymmetri. Vi far dermed

]f D-dS = D4rr? = Q, (2.78)
s
og at
D Q . Q .
E=—= = . 2.79
€ 47r6r2r 47T€r€07“2r ( )

Vi ser at E har blitt en faktor 1/¢, mindre i forhold til situasjonen med vakuum. Dette
kan tolkes fysisk pa fglgende mate: Dipolene i det dielektriske mediet stiller seg inn som sméa
kompass, slik at den negative enden rettes mot den positive ladningen @. Overalt i mediet vil
da den negative enden av en dipol veere kompensert av den positive enden til den neste
dipolen, med unntak av rett rundt punktladningen. Her blir det en liten kuleflate med
bunden, negativ ladning fra dipolene, som motvirker eller skjermer det elektriske feltet fra Q.

Det er naturlig & sperre seg hvordan feltet blir hvis det dielektriske mediet bare er en kule
med radius a og sentrum i punktladningen. Gauss’ lov for D-feltet blir akkurat som fgr; vi har
fortsatt kulesymmetri og den eneste frie ladningen er punktladningen i origo. Dermed far vi

Q .

Dette gir
Q A
o 74”256‘“?1' for r < a, (2.81)
Wl‘ for r>a.

Resultatet (2.81) kan tolkes som folger: Siden dipolene har stilt seg inn som i fig. 2.19a, vil det
bli en positiv, bunden flateladning pa overflaten til den dielektriske kula, se fig. 2.19b. Dermed
blir det stgrre elektrisk felt rett utenfor overflaten av kula enn det er rett pa innsiden.
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Figur 2.19: (a) En punktladning i et dielektrisk medium med permittivitet e. Noen av dipolene
er vist over og under punktladningen. (b) Det dielektriske mediet er na en kule med radius
a. Dipolene gir effektivt sett en negativ bunden ladning rett rundt @), og en positiv bunden
flateladning for r = a™.

Eksempel 2.12%*

Hele poenget med a dele inn i frie og bundne ladninger, er at vi skal feie de bundne under
teppet: Den bundne ladningstettheten bakes inn i € slik at vi ikke trenger a tenke pa den. For
spesielt interesserte vil vi i det fglgende finne den bundne ladningstettheten i det forrige
eksempelet. Gauss’ lov for det elektriske feltet (2.49) gjelder ogsa i et medium; vi méa bare
passe pa at alle ladninger (bade frie og bundne) skal vaere med pa hgyresiden. Na som vi
kjenner E fra det forrige eksempelet, kan vi regne ut integralet direkte. Hvis gaussflaten S er
en kuleflate med bitteliten radius r, finner vi

60% E-dS = egEdmr? = e()L@er == (2.82)
S 4drrereor? €r

Dvs. det er en total ladning @ /e, rett ved origo. Dette betyr at det har lagt seg en negativ
bunden ladning Q/e, — @ rett rundt punktladningen Q. Hvis vi lar r = a~ far vi pa
tilsvarende vis at det er ladningen Q/¢, inne i gaussflaten, mens hvis 7 = a™ sé& er ladningen
Q innenfor. Dermed méa den bundne flateladningstettheten pa overflaten av den dielektriske

kula veere Q-q
—Q/e
¢ = ——————. 2.83
Pb, 4Ama? ( )
Det fins ogsa generelle formler for bunden ladningstetthet. Den bundne
romladningstettheten er gitt av
pp=—-V-P. (2.84)

Ligning (2.84) finner vi fra (2.69) ved a bruke divergensteoremet, akkurat slik vi fant Gauss’
lov pa differensialform (2.76). Den bundne ladningstettheten pa overflaten av et dielektrisk
medium hvis det er vakuum utenfor, er gitt av

Pbs = Pn7 (285)

der “n” star for normalkomponent (altsa komponenten normalt ut av overflaten til mediet).
Ligning (2.85) finnes fra (2.69) pa samme mate som vi finner (2.95) nedenfor. I vart eksempel

blir
p=—-V-P=-V-D-¢gE)=—-(1-1/¢)V-D=0 (2.86)
inne i det dielektriske mediet (dvs. for 0 < r < a), siden V-D = 0 der. Videre far vi
Q

pos =P = (e, —DegE(r=a") = (&, — L)e (2.87)

0 4drerepa?
som gir (2.83).
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Eksempel 2.13

Vi ser pa koaksialkabelen fra fig. 2.13, men lar det veere et rent dielektrisk medium med
permittivitet € = €,€p mellom lederne. Ved hjelp av symmetri og Gauss’ lov (2.72) far vi

!

D= r fora<r<hb, (2.88)

T
helt tilsvarende til hvordan vi fant (2.57). Dette gir

/

r fora<r<hb. (2.89)

2mer

Hvis potensialforskjellen mellom lederne, Vp, er kjent, kan vi eliminere Q" akkurat som for (se

utledningen av (2.59)):

%
E= 7Obf fora <r <b. (2.90)
rin 2
Som et talleksempel, anta at ¢ = 1 mm og b = e? mm ~ 7.4 mm, og at det dielektriske mediet
mellom lederne taler et maksimalt elektrisk felt pa 5-10°V /m. Da kan vi bruke (2.90) til &

vise at kabelen taler spenningen Vp = 10kV. Vis det! (Hint: Hvor er feltet storst?)

Figur 2.20: (a) Koaksialkabel med et dielektrikum med relativ permittivitet e, mellom lederne.
(b) Det er et lite luftgap mellom innerlederen og det dielektriske mediet.

Vi tenker oss na at det dielektriske mediet mellom lederne far et lite luftgap i seg (fig.
2.20b):

(2.91)

( €0, fora<r<a+d,
e(r) =
€€y, fora+d<r<b.

Luftgapet er altsa rett utenfor innerlederen og har tykkelse d. Hva blir feltet na, gitt at
spenningen over lederne V; er som fgr?

Fgrst noterer vi oss at D er som for (2.88), siden Gauss’ lov (2.72) og sylindersymmetrien
er uendret. Vi finner Q' ved a integrere det elektriske feltet fra a til b og sette lik Vp:

b ' b /
VO:/E(r)dr:Q / edr _ 9 (1n“+d+11n b ) (2.92)

2 |, e(r)r  2meo a & a+d

Ved & finne @’ fra denne ligningen, og sette tilbake i (2.88), far vi

CTV() N
r, fora<r<a+d
TInotd ), b ) >
E— r(e n aVU+na+d)A f d b (293)
r(erln“er-Hn—aid)r’ ora+a<r<o.

a

Legg merke til at feltet er minst e, ganger sterkere i luftgapet enn i det dielektriske mediet.
Hvis luftgapet er lite, d < a, er feltet ogsa e, ganger sterkere der enn om det bare hadde veert
luft mellom lederne. Spenningsfallet fra V{ til 0 vil til en stor grad legge seg over luftgapet nar
€, er stor. Det vil derfor lett kunne oppsta gjennomslag (gnist) i luftgapet dersom kabelen
brukes for hgy spenning.
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2.5 Grensebetingelser for E og D

Hvis vi kjenner det elektriske feltet E og den elektriske flukstettheten D pa den ene siden av en
grenseflate mellom to medier, kan vi da finne feltene pa den andre siden? For a svare pa dette
spgrsmalet, ser vi pa en grenseflate mellom et medium 1 og et medium 2, se fig. 2.21.

E1 Dln D1

Ah — 0

Figur 2.21: Grenseflate mellom medium 1 og medium 2. Integrasjonsslgyfa C' er en rektanguleer
slgyfe med lengde dl og neglisjerbar hgyde Ah. Integrasjonssylinderen S har neglisjerbar hgyde
Ah, og arealet til topplokket/bunnen er AS. Grenseflaten har flateladningstetthet ps.

Vi definerer oss en integrasjonsslgyfe C' og en integrasjonssylinder S som begge har neglisjerbar
hgyde Ah — 0. Grenseflaten inneholder en flateladningstetthet ps. Vi bruker na forst (2.21)
pa integrasjonsslgyfen C. Dette gir Eq-dl + Eg-(—dl) = 0. Siden dl er en tangentvektor til

grenseflaten far vi
209

Her star “t” for tangensialkomponenten av vektoren, dvs. den komponenten som er tangensiell
til grenseflaten. Tilsvarende gir Gauss’ lov (2.72) at D; - nAS + Do - (—0)AS = p;AS, forutsatt
at AS er sa liten at feltet kan antas & veere konstant pa topplokket og konstant pa bunnen til
sylinderen. Dette betyr at

’Dln — Doy = ps. (295)

Her star “n” for normalkomponenten til grenseflaten, her definert som komponenten langs n. Et
nyttig spesialtilfelle er tilfellet der begge mediene er rent dielektriske. Da vil det ikke vaere noen
flateladningstetthet, slik at D1, = Day.

I noen leerebgker kan normalvektoren n vaere definert slik at den er rettet inn i medium 2 i
stedet for inn i medium 1. Dette ville gitt Do, — D1, pa venstre side av (2.95). Det at fortegns-
konvensjoner kan veere forskjellig gjor det ekstra viktig a bruke andre (gjerne intuitive) metoder
for a kontrollere fortegn.

2.6 Poissons og Laplace’ ligning

Det elektriske feltet har tre komponenter og er derfor mer komplisert a arbeide med enn skalar-
potensialet V. De tre komponentene av det statiske elektriske feltet er imidlertid bundet tett
sammen, slik at feltet kan representeres som —VV. Ligningen som det elektrostatiske potensialet
V' ma tilfredsstille fas ved a kombinere E = —VV og (2.76):

p=V:-D=V.-cE=V-(—€eVV). (2.96)

Her har vi antatt et linesert og isotropt dielektrikum, D = eE. Hvis mediet i tillegg er homogent,
dvs. € er uavhengig av posisjon, fas

V2V = {, (2.97)
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som er Poissons ligning. I ladningsfrie deler av rommet blir hgyresiden lik null, dvs. potensialet
tilfredsstiller Laplace’ ligning
ViV =0. (2.98)

Disse ligningene kan brukes for & bestemme potensialet og dermed det elektriske feltet i et gitt
omrade. En lgsning av et elektrostatisk problem er altsa lgsningen av Poissons (evt. Laplace’)
ligning som tilfredsstiller et passende sett grensebetingelser, f.eks. at V' = 0 i uendeligheten,
V = 0 pa en metallflate e.l.

Eksempel 2.14

En ledende kule har potensial Vj, radius a og sentrum i origo, se fig. 2.22. Vi skal finne
potensialet overalt nar referansen settes i uendeligheten. Anta at mediet overalt rundt kula
har konstant permittivitet e. Symmetrien tilsier at potensialet V(r) er kun avhengig av r,
ikke ¢ og 0. Vi uttrykker V2 i sfaeriske koordinater (se formelsamlingen i kap. 1.11), og far at

Laplace’ ligning blir
1d [/ ,dV
il —~ ) =o. 2.

r2dr (r dr) 0 (2.99)

Ved & multiplisere med r? og deretter integrere, far vi
r°— = Kj, (2.100)
der K; er en konstant. Vi deler n& pa r2 og integrerer en gang til:
V(r) = —? + K. (2.101)

Siden V' = 0 i uendeligheten, ma K5 = 0. Ved a sette r = a finner vi den siste konstanten:
Vo =V(a) = —K;i/a gir K1 = —Vpa. Med andre ord:

V(r) = VO%. (2.102)

Til slutt er det lurt a sette prove pa svaret: Sjekk at V(a) = Vo, V(c0) = 0 og at (2.99) er
tilfredsstilt.

Figur 2.22: En ledende kule med potensial V.

Eksempel 2.15

pn-overgang. pn-overganger er ekstremt viktige i moderne elektronikk. En pn-overgang bestar
av en halvleder med to deler, en p-type og en n-type. Disse to delene fas ved sakalt doping av
et rent halvledermateriale slik som silisium. I n-type materialet er det elektroner som er frie
til & bevege pa seg, mens i p-type materialet er det “hull”, dvs. ledige plasser for elektroner,
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Figur 2.23: (a) En pn-overgang. Den positivt og negativt ladde sonen i midten kalles deple-
sjonssonen. (b) Romladningstettheten i pn-overgangen. (c) Det elektriske feltet (2.104). For
a finne denne har vi bestemt integrasjonsskontanten slik at feltet blir null i uendeligheten.
Videre har vi brukt at integralet av en positiv (negativ) konstant gir en lineser funksjon med
positivt (negativt) stigningstall. (c¢) Potensialet (2.106), der integrasjonskonstanten er valgt
slik at V(—o0) = 0. Her har vi brukt at integralet av en lineser funksjon gir en kvadratisk
funksjon, med krumning oppover dersom den linezre funksjonen har positivt stigningstall, og
krumning nedover hvis den linezre funksjon har negativt stigningstall. Legg merke til at det
blir en potensialforskjell Vj, en sakalt potentialbarriere. Uttrykket for den finner vi ved a regne
ut arealet til trekanten i (c).

som er frie til & bevege seg rundt. I utgangspunktet er de dopede omradene av
halvledermaterialet ngytrale, dvs. de frie elektronene og hullene er kompensert av tilsvarende
ioner. Men fordi p- og n-omradene ligger inntil hverandre, vil de frie elektronene i n-omradet
kunne diffundere over til p-omradet. Der tas de vel i mot i hullene. Dermed blir det en sone
naermest overgangen der vi far positiv romladningstetthet (n-omradet) og negativ
romladningstetthet (p-omradet), se fig. 2.23. Dette kalles en deplesjonssone. I figuren har vi
for enkelhets skyld antatt at romladningstettheten er uniform i p-omradet og i n-omradet. I
praksis vil romladningstettheten veere glattere.

Siden vi har en romladningstetthet, vil vi fa et elektrisk felt og dermed ogsa en variasjon i
det elektriske potensialet. Vi skal na regne ut dette. Vi antar at dimensjonene pa tvers er mye
storre enn tykkelsen, sa vi kan regne i en dimensjon: E = Ex, der E = FE(z). Permittiviteten
settes lik den samme konstanten € i bade p og n-type halvleder. Vi far

dE

D= E=e— = 2.1
\V4 eV ‘T px), (2.103)

og derfor

E(z) = 1/p(ac)dac (2.104)
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Videre har vi E = —VV, som gir
— = —E(x), (2.105)

og dermed

V(z) = f/E(x)dm. (2.106)

Integrasjonskonstanten i (2.104) ma bestemmes slik at F(—oco) = 0. Integrasjonskonstanten i
(2.106) velges slik at V' (—o0) = 0. Dette gir kurver som vist i fig. 2.23.

Det kan diskuteres om romladningen i deplesjonssonen er “fri” i ordets rette forstand. Men
husk at vi definerte “bunden ladning” som den som henger fast i dipoler, mens “fri ladning”
var all annen ladning. Derfor karakteriseres romladningen i deplesjonssonen som “fri”.

Eksempel 2.16

Numerisk lgsning av Laplace’ ligning. Vi ser pa Laplace’ ligning i to dimensjoner:

oV 9V

3 T E =0 (2.107)

Potensialet V (z,y) representeres diskret som verdiene i punktene x = iA og y = jA. Her er ¢
og j heltall, og A er en liten stgrrelse som angir hvor tett vi vil representere V' (z,y). Vi

definerer
Vij =V ([EA, jA). (2.108)

Vi kan na tilnserme de deriverte (se fig. 2.24):

oV (x + %; Y)  Vigr; — Vi

- ~ — (2.109a)
WV (x— 2, = Vil
(xax 2:Y)  Vig AV L (2.109b)
Den dobbeltderiverte i punktet (z,y) finner vi deretter vha.
: a IV (z— A
gy RN SHERR Y4 Vi, — 2V 2.110
oz A B A2 ' (2.110)
Helt tilsvarende: o2
Vi Vi +Vij1 -2V,
= — : = 2.111
a5 A2 (2.111)
Y
R

Figur 2.24: Rutenett for numerisk lgsning av Laplace’ ligning.
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20 20

Figur 2.25: Til venstre: Potensialverdier fgr iterasjon. Langs de fire kantene har vi valgt hen-
holdsvis null potensial, en lineser funksjon fra 0 til 10V, konstant lik 10 V og en sinusfunksjon
mellom 0 og 20 V. Inne i omradet initieres V = 0. Til hgyre: Potensialet etter 150 iterasjoner.
Vi ser at terrenget er “kjedelig” — det gar glatt fra sinus-funksjonen pa den ene siden til den
linesere funksjonen pa den andre. Selv om vi ikke kan ha maksima eller minima inne i omradet,
ser vi at vi far et sadelpunkt.

Ved & kombinere (2.107), (2.110) og (2.111) far vi til slutt

1
Vijg =7 Virrg + Vierg + Vi + Vi) (2.112)
Dette resultatet viser at potensialet i et gitt punkt er gitt av gjennomsnittet av potensialet i
de fire nabopunktene.
Vi kan bruke (2.112) i en iterativ algoritme, der vi antar at V(z,y) er kjent pa randen av
omradet v der potensialet skal finnes.

1. Initier V; ; pa en eller annen mate. Om man ikke vet noe om potensialet, kan
man sette V; ; = 0 for alle (¢, j) inne i omradet v.
2. Pa randen settes V; ; lik det det skal veere i henhold til grensebetingelsen.

3. Ga systematisk igjennom alle punktene inne i omradet v, og oppdater
potensialet i punktet (i.j) vha. (2.112). Bare punkter inne i v, ikke pa randen, skal
oppdateres. Gjenta til det konvergerer.

I fig. 2.25 er det vist et eksempel pa bruk av denne algoritmen.

Anta at potensialet tilfredsstiller Laplace’ ligning i et omrade v, dvs. € veldefinert og konstant,
og p = 0 her. Dette er det samme som & si at mediet er linesert, isotropt, homogent og uten
fri ladning. Vi kaller randen til v (den lukkede flaten som omslutter v) for S. Vi skal na vise et
kjent matematisk resultat, nemlig at V ikke har lokale maksima eller minima i omradet v; alle
ekstremalpunkt er pa randen S.

Anta hypotetisk at V' har et lokalt maksimum i et punkt inne i v. Da vil V' minke nar man
beveger seg bort fra punktet, uansett hvilken vei man gar. Det ma bety at VV er rettet inn mot
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() (b)

Figur 2.26: (a) Et volum v er omsluttet av en lukket flate S. (b) Dersom V har et (lokalt)
maksimum, vil det elektriske feltet veere rettet utover fra punktet. De stiplede linjene er ekvi-
potensialflater.

punktet, og dermed at E = —VV er rettet utover. Dette ma da ogsa gjelde D = €E, sa Gauss’
lov forteller oss at det ma veere fri ladning i punktet. Denne selvmotsigelsen viser at V' ikke har
lokale maksima inne i v. Helt tilsvarende far vi at V" heller ikke kan ha lokale minima her. Intuitivt
kan vi se for oss hvordan potensialet inne i v er glatt og et “gjennomsnitt” av potensialet rundt
randen.

Poissons ligning har entydig lgsning nar det er spesifisert tilstrekkelige grensebetingelser: Anta
at V1 og V5 er to lgsninger som tilfredsstiller Poissons ligning i v, og har samme grensebetingelse
pa en lukket grenseflate S som omslutter v, dvs. Vi = V5 pa S. Da viser det seg at V7 = V5 i
hele v. Beviset er forholdsvis enkelt: Definer V. =V, — V4. Da vil V2V =0ivog V =0 pa S.
Fra argumentet ovenfor vet vi at lgsninger av Laplace’ ligning ikke kan ha lokale maksima eller
minima i v. Dermed ma V = 01 hele v, sa V; = V5.

Dette entydighetsteoremet har viktige konsekvenser: Det spiller ingen rolle hvordan vi kommer
fram til en lgsning; sa lenge den tilfredsstiller Poissons ligning i et omrade v og er det den skal vaere
pa randen S, er det den rette lgsningen i v. Dette skal vi bruke i den sakalte speilladningsmetoden
(kap. 2.7).

2.7 Ideelle ledere

I en ideell leder kan ladningene bevege seg helt fritt rundt omkring. Dette forer til fglgende
egenskaper.

e E = 0 inne i en ideell leder. Hvis det ikke var tilfelle, ville det elektriske feltet ta tak i
ladninger og bevege pa dem helt til de har falt til ro. Da vil det elektriske feltet fra disse
ladningene kompensere for det patrykte feltet. Dette kalles elektrostatisk induksjon.

e p = 0 inne i en ideell leder. All overskuddsladning ma veere pa overflaten. Dette sees fra
Gauss’ lov: p =V-D =V (¢E+P) =V-(0+0) = 0. Overflateladningstettheten kalles
ofte for indusert flateladningstetthet, fordi den ofte kan veere et motsvar til et patrykt felt,
se eksempelet om Faradaybur nedenfor.

e Lederen er en ekvipotensialflate/volum. Dette fordi en potensialforskjell mellom to punkter
i lederen kan skrives Vap = ff E-dl = ff 0dl = 0.

e E; = 0 rett utenfor lederen. Dette folger fra grensebetingelsen (2.94) og det at det elektriske
feltet inne i lederen er null.

e Den elektriske flukstettheten rett utenfor lederen tilfredsstiller Dy, = ps, der ps er flate-
ladningstettheten pa overflaten til den ideelle lederen. Dette fas fra grensebetingelsen (2.95)
og at D-feltet inne i lederen er null. (Husk at D = ¢)E + P, og at det ikke er elektrisk felt
eller polariseringstetthet P i ideelle ledere.)

43



2.7. IDEELLE LEDERE KAPITTEL 2. ELEKTROSTATIKK

Figur 2.27: Egenskapene til en ideell leder.

De fem egenskapene er oppsummert i fig. 2.27.

I praksis finnes det ingen ideelle ledere, men teorien ovenfor kan likevel sies a vaere en god
tilnsermelse for mange metaller. Superledere er ideelle ledere i elektro- og magnetostatikken, sa
lenge strgmmen (eller magnetfeltet) ikke blir for stor.

Eksempel 2.17

Er netto ladning for lederen i fig. 2.27 positiv, null eller negativ? For a svare pa dette bruker
vi Gauss’ lov pa en flate som akkurat omslutter lederen. Vi ser fra figuren at det da gar 5
flukslinjer inn i flaten, og 2 flukslinjer ut av flaten. Dermed er det en netto fluks inn i flaten,
sa netto ladning inne i omradet (dvs. pa lederen) ma veere negativ.

Eksempel 2.18

Vi ser na pa den ledende kula i fig. 2.22 igjen, og regner ut det elektriske feltet, den totale
ladningen og flateladningstettheten. Det elektriske feltet inne i kula er null. For r > a far vi
fra (2.102) at

Voa
Om vi bruker Gauss’ lov pa en kuleflate S med radius r > a, far vi at den totale ladningen @
til kula er

Q= f D - dS = D4nr? = eE4nr? = 4dneaVp, (2.114)
5

der vi har satt inn (2.113) i siste likhet. Siden @ fordeler seg jevnt utover overflaten til kula,
er flateladningstettheten

Q Vo
= = . 2.11
pS 47_(_&2 a ( 5)
Lign. (2.114) gir sammenhengen mellom @ og V4 for kula:
Q
Vi — , 2.116
07 4rea ( )
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Ved & eliminere Vj i (2.113) kan vi altsa ogsa uttrykke (2.113) som
Q .
r

dmer?’

(2.117)

som forventet.

Ifplge (2.113) har det elektriske feltet rett utenfor kula stgrrelsen |E| = Vg /a. Dvs. for et
gitt potensial, vil det elektriske feltet rett utenfor kula veere stort dersom radius er liten, og
motsatt. Dette er grunnen til at en lynavleder bgr veere spiss: Det at en leder er spiss gjor at
det elektriske feltet rett utenfor lederen blir stort, slik at man far overslag der fgr enn man far
andre steder (se fig. 2.28).

Figur 2.28: Lynet slar sjeldnere ned i folk som er tjukke i hue.

Eksempel 2.19

Hvis en leder med liten krumningsradius har mye ladning (eller stor potensialforskjell til en
referanse i uendelig), vil man kunne fa sakalte Corona-utladninger til lufta rundt. Fordi feltet
rett rundt lederen er stgrre enn den dielektriske styrken til luft, blir lufta ionisert. Dette
fortsetter til den effektive radiusen til lederen (altsa lederen + det ioniserte omradet rundt
lederen) er sa stor at feltet utenfor er under terskelen for dielektrisk sammenbrudd.

Corona-utladninger kan gi lyd — det har du sikkert merket hvis du gar under en kraftlinje i
regn- eller sngveer.

Nar Corona-utladningene forarsakes av veeret (og potensialforskjell mellom sky og jord),
kalles ofte Corona-utladninger for St. Elmos fire. F.eks. kan spisse master pa en seilbat gi St.
Elmos fire.

Corona-utladninger er en mate a kvitte seg med ladning pa for fly, ved & ha tynne naler
festet til flyskroget.

Eksempel 2.20

Faradaybur. Vi ser na pa en leder med et hull, se fig. 2.30. Fordi lederen har konstant
potensial, har ogsa randen til hullet konstant potensial. Siden det ikke kan veere noen
maksima eller minima for potensialet inne i hullet, ma altsa hele hullet ha det samme,
konstante potensialet. Det fglger dermed av E = —VV at det elektriske feltet inne i hullet er
null. Vi har ikke antatt noe som helst om hva som befinner seg utenfor lederen for a komme
fram til dette. Dvs. det som befinner seg inne i hullet, er elektrisk sett helt isolert fra det som
skjer pa utsiden.
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Figur 2.29: St. Elmos fire.

Figur 2.30: Et Faradaybur, dvs. en ideell leder som omslutter et hulrom. Om man patrykker
et elektrisk felt fra utsiden, vil ladningene i lederen omfordele seg slik at de produserer et
elektrisk felt som kansellererer det patrykte feltet inne i lederen og dermed ogsa i hulrommet.
Hulrommet “ser” dermed ikke det som skjer pa utsiden.
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Eksempel 2.21

Speilladningsmetoden. En punktladning befinner seg en hgyde h over et ledende plan, se fig.
2.31. Vi gnsker a finne den induserte flateladningstettheten pa planet. For enkelhets skyld
spgr vi bare etter flateladningstettheten i origo, dvs. rett under ladningen.

En fornuftig framgangsmate er a bruke den siste egenskapen til ideelle ledere, listet opp
ovenfor, nemlig at flateladningstettheten er gitt av D rett utenfor lederen:

ps =Dn(z=0")=cE(z=0"). (2.118)
Vi har droppet indeksen “n” i F siden E uansett er 1 overflaten.

Det & finne det elektriske feltet i z = 0% er ikke i utgangspunktet rett fram. Feltet er et
resultat av punktladningen, men ogsa av all indusert flateladningstetthet pa planet. Et triks
er a bruke speilladningsmetoden, se fig. 2.31. Situasjonene (a) og (b) i figuren er ekvivalente
for z > 0, fordi ladningsfordelingen i dette omradet er den samme, og fordi omradet avgrenses
av et plan i z =0 med V = 0 (og en uendelig stor halvkule over planet, med V = 0).
Entydighetsteoremet forsikrer oss om at lgsningen for (a) og (b) er den samme for z > 0. Vi
kan derfor regne pa situasjon (b) i stedet for situasjon (a), sa lenge vi ser pa omradet z > 0.
Vi finner det elektriske feltet i origo til & veere superposisjonen av feltet fra ladningen @ og
speilladningen —@Q:

_ 5 @
E= 247reh2Z’ (2.119)
hvilket gir
_Q

s 52 (2.120)

(a) (b)

z z

z2=h @ +Q z=h @ +Q
€ €
V=) e e

z2=—-h @ —Q

Figur 2.31: (a) En punktladning @ befinner seg en hgyde h over et ledende plan. (b) Vi tar
bort det ledende planet og setter inn en speilladning, dvs. en ladning —@Q plassert i z = —h.
Da er situasjonene (a) og (b) helt ekvivalente i omradet z > 0: Det er lik ladningsfordeling
der, og omradet avgrenses av et plan z =0 med V = 0.
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2.8 Kapasitans

Vi ser na pa to ideelle ledere som er adskilt av et linesert og isotropt medium med permittivitet
€, se fig. 2.32. Mediet trenger ikke veere homogent (dvs. e kan godt avhenge av posisjon). En
spenningskilde har sgrget for at den gvre lederen har fatt potensial V' mens den nedre har potensial
0. Dette har kilden fatt til ved & flytte ladning fra den nedre lederen til den gvre. Dermed har den
nedre lederen fatt netto ladning —@Q mens den gvre har Q. Vi definerer kapasitans C' som fglger:®

_Q
c= (2.121)

Enheten til kapasitans kalles F (farad), og er altsd det samme som C/V (dvs. coulomb/volt)S.
Definisjonen av kapasitans er fornuftig, fordi det viser seg at C bare blir avhengig av geometris-
ke storrelser og ¢, ikke av @) eller V. Dette vil vi se helt tydelig i eksemplene nedenfor. Generelt er
det et resultat av fplgende kjede av proporsjonaliteter (her betyr o at stgrrelsene er proporsjonale):
def. ial lin. medium
chpgeensel i mdinm p G 0, (2.122)
Vi kan bruke definisjonen til & finne kretsligningen for en kondensator. Strgm defineres som
ladning per tidsenhet som gar mot den gvre lederen, og vi far dermed
_dQ  d(CV) dVv

= === (2.123)

Vi skal na bruke definisjonen til & finne kapasitansen til noen forskjellige kondensatorer.

1

Figur  2.33:  Elektrolytt-
kondensatorer (gverst) og
keramiske kondensatorer

. . (nederst).
Figur 2.32: En kondensator, dvs. to ledere adskilt

av et dielektrisk medium med permittivitet e.

5Det er naturlig 4 spgrre seg hva som skjer hvis det er en ubalanse, f.eks. at den nedre lederen har —Q mens
den gvre har +2@Q. Hvis sa var tilfelle, matte det veert en ladning —@Q et annet sted i verden i tillegg. Da far vi en
kapasitiv virkning ikke bare mellom de to lederene som vi ser pa, men ogsa til det stedet hvor den ekstra —Q’en
befinner seg.

SHer hersker det full forvirring, siden bokstaven C brukes om bade kapasitans og coulomb, og V om bade potensial
og volt. Om man ser ngye etter, er det imidlertid en forskjell; stgrrelser (slik som potensial og kapasitans) skrives i
kursiv, mens enheter (slik som volt og coulomb) skrives med vanlig tekstfont.
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Eksempel 2.22

En parallellplatekondensator bestar av to parallelle, like, ledende plan, hvert med areal S, se
fig. 2.34. Planene er adskilt av en isolator — et rent dielektrisk medium med permittivitet e.
Hva er kapasitansen C?

Vi antar at avstanden d mellom planene er mye mindre enn dimensjonene til planene.
Dermed kan vi se bort fra kanteffekter (spredning av feltlinjer ved venstre og hgyre ende av
platene). Dvs. potensialet V(z) mellom platene er kun avhengig av z, ikke x og y. Poissons
ligning gir dermed at V2V = dQV/dz2 =0 for 0 < z < d, siden det ikke er noen fri
romladning mellom platene (p = 0). Ved & integrere denne diffligningen to ganger far vi
V(2) = k12 + k2, der konstantene k1 og ko finnes vha. grensebetingelsene V(0) = k2 = 0 og
V(d) = k1d = V. Vi far dermed

V(z) = == (2.124)

Det elektriske feltet blir

E=-VV= —%i. (2.125)

For a finne C' ma det elektriske feltet relateres til ladningen @. Dette gjgres vha. den siste
egenskapen for en ideell leder (se kap. 2.7): D,, = ps. I vart tilfelle er D = ¢E rettet normalt
pa platene, sa vi far p; = €E, der E = |E| = V/d. Dette gir

eSV

Q= psdS = eEdS =€eES = . (2.126)
gvre plate gvre plate d
Kapasitansen blir
Q €S
C=—==—. 2.127
V= d (2.127)

For a fa stor kapasitans for en gitt .S, ma altsa e, veaere stor, og/eller d veere liten. I en
keramisk kondensator velges et keramisk materiale med relativt stor ¢,. I en
elektrolyttkondensator er den ene lederen en metallflate med et meget tynt oksidlag utenpa
som fungerer som det dielektriske materialet. Den andre lederen er en elektrolytt (ledende
lgsning med ioner) som omgir metallflaten.

+Q

€

-Q

Figur 2.34: En parallellplatekondensator.

Eksempel 2.23

Det er litt overraskende at feltet E = V/d i en parallellplatekondensator er uavhengig av
permittiviteten e. Man skulle tro at feltet blir mindre dersom e gker, fordi dipolene vil stille
seg inn og gi en bunden flateladning som skjermer for det elektriske feltet fra platene (se kap.
2.4 og fig. 2.35).

En parallellplatekondensator med vakuum mellom platene har kapasitans Cy = €,.5/d.
Kondensatoren lades opp til spenningen V;. Da er feltet Eg = V/d. Sa kobles kondensatoren
fra kilden, slik at det ikke kan ga noe strgm til eller fra platene. Da vil ladningen pa den gvre
platen veere konstant lik

605

Qo =CoVp = TVO' (2.128)
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Med kilden frakoblet setter vi et dielektrisk medium med relativ permittivitet €. inn mellom
lederne. Ladningen pa platene ma vaere som fgr, siden den ikke har noen veier a ga.
Kapasitansen, derimot, endres til

S
C = % = &.Cy. (2.129)
Dermed ma potensialforskjellen endre seg:
Qo Qo W
V=—-= = —. 2.130
C erCO €y ( )
Det elektriske feltet har dermed ogsa blitt redusert, til
E
E=="2 (2.131)
€

Det elektriske feltet og potensialforskjellen blir altsa redusert med en faktor 1/¢,. Dette virker
fornuftig ut fra tolkningen i fig. 2.35.

+Qo

—Qo

Figur 2.35: En parallellplatekondensator er ladet opp til Qq, og deretter frakoblet kilden. Mel-
lom lederne settes det inn et dielektrisk medium med permittivitet e. Dipolene i mediet stiller
seg inn etter feltet, slik at det effektivt sett blir en negativ bunden flateladning rett under gvre
plate, og en positiv bunden flateladning rett over nedre plate. Disse bundne flateladningene
setter igjen opp et felt som motvirker det opprinnelige feltet fra platene. Dermed blir det
elektriske feltet mindre. De bundne flateladningene gir altsa en reduksjon av det opprinnelige
feltet — en “skjerming”.

Hvis vi na kobler parallellplatekondensatoren til spenningskilden igjen, sa spenningen
lades opp igjen til Vp, har vi ladningen

S
Q=CVy= %VO (2.132)
pa den gvre platen. Kilden ma derfor ha levert en ladning
€S €S €S
v, 22y, = —1)= 2.1
7 Vo yi Vo=(&—1) 4 Vo (2.133)

til kondensatoren.

Med andre ord: Hvis kondensatoren er frakoblet, vil feltet i kondensatoren bli mindre av at
vi gker €. Men nar kondensatoren er tilkoblet en spenningskilde Vj, sa vil kilden tvinge feltet
til & veere konstant lik V5 /d ved & tilfgre mer ladning om ngdvendig.

Eksempel 2.24

Parallellkobling av kondensatorer, se fig. 2.36a. En parallellkobling av kondensatorer kan sees
pa som en enkelt kondensator, der alle de sammenkoblede nedre platene utgjor den ene
lederen, mens de sammenkoblede gvre platene utgjor den andre. Den ene lederen har altsa

total ladning —@Q1 — Q2 — ... — @, mens den gvre har ladningen Q1 + Q2 + ... + Q.
Potensialene er hhv. 0 og V ogsa for denne ekvivalentkondensatoren. Dermed far vi
Qi+Q2+...+Qn Q1 Qo Qn
= ==+=+...+ == n- 2.134
c % V+V+ +V Ci+Co+...+C (2.134)
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I siste overgang har vi brukt at det ikke gar feltlinjer mellom de ulike kondensatorene, slik at
f.eks. kapasitansen til den forste kondensatoren er C; = Q1/V.

Vv
+Q1 +Q2 +Qn
(a) Cy Cs .,
—Q1 —Qo —Qn
I/ CVl \: C2 Cn
I e
| -
(b) v +q] [-e, +Q| |-@ +Q| [-@
\ 1
-
(c) C1 Cs
Cy Csq

@ H

Figur 2.36: (a) Parallellkobling og (b) seriekobling av kondensatorer med kapasitans C;, Cs,
... og C,. Figurene (c) og (d) viser henholdsvis en parallellkobling og en seriekobling som ikke
ngdvendigvis tilfredsstiller (2.134) og (2.136) fordi det kan ga feltlinjer fra den ene kondensa-
toren til den andre.

Eksempel 2.25

Seriekobling av kondensatorer, se fig. 2.36b. For a finne ekvivalentkapasitansen til en
seriekobling, trenger vi en ekstra antagelse, nemlig at ingen feltlinjer gar fra en kondensator
til en annen. Med andre ord, alle feltlinjer som starter pa en kondensatorplate, ender opp pa
motstaende kondensatorplate i den samme kondensatoren. Vi kan da bruke Gauss’ lov pa
flaten S: Integralet blir null, som viser at netto ladning inne i .S er null. Dermed, hvis venstre
plate har ladningen +@Q, har hgyre —Q. Dette gir +@ pa den tredje plata, osv. Fra ladningene
og kapasitansene far vi spenningene over kondensatorene:

Q Q Q
Voo=—,Vo,=—, ..., Vo, = —. 2.135
C Cl 3 Co 02 3 ) Ch Cn ( )
Vi er ute etter kapasitansen malt mellom platen helt til venstre og helt til hgyre:
Q Q _ 1

C=2=

— = . 2.136
V Ve +Vo,+...+Ve, g t+g+toa ( )
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Vi merker oss at ogsa denne formelen bare gjelder dersom det ikke gar feltlinjer mellom de
ulike kondensatorene.

Eksempel 2.26

Kapasitans per lengdeenhet for en koaksialkabel. En koaksialkabel bestar av en innerleder og
en ytterleder, se fig. 2.13. Den har derfor en kapasitans. Kapasitansen per lengdeenhet blir

Q/

==, 2.137

= (2137)

der @ er ladning per lengdeenhet av innerlederen, og V; er potensialet til innerlederen med
ytterlederen som referanse. Vi lar permittiviteten mellom lederne na veere €. Ved a gjenta

utregningen som ledet fram til (2.58), far vi samme lign. som (2.58), bare med e isf. €y:

Q b
Vo = In —. 2.138
0 2me na ( )
Dette gir
Q' 2me
o= =" 2.139
Vo lng ( )

Legg merke til at enheten for kapasitans per lengdeenhet er den samme som for ¢p, sa enheten
til €9 er F/m.

2.9 Energi i elektriske felt

Vi gnsker na a finne ut hvor mye energi som er lagret i en kondensator. Vi antar et linesert medium
rundt lederne. Forst er det null potensialforskjell og ladning. Sa flytter vi (positiv) ladning fra
den nedre platen til den gvre, helt til vi far ladningen +@Q og potensialet V' pa den gvre platen.
Til & begynne med er det lett a flytte ladningene, men etter hvert ma vi jobbe mot det elektriske
feltet — det peker jo rett mot oss nar vi flytter ladningen oppover. Vi ma altsa utfgre et arbeid.
Underveis i dette arbeidet, hvis ladningen pa gvre plate er ¢, sa er potensialet V(q) = ¢q/C.
Arbeidet som kreves for a flytte dg fra nedre til gvre plate, er dA, = V(q)dq. (Husk at potensial
er arbeid/ladning.) Dette gir totalarbeidet

Q Q Q?
Ae _/0 V(q)dq—/0 qdq/C = 20 (2.140)

Dette ma veere den elektriske energien W, som ligger lagret i kondensatoren. Ved a bruke Q = CV
kan uttrykket omskrives til

1
W, = §CV2. (2.141)

I en kondensator er det elektrisk felt og altsa ogsa energi. Det kan veere praktisk a tenke pa
energien som knyttet til selve det elektriske feltet. Noen ganger er nemlig det elektriske feltet
naermest “frikoplet” fra det som skapte det (jfr. elektromagnetiske bglger som vi kommer til
seinere). Som et eksempel ser vi na pa en parallellplatekondensator for a finne sammenhengen
mellom det elektriske feltet og energien. Energien kan uttrykkes

We=5CV? = S (Ed)* = 3eB?Sd (2.142)
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for et linegert, isotropt og homogent medium. Ved a identifisere

1
We = 5eE2 (2.143)

som energitettheten i det elektriske feltet, dvs. energi per volumenhet, sa ser vi at vi far total-
energien W, = we - (volumet mellom platene). Vi har argumentert for (2.143) for en parallellplate-
kondensator som et spesialtilfelle. Imidlertid gjelder uttrykket generelt for et linesert, isotropt
medium: Tegn opp omradet der det finnes elektrisk felt med tette ekvipotensialflater. Om det
plasseres ledere langs ekvipotensialflatene endres ingenting. Siden det er kort avstand mellom
lederne, vil man kunne se pa dem som en mengde parallellplatekondensatorer.

Uttrykket (2.143) gjelder i et linezert og isotropt medium. Vha. D = €E kan vi skrive det om
til

1
We = §D -E. (2.144)
Denne versjonen viser seg a veaere gyldig ogsa i et anisotropt medium (men det vises ikke her). I
et ikke-linezert medium kan man ikke finne et uttrykk som bare avhenger av feltene; da vil ogsa

historikken ha betydning.

Eksempel 2.27

Vi skal finne energien per lengdeenhet som er lagret i en koaksialkabel, fig. 2.13. Vi bytter ut
permittiviteten ¢y med en generell permittivitet e. Siden det elektriske feltet bare er ulik null
mellom lederne, far vi fplgende energi for hele kabelen:

1 P[P omrdrl  2meVy
W, =t / By = — V0 / mrdrl_ 2neVy (2.145)
2 mellom lederne 2 (ln g) a r 21n a
der [ er lengden til kabelen. Altsa er energien per lengdeenhet
wr=We _ €y (2.146)
l ln .

Dette kunne vi ogsa funnet ved a bruke uttrykket for kapasitans per lengdeenhet av kabelen
(2.139):
1 TE
W! = §C’V02 = IH—QVOQ. (2.147)

Eksempel 2.28%

Ikke-lineer kondensator. Vi ser pa parallellplatekondensatoren i fig. 2.34, men lar na mediet
mellom platene fa veere ikke-linezert. Vi antar at platene er sirkulsere med radius mye stgrre
enn d. Gauss’ lov pa differensialform gir da at

dD
o= 0, der D= -Dz. (2.148)
Dermed er D konstant mellom platene. Denne konstanten ma som fgr veere gitt av
Q
D=ps=—=, 2.149
ps =g (2.149)
der ps og @ er hhv. flateladningstettheten og ladningen pa gvre plate. Samtidig har vi, som

for, at

nedre plate
V= E-dl = Ed. (2.150)

gvre plate
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Siden det ikke lenger er en lineser sammenheng mellom D og F, blir det heller ikke en
linezer sammenheng mellom @ og V. Det er derfor vanlig & definere kapasitans

_de
C=g (2.151)

dvs. som stigningstallet til ssammenhengen Q(V') ved det aktuelle “arbeidspunktet” V.
Kapasitansen (2.151) blir da en slags effektiv kapasitans rundt den spenningen som
kondensatoren er ladet opp til. Dette ser vi ved a bruke kjerneregelen:

L dQ  dQaV _dv

=< __*X___ _C— 1
dt  dV dt dt’ (2.152)
som er den samme kretsligningen som vi hadde for (2.123).
For en parallellplatekondensator far vi
d d(DS SdD
o=@ _dDs) (2.153)

T AV d(Ed)  ddE’

sa kapasitansen blir avhengig av stigningstallet til kurven D(E).

Kondensatoren har ladning @ pa gvre plate og —(@Q) pa nedre, og potensialforskjellen er V.
Hvis vi gnsker a lade opp kondensatoren ytterligere med d@, hvor mye energi ma vi tilfgre?
Dette blir gitt av arbeidet

dA. =VdQ = (Ed)(SdD) = (Sd)EdD = volum - EdD. (2.154)

Eksempel 2.29

Mysteriet om den forsvunnede energi. I elektromagnetisme gjor vi rett som det er antagelser
om statikk, at strukturene er uendelige i en eller flere retninger, ideelle ledere, osv. Slike
antagelser kan veere harmlgse, men kan ogsa noen ganger gi paradokser hvis man ikke har
tunga rett i munnen.

Figur 2.37: To like kondensatorer kobles sammen. Fgr sammenkoblingen er den venstre kon-
densatoren oppladet, mens den hgyre er utladet.

Vi har to like kondensatorer, hver med kapasitans C. Den ene er ladet opp til ladning @
og spenning V', og den andre er utladet. Lagret energi er da Q?/2C.

Ved tiden ¢t = 0 kobler vi dem sammen, se fig. 2.37. Hva blir situasjonen etter dette? Vi
antar at ledningene og kondensatorplatene er ideelle. Vi vet at spenningen ma veere lik pa de
to kondensatorene, siden de er sammenbundet med ideelle ledere. Siden ogsa kapasitansene er
like, ma ladningen veere lik pa de to. Dermed far vi ladningen Q/2 pa begge kondensatorene.
For de to kondensatorene far vi da til sammen energien

@2° , @2 _1 @

20 20 2 2C’

dvs. halvparten av energien har blitt borte! Hvor har energien blitt av?
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2.10 Strgm, strgmtetthet, tap, resistans og ladningsbevarelse

Et elektrisk felt E gir en kraft ¢gE pa en ladning g. Dersom et medium har ladninger som er
frie til & bevege pa seg, vil det dannes en strgm. F.eks. i metaller er det elektroner som kan
bevege pa seg, mens gitteret av ioner star stille”. Ladningene som bidrar til strgmmen, kaller
vi ladningsbeerere. Strgmmen vil veere et resultat av hvor mange ladningsbaerere som fins, deres
ladning og gjennomsnittshastighet. For ladningsbeerere med ladning ¢ definerer vi strgmtettheten

til & veere
J = Ngv, (2.155)

der N er antall ladningsbaerere per volumenhet, og v er ladningsbaerernes gjennomsnittlige hastig-
het, sakalt driftshastighet. Driftshastighet er altsa den hastigheten ladningsbeererne har etter at
man har midlet bort de tilfeldige, termiske bevegelsene. Om det er n forskjellige typer ladningsbae-
rere som bidrar til strommen (f.eks. positive og negative ioner i en saltlgsning), blir strgmtettheten
en sum av bidragene fra hver av dem:

n
J=> Nigvi. (2.156)
=1

Figur 2.38: Sammenheng mellom strgm og strgmtetthet. Vi ser pa strgmmen som gar gjennom
et flateelement dS. I lgpet av tiden dt fyller ladningene opp en skjev sylinder (stiplet) med
grunnflate dS og lengde vdt. Volumet av denne sylinderen finner vi ved a rette den opp
(prikket): dS(vdt cos ).

Strommen I gjennom et tverrsnitt S defineres til & veere ladning d@) som passerer tverrsnittet
i lgpet av tiden dt, dividert pa dt:

_dQ
~dt’

Vi skal na finne sammenhengen mellom strgmtetthet og strgm. Anta at strgmtettheten er
gitt av (2.155). Vi ser pa strommen som gar gjennom et flatelement dS. I lgpet av tiden dt¢ har
ladningene gatt vdt, og fyller dermed opp en skjev sylinder med lengde vdt, se fig. 2.38. Volumet
av denne sylinderen er dSvdt cos . Dermed inneholder den ladningen dQ) = NqgdSvdt cos a. Altsa
er strommen gjennom dS gitt av dQ)/dt = NgdSvcosa = Ngv-dS = J-dS. Strgmmen gjennom
et vilkarlig tverrsnitt S er derfor gitt av

I (2.157)

I:/J-dS. (2.158)
S

Dette resultatet ma ogsa gjelde i det generelle tilfellet med ulike ladningsbeerere (2.156), fordi det
gjelder for bidraget til hver type ladningsbaerere separat.

Enheten til strgm kalles A (ampere), som er en grunnenhet i det sakalte SI-systemet. I tillegg
har vi bruk for grunnenhetene kg, meter og sekund. Alle stgrrelser vi bruker i elektromagnetisme,

"I praksis vil ionene i gitteret bevege tilfeldig pa seg pga. termiske bevegelser. De tilfeldige, termiske bevegelsene
til elektronene er ogsa betydelige; som vi skal se i eksempelet nedenfor kan de veere ekstremt mye raskere enn
driftshastigheten til elektronene.
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har enheter som kan avledes fra disse fire. Sammenhengen mellom ampere A og coulomb C er
ifglge (2.157) at C = As. Enheten til stromtetthet er ifglge (2.158) A/m?.

Eksempel 2.30

For en kurs med I = 10 A brukes kobberkabler med tverrsnitt 1.5 mm?. Hva er
driftshastigheten v til elektronene ved full belastning? Svar:
J 1
=—=—=049 5 2.159

Y~ Ne  SNe mm/s, ( )
der e = 1.6-107'° C er absoluttverdien til elektronladningen. Vi har brukt at konsentrasjonen
av ladningsbaerere i kobber er N = 8.45-10?® m~3. Til sammenligning er den termiske
hastigheten til elektronene i stgrrelsesorden 10° m/s ved romtemperatur, og signalhastigheten
kan nzerme seg lyshastigheten 3-10% m/s.

Det finnes gode og darligere ledere. I en god leder trengs det lite elektrisk felt for & opprettholde
en strgm, mens i en darlig leder ma et stort elektrisk felt til for & opprettholde en strgm. En
sammenheng som gjelder tilnzermet for en del materialer, er Ohms lov, her pa lokal form®:

J=0E. (2.160)

Her er o konduktiviteten til mediet, som forteller oss hvor godt mediet leder strom. For en ideell
isolator er o = 0, mens en ideell leder har o = co. Konduktiviteten for ulike materialer kan finnes
i fysiske tabeller, se tabell 2.2.

Materiale o [ Im™!] | Materiale o [ tm™
YBayCuzO7 ved < 80 K 00 silisium 4.4-107%
sglv 6.2-107 | sjgvann ~5
kobber 5.8-107 | drikkevann ~ 1072
gull 4.1-10" | destillert vann ~ 2-107%
aluminium 3.5-107 | glass ~ 10712
jern 1.0-107 | luft ~ 10714
germanium 2.2 vakuum 0

Tabell 2.2: Konduktivitet o for noen materialer ved romtemperatur (hvis det ikke star spesi-
fisert noe annet). Konduktiviteten til halvledere slik som silisium og germanium kan gke sterkt
med eventuell doping/forurensninger. Konduktiviteten til vann er avhengig av konsentrasjonen
av ioner /salter. Enheten for konduktivitet er [27'm™1], der  (ohm) er enheten for resistans,

Q=V/A.

Nar elektronene beveger seg pga. et elektrisk felt f.eks. i et metall, vil de rett som det er kollidere
med atomene. Dermed vil de miste energi. Vi skal na regne ut effekttapet per volumenhet, pj,
det sakalte Joulske eller ohmske tapet. Se pa en ladning ¢ med hastighet v i et elektrisk felt E.

8Noen foretrekker & skrive (2.160) invertert som E = pJ, der p = 1/0 kalles resistivitet (merk at denne p’en ikke
er den samme som romladningstettheten fra kap. 2.1).
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Arbeidet som utfgres av den elektriske kraften i lgpet av dt, er gitt av kraft - vei, dvs. ¢E - vdt.
Dersom det er N slike ladninger per volumenhet, er det Ndv ladninger i volumelementet dv.
Arbeidet som den elektriske kraften utfgrer i volumelementet er altsa”

W = NdvgE-vdt = Ngv - Edvdt = J - Edvdt. (2.161)

Med andre ord er effekttapet per volumenhet

2162
Effekttapet gir gkt termisk energi.

Det kan se ut som vi har funnet effekttapet uten a beskrive kollisjonene som er arsak til
tapene. Kollisjonene er imidlertid med i beskrivelsen ovenfor; vi har antatt en konstant strgm J
som opprettholdes av et elektrisk felt E. Hadde det ikke veert for kollisjonene kunne strgmmen
opprettholdes uten noe elektrisk felt i det hele tatt.

Figur 2.39: En motstand eller resistans:
Et delvis ledende medium med konduk-

tivitet 0 mellom to ledende elektroder. Figur 2.40: Tre motstander. Fargene pa
ringene angir resistansen.

Vi kan ogsa beskrive hvor godt materialet leder strgm, og hvor mye som tapes, pa global form.
Vi ser pa en motstand, dvs. et delvis ledende materiale mellom to ledende elektroder, se fig. 2.39.
Resistansen R defineres som potensialforskjell V' mellom elektrodene delt pa strgmmen I:

R=—. 2.163
- (216
Nar Ohms lov (2.160) gjelder, viser det seg at forholdet V/I blir konstant, sa da er R en konstant,
uavhengig av V' og I (se eksempelet under). Enheten til resistans er ohm (£2), som ifplge (2.163)
er =V/A.

Effekttapet i en resistans kan vi finne ved & integrere opp effekttapet per volum, (2.162):

Py = /J -Edv. (2.164)

Vi kan ogsa finne det fra definisjonen av potensialforskjell. Potensialforskjell mellom to punkter
er definert som arbeid per ladning som utfgres av det elektriske feltet, nar ladningen flyttes fra
det ene til det andre punktet. Om ladningen d@ flyttes fra den ene til den andre elektroden,
utfgres arbeidet W = VdQ. For konstant V og I, vil eventuell lagret energi veere uendret, sa dette
arbeidet tapes. Effekttapet blir dermed

d
Py = e

- === 2.165
dt dt’ ( )

og derfor

2.156)

Vha. definisjonen pa resistans kan dette ogsa skrives

V2

?-
9Dersom det er n ulike typer ladninger, slik som i (2.156), far vi W = > NidvgE-vidt = J-Edvdt, dvs.

samme resultat.

Py = RI* = (2.167)
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Eksempel 2.31

Vi skal finne resistansen til en motstandstrad med konduktivitet o og konstant
tverrsnittsareal S, se fig. 2.41. Vi antar en tidsuavhengig stromtetthet J = I /S som er jevnt
fordelt over tverrsnittet. At den er jevnt fordelt, er intuitivt rett og kan vises formelt vha. et
entydighetsteorem i elektrostatikken. Siden tverrsnittet er det samme overalt langs traden, og
strgmmen ma veere den samme hele veien, er J uavhengig av z ogsa. Det elektriske feltet er
E=J/o,sa V = [} Edz = [}(J/o)dz = Jl/o. Vi far derfor

Jl l

Hva er effekttapet i motstanden? Volumet til motstanden er Si, sa fra (2.164) far vi

J2 I2
Py=J-ESl=0E*Sl = =Sl = —I = RI* (2.169)
o oS

Ved a sette inn for definisjonen av R ser vi at vi far Py = VI, som forventet.

s () —= |

Figur 2.41: Motstandstrad med konstant tverrsnittsareal S og lengde I.

Eksempel 2.32

Er det strgm eller spenning som er farlig for mennesker? Man regner at for 50Hz vekselstrgm
(ac), vil en strgm gjennom brystet pa mer enn 30 mA vere potensielt dgdelig. For likestrgm
taler man noe mer. Det er altsa strgmmen gjennom kroppen (og spesielt hjertet) som er farlig.

Betyr det at det er strgm og ikke spenning som er farlig? Hvis man tar pa en uisolert
ledning med beina godt planta pa jorda eller det vate baderomsgulvet, er det strgmmen eller
spenningen i ledningen som er farlig?

Svaret er at det er strammen gjennom kroppen som er farlig. Denne strgmmen settes opp
av spenningsforskjellen V' mellom ledningen du tar pa og de jordede fgttene, via I = V/R. For
en gitt resistans (gitt av hvor vat du er pa hendene og fottene, og hvor hardt du holder), er
det altsa spenningen i ledningen som gir strgmmen gjennom kroppen. Strgmmen gjennom
ledningen har ingen betydning.

Selv om det er riktig a si at for vanlig ac sa er det spenningen som er farlig, sa er det ikke
alltid rett at hgy spenning er farlig. Nar du subber bortover et teppegulv, kan du bli oppladet
og fa et potensial pa i stgrrelsesorden 10kV i forhold til andre. Nar du sa kommer nzer en
annen person, vil strommen bli ekstremt stor i et lite gyeblikk. Selv om det gar en stor strgm
gjennom kroppen, gar den sa kort tid at det normalt ikke er farlig.

Eksempel 2.33

Kulemotstand og jording. En ledende kule med radius a er omgitt av et medium med
konduktivitet o og et ledende kuleskall med radius b, se fig. 2.42. Vi gnsker a finne resistansen
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mellom den ledende kula og kuleskallet. Vi starter med & anta at det gar en tidsuavhengig
strgm I fra kula til kuleskallet'®. Fra symmetri finner vi at stromtettheten ma veere jevnt
fordelt, sa

I
= T2t fora <r <b. (2.170)
Siden E = J/o = It/(4mor?) blir potensialforskjellen mellom kula og kuleskallet
b b
I I 1 1
V= Edr = ———dr=—\—-—=+-. 2.171
/a " /a dmor?" T Ino < b + a> ( )
Resistansen blir derfor v ) Lo
R=—=—(=-2). 2.172
I  4rmo (a b) ( )

Om vi ser pa en ledende kule som er gravd langt ned i jorda, vil jordingsresistansen veere gitt
av (2.172) med b = co. F.eks. for a = 0.5 m og 0 = 1072 m~*Q~! far vi jordingsresistansen
R~ 16 (.

Figur 2.42: En ledende kule med radius a, et ledende kuleskall med radius b, og et delvis
ledende medium med konduktivitet o for a < r < b.

Eksempel 2.34

Vi tenker oss na at bare en halvkule er gravet ned i bakken, slik at den flate siden av halvkula
er i planet til bakken, se fig. 2.43. Det virker rimelig at stromtettheten fortsatt vil vaere jevnt
fordelt utover i radiell retning, men na over en halvkule. Dette kan vises formelt ut fra et
speilargument og entydighetsteorem. Strogmtettheten og det elektriske feltet blir da

henholdsvis s s
J= ﬁf’ E= Wf’ for r > a. (2.173)

Jordingsresistansen blir derfor, ved sammenligning med forrige eksempel:

1

2roa’

(2.174)

Arne star uheldigvis litt for neer jordingshalvkula idet en stor utladning skjer, se fig. 2.43. Hva
blir spenningen mellom beina hans hvis 7 = 1000 A? Vi far

r+d r4d I I 1 1
V= / E(r)dr = / 55 dr =5 — (T — T+d> . (2.175)

0Dette virker problematisk i praksis siden vi mé jo ha en mulighet til 4 fére den indre kula med ladning. Lgsningen
er a lage en liten, isolert kanal igjennom ytterlederskallet og det delvis ledende mediet, som tilfgrselsledningen kan
ga igjennom.
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Med tallverdier 0 = 1072m~'Q~!, r = 1m og d = 0.75m far vi V = 7TkV, som ikke er &
spoke av. Det er derfor viktig a grave jordingsspyd godt ned i jorda. En annen konklusjon er
at det ikke bare er farlig om lynet slar ned i en, det er ogsa farlig om lynet f.eks. slar ned i et
tre rett i naerheten. Da vil nemlig strgmmen langs bakken kunne ta veien om beinene.

7 r+d

Figur 2.43: En ledende halvkule med radius a gravet ned i jorda.

Eksempel 2.35

Formelen for effekttap kan skrives

Py = RI”. (2.176)
For a fa lite tap i en overfgringskabel, bgr vi derfor velge hgy spenning, siden da far vi minst
I for samme overfort effekt P = V1.

Ved & bruke R = V/I kan imidlertid (2.176) skrives om til P; = V?/R. Denne formelen ser
ut til & fortelle oss at vi bgr velge lav spenning for & fa minst mulig tap. Hva er galt her?

Til slutt i dette kapittelet skal vi se hva prinsippet om bevaring av ladning betyr. Prinsippet
betyr altsa at ladning verken kan oppsta eller forsvinne. F.eks. kan et negativt ladet elektron og
et positivt ladet positron ga sammen og danne ngytrale fotoner, men i denne prosessen forsvinner
det ingen ladning: e 4+ (—e) = 0. Ladning kan ogsa flytte pa seg (strgm), men altsa ikke forsvinne.
Matematisk kan vi beskrive dette som fglger. Se pa et volum v som omsluttes av en lukket flate
S, f.eks. slik som i fig. 2.44. Ladningen i v er @ = fv pdv, og strommen som gar ut av S er
Ig = fs J-dS (i fig. 2.44 er Ig = I1 + I + I3). Ladningsbevarelse ma bety at en eventuell strgm
ut av S gar pa bekostning av Q:

Ig=— (2.177)

Ev

d
J-dS=—— dv. 2.1
7{5 dt/vp” (2.178)

Minustegnet pa hgyresiden i de to ligningene ovenfor er et resultat av at en positiv strgm ut
av omradet fgrer til en minkning av (). De to ligningene er gyldige generelt, dvs. ogsa i elektro-
dynamikken, siden ladningsbevarelse er et generelt prinsipp.

eller
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Figur 2.44: Ladningsbevarelse og Kirchhoffs strgmlov for et knutepunkt bestaende av tre led-
ninger.

I statikken der alle strgmmer er uavhengige av tiden, ma

j{lds = 0. (2.179)
S

Dette er fordi vi kan ikke ha en konstant strom ut av S i evig tid; da matte det jo ha veert
uendelig mye ladning i v a ta av. Lign. (2.179) kalles Kirchhoffs stromlov. For et knutepunkt med
n ledninger (se fig. 2.44), kan (2.179) skrives

n
Y I=o. (2.180)
1=1

Merk at Kirchhoffs strgmlov bare er gyldig for konstante strgmmer. Nar strgmmene er tidsav-
hengige er det ingenting i veien for & ha opphopning av ladning i omradet v, jfr. opphopning av
ladning pa kondensatorplater (dette skal vi se mer pa i kap. 4.6).

For seinere bruk skriver vi om loven om ladningsbevarelse (2.178) til differensialform. Dette
gjor vi ved a bruke divergensteoremet §,J-dS = [ V-Jdv:

d
. = —— . 2.181
/UV Jdv dt/ypdv (2.181)

Dette skal gjelde for ethvert volum v, sa vi velger v til & veere ett eneste volumelement dv som
ikke flytter seg med tiden. Dermed fas V- Jdv = —%dv, dvs.

dp
VI=—-——. 2.182
5t (2.182)
For konstante strgmmer gir en tilsvarende omskrivning av (2.179) at
Vv-J=0. (2.183)
Eksempel 2.36*
Vi vil se seinere at Gauss’ lov, VD = p, ogsa er gyldig i elektrodynamikken. Vi antar at
D = ¢E og Ohms lov J = ¢E er gyldig i dynamikken, og ser pa et omrade der mediet er
homogent. Fra ladningsbevarelse far vi da diffligningen
dp o o
e V.J=—-0V E=—-—-V.D=-—-= 2.184
2 \Y% oV p \Y% P (2.184)
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med lgsning
p(t) = poe™ /T, (2.185)

der tidskonstanten er
T=—. (2.186)

Med andre ord, hvis romladningstettheten ved ¢ = 0 er pg, vil denne bli borte med
tidskonstant 7. Dette kalles relaksasjon av ladning. Hvor stikker ladningene av? Siden de ikke
far lov til a veere i omradet der mediet er homogent, ma de ende opp pa kanten. Ligningen
(2.185) beskriver altsa hvordan ladningene flytter pa seg, jfr. eksempelet med Faradaybur. For
en darlig leder vil (2.185) stemme bra, mens for en god leder slik som kobber, vil utregnet
tidskonstant bli i stgrrelsesorden 10719 s. Dette er urealistisk raskt — feilen ligger i at Ohms
lov og D = €¢E ikke vil gjelde under sa raske endringer av feltet.

Eksempel 2.37

Kraftlinjer overfgrer enorme mengder energi. Som et overslag vil en 420kV kraftlinje med
strgm 1000 A overfgre effekten P = VI = 420 MW, dvs. den kan forsyne 50000 boliger med
nesten 10kW hver. Hvem skulle tro det, nar man ser opp pa de uskyldige lederne der oppe i
lufta?

Figur 2.45: En kraftlinje.

Hvordan kan en kraftlinje klare a overfgre sa stor effekt? Det enkle (og lite tilfredsstillende
svaret) er at spenningen er veldig stor, samtidig som strgmmen ogsa er veldig stor. Men hva
er det, rent fysisk, som gjor at sa mye energi overfgres?

Energien kommer av at det er et elektrisk felt mellom lederne som elektronene “faller” i
nar de gar gjennom lasten. Effekten er gitt av den potensielle energien elektronene har fgr de
faller, multiplisert med antall elektroner som kommer til lasten per sekund.

Eksempelet med Arne og Berit i kap. 2.1 viste at den elektriske kraften er ufattelig stor.
Det er fristende a forklare den enorme overfgringseffekten til kraftlinjene med at den elektriske
kraften er sa sterk. Og pa en mate er det sant ogsa, for hvis vi i stedet hadde utnyttes oss av
gravitasjonskraften til elektronene som strgmmer, hadde vi ikke fatt overfert mye energi: I
lgpet av ett sekund, vil 1000 C strgmme fram til lasten, dvs. 1000 C/e = 6 - 10?! elektroner.
Dette utgjgr en masse 6- 1072 kg, som vil gi minimalt med energi selv om den faller i jordas
tyngdefelt. En mer rettferdig sammenligning ville kanskje veere a la elektronene falle i
tyngdefeltet til tilsvarende antall protoner, men det ville bare gitt enormt mye mindre energi.

Siden effekten er gitt av hvor mange elektroner som kommer fram til lasten per sekund
ganger energien deres, ma vi se nermere pa disse to stgrrelsene.
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Antall elektroner per sekund: Vi fant ovenfor at et ufattelig antall (6-10%!) elektroner
kommer fram hvert sekund. Dette svarer til 0.01 mol, dvs. det er faktisk et “makroskopisk
antall”!

Energien til hvert elektron: Den potensielle energien til hvert elektron er e420kV. Hvis
dette omgjgres til kinetisk energi, ved at elektronet aksellererer eller “faller” fra den ene
lederen til den andre (i vakuum), vil elektronet fa en relativistisk hastighet, dvs. en hastighet
neer lyshastigheten. Slik sett er det et enormt felt mellom lederne, og elektronene har svaert
stor potensiell energi.

Pa den andre siden er ikke spenningen mer enn ca. 10 ganger stgrre enn den vi kan fa i
hverdagslige situasjoner med statisk elektrisitet, sa feltet mellom lederne er pa den maten ikke
sa imponerende. Det er ogsa riktig a si at spenningen ikke er stor i forhold til hva den kunne
veert, hvis vi kunne flyttet en makroskopisk mengde elektroner fra den ene til den andre
lederen og pa den maten fatt ladet dem opp mye mer. Da ville feltet blitt enormt mye stgrre
(jfr. eksempelet med Arne og Berit i kap. 2.1). Men dette er det helt umulig a fa til i praksis,
siden den elektriske kraften mellom ledningene ville blitt ekstremt stor. Og i praksis, sa lenge
det er luft eller et annet dielektrisk materiale mellom lederne, vil ikke spenningen kunne bli sa
veldig mye stgrre enn det den er, for det ville gitt dielektrisk sammenbrudd og dermed
kortslutning.
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Kapittel 3

Magnetostatikk

I forrige kapittel har vi sett hvordan elektrostatikken dreide seg om elektrisk felt fra ladningsfor-
delinger i ro. Det elektriske feltet E introduserte vi for & beskrive kraften F = ¢E pa en liten
testladning q.

Det viser seg imidlertid at det ogsa virker krefter mellom strgmfgrende ledere. Det er kanskje
neerliggende a tenke at denne kraften ogsa er elektrisk. Men eksperimenter viser at kraften virker
selv om strgmmen gar i en uladd leder. En leder trenger ikke veere ladd for at det skal g& en strgm
— elektronene bare flyter av sted, men er hele tiden kompensert av de positivt ladde ionene.

For a beskrive kreftene mellom strgmfgrende ledere trenger vi derfor et nytt felt, sakalt mag-
netisk flukstetthet B. I dette kapittelet begrenser vi oss til magnetostatikk, dvs. at alle strgmmer
er uavhengig av tiden.

3.1 Magnetisk kraft, Biot—Savarts lov og strgmelementer

Vi ser pa et eksperiment der vi har en stromfgrende ledning C' i ro, med konstant strgm I, og en
punktladning @) som beveger pa seg med hastighet v. Det viser seg da at det virker en kraft pa
ladningen, som er normalt pa hastigheten:

F =Qv x B, (3.1)
der
po [ Idlx R
=— ¢ ——. 2
47 C R2 (3 )

Loven (3.2) kalles Biot—Savarts lov. Proporsjonalitetskonstanten i (3.2) er po/4m, der permeabilite-
ten i vakuum pug er definert lik 47 - 10~ Ns?/C2. Dette kan virke litt merkelig siden loven ovenfor

Figur 3.1: En punktladning () med hastighet v i narheten av en strgmslgyfe. Det virker en
magnetisk kraft F normalt pa v.
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finnes fra eksperimenter. Forklaringen ligger i at enheten som ladning er gitt i, dvs. coulomb, er
gitt av C = As, der A, ampere, er en grunnenhet som simpelthen er definert ut fra kraftvirknin-
gen mellom to strgmfgrende ledere. Forgvrig skrives enheten for ug oftest H/m (henry/meter), der
henry er enheten for induktans, og defineres seinere.

Enheten til B kalles T (tesla), og kan uttrykkes ved grunnenhetene via (3.1): T = N/Am.
Tesla er en stor enhet, f.eks. er feltet fra jorda ca. 50 uT.

P& samme maéte som vi bygget elektrostatikken pa Coulombs lov, bygger vi na magneto-
statikken pa (3.1) og (3.2). Disse ligningene beskriver en “magisk” kraft som virker selv om
punktladningen og ladningene i stromslgyfa ikke er i kontakt, tilsvarende Coulombs lov. For tilfellet
med Coloumbs lov fant vi det praktisk & definere et elektrisk felt for & beskrive kraften pa en
testladning. Helt tilsvarende har vi na definert den magnetiske flukstettheten B.

Fra (3.2) ser vi at en sentral storrelse er det sakalte stromelementet Idl. Vi kan tenke oss at
B er en superposisjon av bidrag fra disse strgmelementene. Men her ma man ha i bakhodet at
et slikt enkelt bidrag fra et stromelement bare er noe vi kan tenke oss matematisk. En konstant
strom kan ikke eksistere i en liten bit av en leder, men méa ngdvendigvis ga i en lukket slgyfe.

Strom gar ikke bare i tynne ledninger, den kan ogsa veaere fordelt i rommet som en strgmtetthet
J. Strgmelementet blir da Jdv, der dv er volumet til elementet. Dette er fordi

Idl = JdSdl = JdSdl = Jdv, (3.3)

se fig. 3.2(a). Biot—Savarts lov ma na skrives (fig. 3.3(a)):

wo [ Jdv x R

Strgmmen kan ogsa veere (tilneermet) fordelt pa en flate, som en sakalt flatestromtetthet Js.
Flatestrgmtettheten er definert som strgm per tverrsnittsbredde (se fig. 3.2b). Da blir strgmelementet

1dl = Jydzdl = Jedxdl = JedS, (3.5)

der dS = dzdl er arealet til elementet. Biot—Savarts lov ma na skrives

po [ JdS xR

_ 3.6
41 S R2 ( )

Ligningene (3.2), (3.4) og (3.6) er tre versjoner av Biot—Savarts lov, se fig. 3.3.
Strgmelementet kan ogsa uttrykkes ved hjelp av de individuelle ladningene og deres hastigheter.
Vi ser pa et volumelement dv med strgmtetthet J. Ifplge definisjonen av strgmtetthet (2.156) har

() (b)

dl /

ds () b3 dx%/Js
/I

Figur 3.2: (a) En tynn ledning med tverrsnittsareal d.S. Strgmelementet Idl kan skrives Idl =
JdSdl = Jdv, siden volumet er dv = dSd!. (b) For en flatestrgm blir stromelementet Jsdadl =
JsdS, der dS = dxdi.
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C
[J
I
R
R
X
® dB
dB
() (b) (©)
Figur 3.3: Magnetisk flukstetthet fra (a) et volum med strgmtetthet, (b) en flate med
flatestrgmtetthet og (c) en linje med strgm.
vi at
n
Jdv = " (N;dv)Qivi, (3.7)

i=1
for n ulike typer ladningsbeerere. Her er faktoren N;dv antall ladninger med ladning @);. Denne
faktoren kan droppes forutsatt at vi i stedet lar summen lgpe over hver eneste av de m ladningene
i dv, og lar @); og v; veere ladningen og hastigheten til hver av dem:

Jdv = ZQsz (3.8)

=1

Eksempel 3.1

Vi gnsker a finne den magnetiske flukstettheten fra en sirkuleer strgmslgyfe som fgrer
strgmmen I, se fig. 3.4. Symmetrien tilsier at B bare har en z-komponent. Derimot vil
bidraget dB fra et enkelt stromelement Idl ha andre komponenter ogsa, men siden resultatet
etter at vi har summert opp alle bidrag peker i z-retning kan vi se bort fra de andre
komponentene. Vi projiserer derfor dB inn pa z-aksen for a finne z-komponenten:

dB-z =dBcosf = dBsinaq, (3.9)

der vi har brukt at « =7 — 8 — 7/2 = 7/2 — 3, se figuren. Den magnetiske flukstettheten B
er gitt av (3.2), sd dB er

@IdlxR

Ved & bruke at |dl x R| = dI|R/sin(7/2) = dI far vi at
Mo Idl
dB = ——. 3.11
4w R? ( )
Dermed blir z-komponenten av B-feltet
) 1ol sin o pol sina(2ma)  pola?
g YT TanR2 ?{ ATR? 2R3 (3.12)
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der vi har brukt at bade R og « er konstante under integrasjonen. Vi har allerede stadfestet
at B bare har en z-komponent, sa

_ M01a2i _ pola? 5
9R3 © T 2(22 +a2)P2

Legg merke til at retningen til B blir i henhold til folgende hgyrehandsregel: Legg fingrene
rundt strgmretningen. Da peker tommelen langs B.

B

(3.13)

z

dBcos { B

dl

Figur 3.4: Magnetisk flukstetthet fra en stromfgrende ring. Totalfeltet ma veere i z-retning
pga. symmetri, mens bidraget fra strgmelementet Idl er angitt som dB.

Eksempel 3.2%*

To punktladninger beveger seg i samme retning med samme hastighet v. Hva er den
magnetiske kraften F, som virker fra den ene pa den andre? Dette kan ikke vi uten videre
svare pa, for vi vet forelgpig bare hvordan konstante strgmmer produserer et B-felt. En enkelt
punktladning utgjer ingen konstant strgm, selv om den har konstant hastighet.
Vi ser derfor i stedet pa et volum v med stromtetthet J, og regner ut B i et
observasjonspunkt. Hvis vi kombinerer (3.4) med (3.8), far vi
po ~x— Qivi X Ry
B="" Z o (3.14)
der R; er avstandsvektoren fra ladning @; til observasjonspunktet. Her har vi droppet
integralet over v siden vi lar summen ga over alle ladninger i hele v i stedet for bare dv.
Ligning (3.14) viser B-feltet fra alle ladningene i en leder kollektivt. Generelt kan vi ikke si at
hvert enkelt ledd i summen er bidraget fra hver ladning, selv om det for ikke-relativistiske
hastigheter viser seg 4 stemme. Det vi kan si fra (3.14), er at B blir som om bidraget per
ladning var R
Ho Qv X R
A7 R2
der @ er ladningens stgrrelse, v er hastigheten og R er avstandsvektoren til
observasjonspunktet. Dette er altsa et slags gjennomsnittlig bidrag. Det vil si at hver enkelt
ladning gjennomsnittlig bidrar til en kraft

@vafl

B = OV e

(3.15)
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pa en punktladning @ i observasjonspunktet, dersom punktladningen ogsa har hastighet v.

Hva er forholdet mellom denne gjennomsnittlige magnetiske kraften F, og den elektriske
kraften F, som virker mellom to punktladninger med samme hastighet v? Anta for enkelhets
skyld at v L R. Fra (3.15) og Coulombs lov far vi

Fn  1uoQuQu/AnR? 9
— i . 3.16
F, QQ/4menR? €oto? ( )

Som vi skal se seinere er co = 1/,/éofip ~ 3.0 - 10% m/s lyshastigheten i vakuum, s&

[ V)

Fu _

Fe

Sl 5

(3.17)

Den magnetiske kraften er derfor ekstremt mye svakere enn den elektriske, med mindre
hastigheten neermer seg lyshastigheten. Faktoren v?/c2 betyr at den magnetiske kraften kan
sees pa som en relativistisk korreksjon til den elektriske. For ikke-relativistiske hastigheter kan
vi altsa trygt neglisjere den magnetiske kraften.

Det er da neerliggende a tro at magnetisme bare er interessant hvis ladninger har store
hastigheter. Det er imidlertid ikke tilfelle. Grunnen er at det fins sa ufattelig mange ladninger
i et makroskopisk legeme slik som f.eks. en ledning. Eksempelet med Arne og Berit i kap. 2.1
viste at det er ekstremt god balanse i ladning i makroskopiske legemer, sa den elektriske
kraften blir ikke sa stor. Men selv om de negative elektronene er kompensert av positive ioner,
kan de godt bevege pa seg. De kan hoppe bortover fra ion til ion, slik at vi far en strgm selv
om legemet ikke er netto ladd. At sa enormt mange elektroner beveger pa seg gir et
forholdsvis stort magnetisk felt, og dermed muligheter for store magnetiske krefter pa tross av
faktoren v?/c2.

Vi har sett tidligere (kap. 2.10) at hastigheten til elektronene er i stgrrelsesorden bare
1mm/s i en god leder med forholdsvis hgy strgmtetthet. Vi har da v?/cg ~ 10723, sa den
gjennomsnittlige magnetiske kraften er ekstremt mye mindre enn den elektriske. Men for to
parallelle lederplater, begge med areal S = 10 cm x 10 cm og avstand mellom d = 1 mm blir
kapasitansen C' = €yS/d = 90 pF hvis vi antar luft mellom platene. Selv om kondensatoren
lades opp til en spenning som naermer seg terskelen for dielektrisk sammenbrudd i luft, dvs.
E =3-10°V/m som gir V = Ed = 3000V, vil ladningen bare bli Q = CV = 300nC. Dette
tilsvarer ca. 2-10'? elektroner, mot 81023 ladningsbaerer-elektroner totalt i en av
lederplatene hvis vi antar tykkelse 1 mm. Det er altsa 4-10'! ganger si mange elektroner som
kan bidra til strgm, som elektroner som bidrar til netto ladning pa platene. Siden kreftene vil
veere proporsjonal med ladningen i kvadrat, vil altsa faktoren v?/c3 = 10723 bli kompensert
av en faktor (4-10'1)2, slik at den elektriske og magnetiske kraften blir i samme
stgrrelsesorden. I dette talleksempelet valgte vi parametre for a gjgre den elektriske kraften
stor, sa i praktiske situasjoner med ledere som fgrer stremmer, vil ofte den magnetiske kraften
bli mye storre enn den elektriske.

3.2 Magnetiske krefter og moment

I et B-felt har vi sett at en punktladning Q) opplever kraften Qv x B. Om det bade er et E- og
B-felt, opplever altsa punktladningen en kraft

[F=QE+QvxB.| (3.18)

Dette kalles Lorentz-kraften.
Den magnetiske kraften pa et strgmelement Jdv med m ladninger finnes som fglger:

dF =) Qivi x B=Jdv x B, (3.19)

i=1
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der vi har brukt (3.8). Vi kan evt. bytte ut strgmelementet i ligningen ovenfor med strgmelementet
for en linjestrgm:

|dF = Idl x B.| (3.20)

Hvis vi har en hel strgmslgyfe C blir netto kraft pa slgyfa

F zjf I1dl x B. (3.21)
C
y4
A
®B I —» B
|
|
|
b |
} Ve s
o [l . ®F, ® ®F,
J i
I I
(a) (b)

Figur 3.5: En rektanguleer strgmslgyfe. (a) B star normalt pa slgyfeplanet, (b) B ligger i
slgyfeplanet.

Hva er netto kraft og dreiemoment pa en strgmslgyfe C' i et uniformt B-felt? Siden B er
konstant under integralet i (3.21), far vi

F:<7{Idl>xB:OxB:O, (3.22)
C

sa denne netto kraften er null. Det kan likevel finnes krefter som prgver & komprimere, strekke ut,
eller rotere slgyfa, men disse kreftene summeres altsa til null. For & se negermere pa kreftene som
virker internt i slgyfa, velger vi oss en enkel, rektanguleer form pa sloyfa. Forst ser vi pa tilfellet
der B star normalt pa slgyfeplanet (fig. 3.5a). Ved a bruke dF = Idl x B pa linjeelementer i hhv.
de fire sidene av rektangelet, ser vi at det virker krefter som prgver & presse sidene inn mot midten.
Hvis B eller I hadde veert motsatt vei, ville kreftene veaert utover. Nar B L slgyfeplanet, virker det
altsa ikke noe dreiemoment. Sa ser vi pa tilfellet der B ligger i sloyfeplanet (fig. 3.5b). Det virker
ikke krefter pa sidene som er parallelle med B. P& de andre to sidene blir det hhv. en kraft inn
og ut av slgyfeplanet. Disse to kreftene vil altsa prgve a rotere slgyfa. Dreiemomentet regner vi ut
ved & bruke formelen arm x kraft, der “arm” og “kraft” er vektorer. Vi velger referanseaksen til
a sammenfalle med z-aksen pa figuren, slik at armen til venstre siden av slgyfa er null, og armen
ut til hgyre siden kalles ry, med lengde b:

T=0xFy4+ry xFy=>0bFz. (323)
Her er kraften F5 gitt av
Py = / [dl x B| = IaB, (3.24)
linjen pa hgyre side
slik at
T = JabBz = IS x B, (3.25)
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der vi har definert S = Sy, der S = ab er arealet til slgyfa, og enhetsvektoren y peker ut av
papirplanet pa figuren. Vi definerer det magnetiske momentet eller dipolmomentet

m = I8, (3.26)

der S er arealet til slgyfa, og retningen er gitt av hgyrehandsregelen: Legg fingerne rundt posi-
tiv omlgpsretning for slgyfa, da peker tommelen i retningen til S. Dermed kan vi uttrykke det

mekaniske dreiemomentet til slgyfa
(327

Legg merke til at (3.27) ogsa gjelder nar B har en komponent normalt til slgyfa, siden formelen
gir null for bidraget fra denne komponenten. Faktisk gjelder formelen for en vilkarlig slgyfe i et
uniformt B-felt: Hvis slgyfen har en ikke-rektanguleer form, kan vi dekomponere den i en mengde
infinitesimale, rektanguleere stromslgyfer, slik som i figuren i kap. 1.8. Siden formelen gjelder for
hver av de rektangulaere stromslgyfene, gjelder den ogsa for summen av dem:

T:ZmixB:ZISixB:I<ZSi>><B:m><B, (3.28)

derm=1}8S;.

Det at man far et dreiemoment pa en strgmslgyfe i et B-felt er prinsippet for en elektromotor:
Dersom man plasserer en strogmfgrende spole i et B-felt fra en permanentmagnet, vil man fa et
dreiemoment, som roterer spolen. Hvis man passer pa a endre strgmretningen underveis vha. en
kommutator (se eksempel om generator i kap. 4.2), kan rotasjonen fortsette i det evige.

Eksempel 3.3

I et omrade med uniformt B-felt blir et elektron med masse m og ladning —q skutt av garde
med starthastighet v(0) normalt pa B, se fig. 3.6. Hva blir banen til elektronet? For & svare
pa dette, finner vi forst kraften —gv x B. Denne har storrelse quB og retning hele tiden
normalt pa v. Banen blir altsa en sirkel, med radius r gitt av at sentripetalkraften er lik den
magnetiske kraften, mv?/r = quB. Hva blir banen dersom det er et uniformt elektrisk felt i
tillegg til, og i samme retning som B?

® ® B
~v(0)
fq,,/
® ® i ®
® ® ®

Figur 3.6: Et elektron gar i bane i et omrade med uniformt B-felt.
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Eksempel 3.4%*

Kraft pa en magnetisk dipol. Vi har vist at kraften pa en liten stregmslgyfe (evt. en magnetisk
dipol m) er null i et uniformt B-felt, (3.22). Nar vi opplever en netto kraft pa en liten
permanentmagnet, sa er det altsa pga. et ikke-uniformt felt. Vi skal na se hvor stor denne
kraften er. Vi lar dipolen veere kvadratisk og plassert ved origo, se fig. 3.7. Hvis den ikke var
kvadratisk, kunne vi delt den inn i mange sma kvadratiske biter og summert kreftene pa hver
av dem. Dipolen er liten, sa det er naturlig a tilnserme feltet i det aktuelle omradet med en
Taylor-rekke. Hvor mange ledd skal vi da ta med? Vi gnsker ikke ta med flere enn ngdvendig,
men siden ett ledd er for lite (konstant B-felt gir jo null netto kraft), prever vi med to ledd og
ser om vi far et ikke-trivielt resultat. F.eks. ved den rette, hgyre delen av slgyfa har vi feltet

0B
B(r)=B —. 3.29
() = By + a° (3:29)
Her er By og %—E henholdsvis lik feltet og dets deriverte i z-retning, evaluert i origo. Ved den
gverste rette delen har vi

B(r) =By + a%—];. (3.30)
Dette gir kraften
F:I}[dle (3.31)
= 1(2ay) x (Bg + a%—]j) + I(—2ax) x (Bo + ag—]j)
+ I(—2ay) x (Bg — ag—]i) + I(2ax) x (Bg — a%—]yg)
= [4a? (5:88% —iaai”” +§r8£j za{fj’)

0B, 0B, _0B.\ _
—m(x oz +yay +zaz>—mVBZ,

der vi i overgangen til siste linje har brukt at m = I'4a? og at V- B = 0. Siden strgmslgyfa
ligger i xy-planet, er m = mz, sa kraften pa en dipol i et B-felt kan skrives som

F = V(m-B). (3.32)

I uttrykket (3.32) skal m behandles som en konstant, gitt av strgmmen eller magnetiseringen
nar slgyfa er fiksert.

2a

2a

Figur 3.7: En magnetisk dipol i form av en liten kvadratisk strgmslgyfe med sidekanter 2a.
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Eksempel 3.5

Hall-effekt. Vi ser pa et stykke av et ledende materiale, se fig. 3.8. Vi sender en strgm oppover
langs stykket, og setter pa et B-felt, normalt pa stremmen. Forst antar vi at det er positive
ladningsbaerere som gir stremmen. Da er deres driftshastighet i samme retning som
stromtettheten J, og den magnetiske kraften F,,, = Qv x B blir mot hgyre. Dette forer til at
ladningene til en viss grad avbgyes mot hgyre og ender opp pa hgyre side av stykket. Den
hgyre siden blir altsa positivt ladd mens den venstre blir negativt ladd. Dette gir et elektrisk
felt som peker mot venstre. Dette feltet gir en elektrisk kraft F, pa ladningene mot venstre.
Etter at strgm- og ladningsfordelingen har etablert seg og blitt konstante, vil den elektriske
kraften akkurat kompenserer den magnetiske kraften F,. Vi har altsa at det elektriske feltet
tilfredsstiller QF = QuB, dvs.

E=vB. (3.33)

Det at det er et elektrisk felt mot venstre betyr at det er en potensialforskjell Vg mellom

hgyre og venstre side. Denne blir
Vu = EFa =vBa. (3.34)

Dersom det i stedet er negative ladningsbeerere, vil driftshastigheten vaere motsatt rettet av
J. Dermed blir v x B i motsatt retning som over, mens Qv x B blir som fgr. De negative
ladningene bgyer dermed av mot hgyre. Vi far derfor motsatte ladninger pa sidene i forhold
til ovenfor, og et motsatt rettet elektrisk felt. Med fortegnskonvensjonen ovenfor blir
potensialforskjellen

Vu = —vBa. (3.35)

Dette er altsa en metode for a finne ladningsbeerernes fortegn, siden fortegnet til
potensialforskjellen kan males enkelt vha. et voltmeter.

(a) (b)

Figur 3.8: En strgm sendes gjennom et stykke ledende materiale. (a) viser situasjonen med
positive ladningsbaererne, mens (b) er situasjonen med negative ladningsbeerere.

3.3 Magnetisk fluks ut av en lukket flate er null — vektorpotensial

Magnetisk fluks gjennom en flate S defineres som

By :/B-dS. (3.36)
S
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s

Figur 3.9: Dersom J = Jz, har viat J x ter i dA)—retning.

Dersom flaten S er lukket, er fluksen alltid lik null,

7{ B.dS = 0. (3.37)
S

Vikan vise (3.37) ut fra Biot—Savarts lov som falger: Se pa flukstettheten fra et enkelt strgmelement
Jdv. Feltet fra hele slgyfer er en superposisjon av slike bidrag, sa det er naturlig & starte her. Forst
legger vi inn et koordinatsystem slik at strgmelementet er i origo og J er rettet langs z-aksen. Vi
kan dermed bytte ut R med r i (3.4):

@Jdvxf

dB = ;

3.38
4T r ( )

Vi noterer oss at vektoren J x t og dermed dB er i ¢-retning (se fig. 3.9), og |[dB| er dessuten
uavhengig av ¢. Vha. uttrykket for divergens i kulekoordinater (se formelsamlingen kap. 1.11), er
det da klart at V-dB = 0 for » > 0. For r = 0, dvs. akkurat der strgmelementet befinner seg, kan
vi bruke definisjonen av divergens (1.4), og velge oss en liten kuleflate S med senter i origo. Siden
dB star normalt pa en slik flate, fas V - dB = 0 ogsa der. For hele strgmslgyfer gir superposisjon

(3.39)
Divergensteoremet gir:

?{B.dsz/v-de:o. (3.40)
S v

Vi har altsa vist at den magnetiske fluksen fra strgmslgyfer tilfredsstiller (3.37). Feltet fra en
permanentmagnet kan behandles som om den kom fra makroskopiske strommer (se kap. 3.5), og
folgelig gjelder (3.37) ogsa for slike magnetfelt. Det har enna ikke blitt pavist magnetiske kilder
som ikke tilfredsstiller (3.37), dvs. magnetiske monopoler (magnetisk ”ladning”) ser ikke ut til a
eksistere.

Vi har kommet til at B ikke kan strgmme netto ut av en lukket flate. Dette kan reformuleres
pa fglgende mate: B-flukslinjer biter seg selv i halen! Nemlig, hvis en flukslinje ikke bet seg selv i
halen, matten den startet et sted. Det kan den ikke, for da ville fluksen ut av en lukket flate rundt
dette punktet veert ulik null, se fig. 3.10. (Om en flukslinje starter og stopper i uendeligheten sier
vi at den biter seg selv i halen der.)

Figur 3.10: Hvis en flukslinje ikke biter seg selv i halen, ma den starte et sted. Det kan den
ikke, for da blir det en netto fluks ut av den lukkede flaten S.
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Det at divergensen til den magnetiske flukstettheten er null, gjor at vi kan representere B som

curl til et vektorpotensial A
o

Da blir nemlig ligningen (3.39) automatisk oppfylt siden divergensen til en curl er identisk lik null,
V- (VxA)=0.Det at det er mulig a representere B vha. (3.41), kan vises ved a ta utgangspunkt
i folgende form for Biot—Savarts lov, uttrykt med A:

Ho Jdv

dA = (3.42)

dm 7
At (3.42) er konsistent med Biot—Savarts lov for den magnetiske flukstettheten kan vises ved a
substituere (3.42) i (3.41) og bruke vektoridentiteten V x (®a) = VP x a + &V x a. I denne
sammenhengen er J en konstant vektor, sa vi far

po (—1)

140 1 o Jdv x 1
d xd 4 <7“> x (Jdv) A 12

2

£ % (Jdv) (3.43)

Cdr

Med andre ord: Vi kan representere B vha. (3.41) forutsatt at A fra et stromelement uttrykkes
med (3.42). Vektorpotensialet fra en strom rundt omkring i rommet v, eller i en stromslgyfe C,
blir vha. superposisjon:

Ho [ Jdv Ho f Idl

ller |A = —
| O A Joo 1

(3.44)

ar J, T

der r er avstanden mellom strgmelementet og observasjonspunktet.
Fordelen med a bruke vektorpotensialet A istedet for B er at uttrykkene og enkelte beregninger
blir enklere. Som vi ser, er Biot—Savarts lov for A mye enklere enn den tilsvarende loven for B.

Eksempel 3.6*

For ethvert felt B som tilfredsstiller V- B = 0, er det mulig a skrive B =V x A for en
passende A? Svaret er ja, som vi kan se fra fglgende konstruksjon: La A, = 0. Betingelsen
V x A = B blir da pa komponentform:

88/:1; — % = By, (3.45a)
aaiz = —DBy, (3.45b)
% =B,. (3.45¢)
Integrasjon av de to siste ligningene fra 0 til = gir:
A (x,y,2) — A(0,y,2) = — /OI B,dz, (3.46a)
Ay(z,y,2) — Ay(0,y,2) = ’ B.dzx. (3.46Db)

0

. S _ 9B, | OB
Om vi setter disse to inn i (3.45a), og bruker at V-B = 7= + =

(3.45a) blir tilfredsstilt dersom

y 9B
y+82

= 0, finner vi at

0A.(0,y,z 0A,(0,y,z
B0,y 2) = P OO (3.47)

Dette far vi til f.eks. ved & velge A,(0,y,2) =0, og

Yy
A0,y,2) = / B.(0,4/,2)dy/. (3.48)
0
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3.4 Amperes lov for konstante strgmmer

Amperes lov sier at sirkulasjonen av den magnetiske flukstettheten rundt en lukket slgyfe C' er
proporsjonal med den totale strgmmen som gar gjennom en flate S begrenset av slgyfa,

ng ~dl= /L()Itotal gjennom S = MO /SJ -dS. (349)

Her er J stromtettheten, dvs. elektrisk strgm per arealenhet. Amperes lov er et resultat av Biot—
Savarts lov. Beviset blir enklest hvis vi representerer den magnetiske flukstettheten med et vek-
torpotensial, dvs. vi tar utgangspunkt i (3.44). F.eks. blir X-komponenten av (3.44):

Jpdv
A, = o / = (3.50)

Siden vi skal beregne sirkulasjonen til den magnetiske flukstettheten er det naturlig a se nzer-
mere pa V x B:
VxB=VxVxA=V(V-A)-V?A. (3.51)

Den siste overgangen er en matematisk vektoridentitet. Vi trenger altsa V2A. Hver komponent
av V2A kan finnes ved & bruke en analogi fra elektrostatikken: I kap. 2.2 s& vi at det elektrosta-
tiske potensialet (i vakuum) fra en ladningsfordeling i rommet kan skrives V' = [ pdv/(4meor).
Samtidig vet vi fra kap. 2.6 at dette potensialet tilfredsstiller Poissons ligning, V2V = —p/eg. Ved
a sammenligne med (3.50) er det tydelig at

VA, = —poJa, (3.52)
og tilsvarende for de andre komponentene av A. Vi far derfor
VA = —pod. (3.53)
Dette resultatet setter vi inn i (3.51):
VxB=V(V-A)+ pod. (3.54)

Hvis vi tar divergensen til ligningen ovenfor, og bruker at divergensen til en curl er null, og
dessuten at V-J = 0 for konstante strgmmer (jfr. (2.183)), far vi V?(V - A) = 0. Denne ligningen
skal gjelde overalt, og da ma V - A = konst. Dette kan innses ved a tenke pa analogien til Poissons
(Laplace) ligning; dersom V2V = 0 overalt betyr det at hele universet var ladningsfritt, og da
matte potensialet V' veere konstant. Siden V- A = konst., og A ifplge (3.44) gar glatt mot null i
uendeligheten der det ikke fins strommer, ma vi ha V- A = 0 overalt. Lign. (3.54) gir derfor at

V x B = poJ, (3.55)

som er Amperes lov pa differensialform. Vha. Stokes’ teorem kan vi til slutt skrive om til integral-

form
%B-dI:/VxB-dS:uo/J-dS. (3.56)
C S S
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Eksempel 3.7

Hva er B-feltet utenfor en uendelig lang, sylindrisk leder som fgrer en strgm I? Vi antar at
strgmmen er fordelt slik at den ikke bryter sylindersymmetrien i problemet. F.eks. kan den
veere jevnt fordelt over tverrsnittet eller overflaten til lederen. For a finne feltet kunne vi ha
benyttet Biot—Savarts lov, men denne gangen gnsker vi & bruke Ampeéres lov siden det er
enklere.

Selv om vi ikke skal bruke Biot—Savarts lov (3.4) til a regne ut feltet i detalj, kan vi bruke
den til a argumentere for at B ikke har noen z-komponent. Siden J = Jz overalt, er
(J xR) L 2, s4 B L 2. Neste spersmal er om B kan ha en i-komponent. Hvis det hadde vzert
en slik komponent, matte den veaert uavhengig av ¢ pga. symmetri. Dermed ville fs B-dS#0
pa en sylinderflate S, se fig. 3.11a. Dette er umulig ifglge (3.37), sa f-komponenten ma vaere

null. Det gjenstar na bare en fb—komponent, og den ma pga. symmetri veere uavhengig av ¢.
Amperes lov pa integrasjonsslgyfa C' gir

7{ B-dl= 7{ Bdl = B2rr = pol, (3.57)
c c
sa s
B = ML(;&, utenfor ledningen. (3.58)
27r

Vi har i dette eksempelet antatt at kabelen er uendelig lang og dermed sett bort fra
returstrgmmen. At dette er ok, kan vises fra Biot—Savarts lov. Vi lar returstrgommen ga i en

stor halvsirkel med radius b, se fig. 3.11b. Biot—Savarts lov gir da at feltet Byety, fra denne i
observasjonspunktet tilfredsstiller

Ildl x R Idl Inh
|Bretur| S @/ |7>;| S @/ o S & T . (359)
4r halvsirkel R 4w halvsirkel R? 4 (b - ,,1)2

Som vi ser gar dette mot null nar b — oo.

r

obs.pkt.

Figur 3.11: (a) En sylindrisk leder som fgrer strgmmen I. (b) Returstrgmmen kan antas a ga
i en stor halvsirkel med radius b.
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Eksempel 3.8

Magnetisk flukstetthet fra kabler. 1 forrige eksempel sa vi at B-feltet fra en enkelt ledning er
pol /27r, dvs. reduseres med avstanden som 1/r. Vi skal na se at dersom returstrgmmen gar i
en kabel i nzerheten av den fgrste, kompenseres feltet fra den fgrste kabelen slik at feltet avtar
raskere, som 1/r2. Feltet i observasjonspunktet er en superposisjon av feltene fra hver av
kablene. Summen av de to vektorene finner vi fra fig. 3.12 og forrige eksempel til & ha lengden

pol pol . pol d/2  pold
B|=2-—cosf =2—s =2——— = .
B omr omr T fon Ty 2712

(3.60)

Figur 3.12: To kabler med den samme strgmmen I i motsatte retninger. Legg merke til at
a+7/2+0=m,saa+6=m/2

Eksempel 3.9

I dette eksempelet ser vi pa en solenoide, dvs. en sylinder-spole med N viklinger, se fig. 3.13a.
Solenoiden antas a veere tettviklet, med samme tetthet av viklinger langs hele lengden. Siden
den er tettviklet, kan vi tilneerme den med fig. 3.13b, som er lik fig. 3.13c (se forelgpig bort
fra de stiplede integrasjonskurvene). Dermed har vi redusert problemet til a finne B fra en
mengde sirkuleere strgmslgyfer. Det er to metoder a finne B i en slik spole: Biot—Savarts lov
og Amperes lov.

Forst bruker vi Biot—Savarts lov. Fordelen med Biot—Savarts lov er at vi ikke trenger a
begrense oss til en lang og tynn solenoide; ulempen er at det blir fort komplisert a finne B
bortsettfra pa solenoidens akse (z-aksen). Vi begrenser oss derfor til a finne B pa z-aksen.
Dermed kan vi bruke (3.13), som angir feltet fra en enkelt stromslgyfe. La A = [/N veere
avstanden mellom to strgmslgyfer /viklinger. Siden det er N viklinger, med sentrum for z lik
henholdsvis z1 = —1/2 + A, 20 = —1/2 + 2A, z3 = —1/2 + 3A, osv., far vi

al Ia? .
B(2) = 5= ’;0)2 PRI (3.61)

i=1

Solenoiden er tettviklet, s summen tilngermes med et integral, der dz’/A er antall viklinger
mellom 2z’ og 2’ + dz":

22— 22+ a2PRTA T 2N [y @R+ a2)P

/2 Ta2? ds Ta2s [*H1/2 d
B(z)z/ Ho’t . — et “ (3.62)

78



KAPITTEL 3. MAGNETOSTATIKK 3.4. AMPERES LOV

I siste integralet har vi substituert u = z — 2. Det gjenstar na bare a utfore integralet. I dette
tilfellet er ikke dette helt rett fram, men vha. en integraltabell (eller web-integrator) finner vi
at

du U
= 3.63
/ (u?+a?)32  a2y/u2 4 a?’ (363)

_ polz z+1/2 3 z—1/2
B(z) = % <\/(z+l/2)2+a2 \/(2_1/2)2+a2>. (3.64)

I midten av solenoiden, z = 0, far vi

sa

M()Ii l
B(z2) = . 3.65
) 2A \/12/4 + a? ( )
Hvis vi lar solenoidens lengde [ ga mot uendelig, mens vi holder avstanden A mellom
viklingene konstant (dvs. vi lar ogsa N =1/A — 00), far vi at B er endelig, og gitt av
1 NI
B = ’%z = “Ol 2. (3.66)

I
N
Q

Q

p—
4444<\‘
I~
I~
-

N

Figur 3.13: (a) En tettviklet solenoide med N viklinger og lengde I. (b) Ved a deformere
viklingene ser vi at solenoiden kan tilnzermes som en mengde sirkuleere strgmslgyfer pluss en
ledning mot hgyre og en mot venstre. (¢) Dersom ledningene mot hgyre og venstre er pa samme
sted, kan de sees bort fra: En strgm + en sammenfallende returstrgm er det samme som ingen
strom.
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Vi skal na prgve a finne B vha. Amperes lov i stedet. Fordelen er at vi da kan finne B
overalt, ikke bare pa z-aksen. Ulempen er at vi ma anta at solenoiden er uendelig lang, for a
fa en situasjon vi greier & handtere. Alternativt kan solenoiden ha endelig lengde, men da ma
observasjonspunktet veaere langt unna endene til solenoiden. Vi starter med a argumentere for
at B ikke kan ha noen gAb—komponent B,. Hvis den hadde det, matte komponenten veert
uavhengig av ¢ pga. symmetri. Dermed kunne vi brukt Amperes lov pa en integrasjonsslgyfe
C" med radius r” (se fig. 3.13c) og fatt

% B-dl= 7{ Bydl = 211" B, = 0, (3.67)

siden det ikke gar noen strgm gjennom C”. Med andre ord er By = 0. At det ikke er en
r-komponent felger na av et helt tilsvarende argument som det vi brukte for eksempelet med
den sylindriske lederen: For en lukket sylinderflate ma fs B -dS = 0. Det gjenstar da bare en
z-komponent, sa vi skriver

B = B(r)z. (3.68)

Merk at B(r) er uavhengig av ¢ pga. symmtri, og ogsa uavhengig av z sa lenge vi er langt
unna endene til solenoiden.

Vi skal na vise at inne i solenoiden er B(r) konstant, og utenfor er den null. Amperes lov
pa integrasjonsslgyfen C’ (se fig. 3.13¢) gir:

}{ B.dl = B(a)l' — B(b)l' =0, (3.69)

sa B(b) = B(a), dvs. B(r) er konstant utenfor solenoiden. Vi kan flytte C’ (og gjore den
mindre) slik at den er helt inne i solenoiden. Siden den heller ikke da omslutter noe strgm, vil
vi pa tilsvarende vis fa at B(r) er konstant inne i solenoiden. Denne konstanten vet vi allerede
hva er, den ma veere gitt av (3.66). Vi later imidlertid som vi ikke visste dette, vi ngyer oss
med a huske at feltet pa aksen er endelig. Siden fluksen som gar gjennom solenoiden da er
endelig, ma (“retur”-)fluksen som gar pa utsiden ogsa veere det. (Husk at B-feltslinjene biter
seg selv i halen.) Men siden vi har funnet at B(r) skal veere konstant utenfor solenoiden, og
fluksen skal veere endelig, ma B(r) = 0 utenfor solenoiden. Sagt pa en annen mate:
Returfluksen pa utsiden av solenoiden fordeler seg over et uendelig stort omrade, sa
flukstettheten blir derfor uendelig liten.

Det gjenstar a finne B inne i solenoiden. Det gjor vi ved & bruke Amperes lov pa
integrasjonsslgyfen C, og huske pa at B = Bz er konstant med hensyn pa z:

74 B-dl = Bl' = uo(NU'/I)I. (3.70)
C

Her har vi brukt at NI’/l viklinger gar gjennom C'. Vi far altsa

5 {MDZNIQ, inne i solenoiden (3.71)

0, utenfor.

Eksempel 3.10

Hva er det magnetiske feltet i og utenfor en toroide? En toroide er en tettviklet spole med
form som en smultring, se fig. 3.14. Vi tilnsermer viklingene med N sirkulsere strgmslgyfer,
slik vi gjorde for solenoiden. Sa bruker vi symmetri til & argumentere for retningen til B.

Anta at B hadde en t-komponent. Pga. symmetri matte da denne -komponenten veert
uavhengig av ¢. Siden flukslinjene skal bite seg selv i halen, matte de da bgye av slik at man
ogsa far en z-komponent. Vi bruker na Amperes lov langs en slik tenkt flukslinje:

% B-dl = % Bdl = MOIgjennom flukslinje- (372)
flukslinje flukslinje

Her kunne vi utelate vektornotasjonen siden B og dl har samme retning overalt pa en
flukslinje. Av samme grunn er integralet positivt overalt, sa (3.72) sier at strommen gjennom
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tenkt flukslinje

Figur 3.14: En toroide med N viklinger. I virkeligheten er toroiden tettviklet, selv om det ikke
ser slik ut pa figuren.

den lukkede flukslinjen er ulik null. Men vi har jo tilneermet den tettviklede toroiden med en
mengde sirkuleere stromslgyfer, sa det gar ikke strom gjennom flukslinjen. (Uten denne
tilngermelsen gar strgmmen I gjennom flukslinjen, men det er sa lite sammenlignet med
summen av strgm som gar rundt alle viklingene i neserheten.) Antagelsen var altsa gal; B har
ingen r-komponent. Et tilsvarende argument betyr at B ikke har noen z-komponent.

Dermed gjenstar bare ¢-komponenten, dvs. B = B(r)(}b, der B(r) er uavhengig av ¢ pga.
symmetri. Vi kan na bruke Ampeéres lov pa integrasjonsslgyfa C' pa figuren:

7{ B-dl= ]{ Bdl = B2rr = poNI, inne i toroiden, (3.73)
c c

siden det gar en strgm NI gjennom C. Hvis C' hadde veert utenfor toroiden ville det ikke gatt
netto strgm gjennom den. Med andre ord,

27r

(3.74)
0, utenfor.

B— {”ONI(ES, inne i toroiden,
Hvis vi lar r — oo mens avstanden mellom viklingene holdes konstant, burde vi fa samme
svar som for en solenoide. Med avstand mellom viklingene lik 27r/N = [/N ser vi at vi far
(3.71) i denne grensen.

3.5 Magnetiske felt i materialer

Et materiale inneholder mikroskopiske strgmslgyfer (spinn av elementaerpartikler, elektroner i
bane) som virker som sma magnetiske dipoler. Disse dipolene vil til en viss grad orientere seg
etter den magnetiske flukstettheten, akkurat som en kompassnal retter seg etter magnetfeltet fra
jorda. Dette kan fgre til en endring av det totale feltet, siden de mikroskopiske strgmslgyfene selv
produserer B-felt. Vi skal na se naermere pa hvordan de magnetostatiske lovene kan modifiseres i
et materiale.

Merk at lovene vi har sett sa langt i magnetostatikken, gjerne kan brukes i et medium ogsa,
forutsatt at alle typer stremmer (ogsa de mikroskopiske strgmslgyfene) tas med. Dette er ofte
upraktisk, sa vi gnsker a modifisere lovene slik vi gjorde det i elektrostatikken. Malet er altsa a bake
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de mikroskopiske strgmslgyfene inn i en magnetisering M, slik de bundne ladningene ble tatt hand

om av polariseringen P. Vi vil heretter la J og Js sta for den frie delen av totalstrgmtettheten, dvs.

den delen vi kan male med et Amperemeter, ikke strgmmen pga. de mikroskopiske strgmslgyfene.
En plan, mikroskopisk stregmslgyfe kjennetegnes ved sitt dipolmoment

m = IS, (3.75)

der Sy, na er navnet pa den plane flaten som omsluttes av slgyfa. Retningen S,,/Sy, er flatenor-
malen. I et lite volumelement av materialet vil det veere en stor mengde slike slgyfer. Det er derfor
praktisk & definere en ny vektor, magnetisering, som er summen av det magnetiske momentet i
et volumelement dividert pa volumet:

2idy ™
M==8_ 3.76
10 (3.76)
Magnetiseringen M beskriver altsa i hvor stor grad og i hvilken retning dipolene i materialet er
orientert. Stgrrelsen Mdw blir summen av magnetisk dipolmoment i volumelementet dv. Hvis alle
de magnetiske stromslgyfene er identiske, gir (3.76) at

M = Nm, (3.77)

der N er antall dipoler per volumenhet og m er det magnetiske momentet til hver dipol. Selv
om dette selvsagt ikke er tilfelle for virkelige materialer, kan vi representere dipolmomentet i et
volumelement som en sum av mange sma, identiske dipoler m = IS,,, med areal S, = ma?.

For a regne ut endringen i B pga. de sma strgmslgyfene (dipolene) i materialet, bruker vi

Amperes lov pa en lukket integrasjonslgyfe C' i materialet:

% B-dl= MOItotal gjennom S = MO </ J-dS + Igjennom S pga. magn. dipoler) . (378)
C S

Det siste strgm-leddet ma finnes ved a telle opp antall magnetiseringsstrgmslgyfer som gir en netto
strom gjennom flaten S, se fig. 3.15. Legg merke til at dette kun gjelder de strgmslgyfene som gar
rundt C; alle andre strgmslgyfer vil enten ikke ga gjennom S, eller ga gjennom S “begge veier”
slik at nettostrommen gjennom S blir null. Langs et lengdeelement dl av C' far vi strgmmen

antall slgyfer sentrert i skjev sylinder

dlangs a1 = I - N -volum av skjev sylinder = INSydlcosa = Mdlcosa =M-dl, (3.79)

der « er vinkelen mellom M og lengdeelementet dl, se fig. 3.15.
Strgmmen gjennom S pga. materialdipolene blir altsa

Igjennom S pga. magn. dipoler — 7401\/.[ -dl. (380)

Figur 3.15: Det eneste bidraget til stremmen gjennom flaten S er strgmslgyfene som gar rundt
C. Figuren viser bidraget til denne strgmmen fra slgyfer langs lengdelementet dl.
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dvs. (3.78) gir oss

fB-dl:/m(/J-dS—kj{M-dl), (3.81)
C S C
eller
y{ (B/po —M)-dl = / J.dSs. (3.82)
C S
Vi definerer derfor H-feltet som
B
H=—-M, (3.83)
Ho
slik at (3.82) gir
j{Hdl:/J-dS. (3.84)
C S

Lign. (3.84) er Amperes lov for et medium. Legg merke til at bare den frie, faktiske strgmmen bidrar
til sirkulasjonen av H, uansett materiale. Den magnetiske flukstettheten B blir ogsa pavirket av
en evt. magnetisering, og er gitt av ligningen

B = puo(H+M).| (3.85)

Her kan H finnes fra de frie strgmmene vha. versjonen (3.84) av Amperes lov, og M er rela-
tert til den magnetiske flukstettheten B. For mange magnetiske materialer, er magnetiseringen
proporsjonal med H:

M = xmH. (3.86)

Proporsjonalitetsfaktoren x., kalles magnetisk susceptibilitet. For slike linesere materialer blir den
magnetiske flukstettheten proporsjonal med H:

B = po(H+M) = po(1 4 xm)H = pepoH = pH. (3.87)

Her har vi definert relativ permeabilitet pi, = 1 + xm og absolutt permeabilitet p = g po. For
vakuum fas u = o og B = ugH. Den relative permeabiliteten for ulike materialer kan finnes i
fysiske tabeller, se tabell 3.1.

Materiale Rel. permeabilitet | Materiale Rel. permeabilitet
gull 0.99996 luft 1.0000004
solv 0.99997 aluminium 1.00002
kobber 0.999991 jern 4+ 4% silisium 7000

vann 0.999991 rent jern (0.04% forurensn.) 2-10°

tre 0.9999995 supermalloy ~ 106
vakuum 1

Tabell 3.1: Permeabiliteten til noen ulike stoffer ved romtemperatur. De ferromagnetiske ma-
terialene er strengt tatt ulinesere, sa permeabiliteten for disse er & anse som et gjennomsnittlig
stigningstall for hysteresekurven B(H), se kap. 3.7.

Pa samme mate som lovene i elektrostatikk kunne skrives pa differensialform, kan vi omskrive
Amperes lov vha. Stokes teorem:

/J-dS:?{H-dl:/VxH-dS. (3.88)
S C S
Siden den lukkede kurven C' og dermed flaten S er vilkarlig, ma vi ha

359
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Dette er en av Maxwells ligninger for statiske magnetfelt. Den andre ligningen er

39

som vi fant var tilfredsstilt for en vilkarlig strgmfordeling i kap. 3.3. Det er derfor klart at den
ogsa ma gjelde for et materiale siden magnetisering kan beskrives som en mengde sirkulerende
strgmmer.

I noen bgker kalles H for magnetfelt og B for magnetisk flukstetthet. Dette indikerer en sym-
metri mellom E og H, og mellom D og B, siden E kalles elektrisk felt og D elektrisk flukstetthet.
Selv om det er en navn-symmetri og ogsa en viss matematisk symmetri i feltligningene, méa vi ikke
glemme at det er E og B som er de fysiske feltene, dvs. feltene som drar pa ladninger i henhold til
Lorentz-kraften (3.18). Tilleggsfeltene D og H oppstar fordi vi velger a dele ladninger inn i frie og
bundne. Med en annen oppdeling ville D og H endres uten at fysikken endres. Vi bruker derfor
bare navnet “H-feltet” om H. “Magnetfelt” bruker vi som en vag fellesbetegnelse pa H og B.

Selv om D og H har mindre direkte fysisk betydning enn E og B, er de i hgyeste grad praktiske:
D fordi den kan finnes fra fri ladning alene, og H fordi den kan finnes fra den frie stremmen. Den
frie strommen er lett & ha kontroll pa og & male.

Eksempel 3.11

Finn B overalt for en koaksialkabel nar permeabiliteten mellom lederne er pu, se fig. 3.16.

Figur 3.16: En koaksialkabel.

Anta at strommen er jevnt fordelt over overflaten av innerlederen, og den indre overflaten av
ytterlederen. Vi bruker det samme symmetriargumentet som vi brukte for eksempelet i fig.
3.11, og far dermed at H = H(r ¢, der H er uavhengig av ¢ og z. Amperes lov gir da

%H dl = %Hdl H2mr =1, (3.91)

for a < r < b. For r < a og r > b blir hgyresiden i Ampeéres lov null siden det da gar null
(netto) strgm gjennom C'. Dette betyr at

H— ﬁ(}&, a<r<hb, (3.92)
o, ellers. ’

Til slutt bruker vi at B = pH:

(3.93)
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3.6 Grensebetingelser for B og H

Hva er B og H pa en side av en grenseflate mellom to materialer, dersom de tilsvarende fel-
tene pa andre siden er gitt? Vi tar utgangspunkt i fig. 3.17 og bruker fgrst loven fSB-dS =
0 pa integrasjonssylinderen S til hgyre. Siden hgyden Ah er neglisjerbar, far vi By -nAS +

By (—)AS = 0, hvilket gir
s

Bln B1
AB2“ B,
AS v
= . Ah —0

Figur 3.17: Grenseflate mellom medium 1 og medium 2. Integrasjonsslgyfa C' er en rektangulaer
slgyfe med lengde dl og neglisjerbar hgyde Ah. Integrasjonssylinderen S har neglisjerbar hgyde
Ah, og arealet til topplokket/bunnen er AS. Dette arealet er sa lite at vi kan anta at feltene
er konstante der. Grenseflaten kan ha en flatestrgm Js.

Sa bruker vi Amperes lov pa integrasjonskurven C: H; - dl4+Hy - (—dl) = Jidl, der J; er flate-
strgmtettheten normalt pa integrasjonsslgyfa. Om vi lar z-aksen peke langs dl, og y-aksen peke
inn i papiret (dvs. dl = dix og Js = Jyy), far vi

H; - x—Hy - x=J;. (3.95)
Hvis vi hadde lagt integrasjonsslgyfa slik at dl var i y-retning, ville vi fatt

H,-y—H,-§ =0, (3.96)

siden det ikke gar noen flatestrom i x-retning. Vi kan sammenfatte (3.95) og (3.96) som folger:

Hy — Hy = J, x i | (3.97)

Her star indeksen t for tangensialkomponent; f.eks. er Hi¢ summen av z- og y-vektorkomponentene
til Hy. I det vanlige tilfellet der det ikke er noen flatestrgm, ser vi at tangensialkomponenten til
H er kontinuerlig over grenseflaten:

Hi: = Hy:. (3.98)
I noen laerebgker er (3.97) i stedet formulert som
(Hy —H;) xn = Js. (3.99)

Ligning (3.99) vises ved a bruke at n = 2z, skrive ut kryssproduktet og sammenligne med (3.95)
og (3.96).
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Eksempel 3.12

Vi ser na pa en grenseflate mellom et linesert medium 2 med g, > 1, og vakuum (medium 1).
Vi antar at det ikke gar noen flatestrgm pa grenseflaten. Hvor stor er |B;| i medium 1 nar By
i medium 2 er gitt? Vi har at By = pgH; og Bo = upoHa, sa

Til sammenligning er
Ba|? = B3, + pgps Ha,- (3.101)

r

Vi ser at |B1| < |Bz] sa lenge normalkomponentene er sma. Med andre ord: Hvis Bo-feltet er
nesten tangensielt til grenseflaten, vil feltet inne i materialet vaere mye stgrre enn feltet pa
utsiden. I kap. 3.8 skal vi se naermere pa hvordan den magnetiske flukstettheten holdes inne i
materialer med hgy p,.

3.7 Magnetiske materialer

De fleste materialene hgrer til en av fglgende tre kategorier: Diamagnetiske materialer, para-
magnetiske materialer og ferromagnetiske materialer. Et diamagnetisk materiale kjennetegnes
ved at g, < 1, mens et paramagnetisk materiale har u, > 1. Eksempler pa diamagnetiske ma-
terialer er sglv og vann, mens luft og aluminium er paramagnetiske, se tabell 3.1. Begge disse
typene er linezre materialer med p, ~ 1. Den tredje kategorien, ferromagnetiske materialer, er
ikke-linezere. Likevel vil man ofte definere en effektiv, relativ permeabilitet u, for dem, som et
gjennomsnittlig stigningstall for sammenhengen B(H). Denne effektive p, er meget stor; f.eks. for
rent jern kan man oppna j, i sterrelsesorden 10°. Mikroskopisk sett har ferromagnetiske materialer
sakalte Weiss-domener, dvs. omrader med gitte magnetiseringsretninger. Magnetiseringen M er et
gjennomsnitt over mange slike smé& domener. I mange tilfeller har disse mikroskopiske domenene
helt tilfeldig magnetiseringsretning, slik at den makroskopiske magnetiseringen M er null. Dersom
man patrykker et felt, vil domenenes magnetisering, og dermed ogsa M, rette seg langs feltet. Vi
skal ikke ga videre inn pa modeller for magnetiske medier, siden en skikkelig beskrivelse uansett
krever kvantemekanikk.

Magnetiseringen M i ferromagnetiske materialer avhenger ikke bare av patrykt felt, men ogsa
historikken til det patrykte feltet. Dersom det patrykte feltet varierer periodisk, vil magnetise-
ringen som funksjon av H fglge en lukket kurve, en sakalt hysteresekurve, se fig. 3.18: Anta at
patrykt felt H og magnetiseringen M er begge null til & begynne med. Vi patrykker na en periodisk
variasjon av H (f.eks. ved a endre strgmmen i en spole periodisk). Til & begynne med, nar H gker,
pker ogsa magnetiseringen M. Etter hvert som H blir stor, blir alle domenene rettet inn etter
feltet. Dermed kan ikke M vokse noe seerlig mer. Vi far metning — kurven flater ut. Sa begynner
vi a redusere H. Da reduseres ogsa M, men magnetiseringen henger litt igjen. Nar H = 0 har vi
fatt en gjenveerende magnetisering, en permanent magnetisering. Nar H blir negativ (dvs. H blir
i motsatt retning som for) reduseres M inntil den blir null og videre negativ. Vi far etter hvert
metning motsatt vei, fgr vi igjen gker H.

At eksempelet nedenfor viser at H og B kan veere i forskjellig eller motsatt retning, er kanskje
litt overraskende. Man skal imidlertid ikke bekymre seg for mye over den fysiske tolkningen av H:
Det er en hjelpestgrrelse som oppsto fordi vi gnsket & separere feltbidragene fra to ulike strgmmer,
de vanlige strgmmene som kan males med et amperemeter, og “strgmmene” pga. magnetiske
dipoler. Vi beskrev Amperes lov for H slik at bare den vanlige strgmmen var med som kilde pa
hgyresiden. I prinsippet kunne vi ha delt opp annerledes. F.eks. nar man beskriver et kunstig
materiale (sakalt metamateriale) med mikroskopiske strukturer laget av metaller, ser man pa
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stremmene i disse metallene som “materialdipoler” og baker ogsa dem inn i M; dermed blir det
bare eventuelle andre ledningsstrgmmer som blir igjen og bidrar til sirkulasjonen av H.

M

Figur 3.18: En hysteresekurve. Til & begynne med er patrykt felt og magnetisering antatt a
veere null. Nar patrykt felt varierer harmonisk, vil magnetiseringen som funksjon av patrykt
felt danne en lukket kurve.

Eksempel 3.13

Kualitativ oppforsel for H-felt og B-felt fra en permanentmagnet i vakuum (eller luft). Vi ser
her pa en sylindrisk permanentmagnet, se fig. 3.19a, med magnetisering M = Mz langs aksen
til sylinderen. De magnetiske dipolene kan sees pa som sma strgmslgyfer; summen av alle
disse er ekvivalent med en flatestrgm pa overflaten til sylinderen, evt. en tettviklet solenoide
(fig. 3.19b). Dermed blir B-feltet som vist i fig. 3.19¢: Inne i sylinderen blir B-feltet nesten
uniform og rettet langs z-aksen, mens ved endene spres flukslinjene utover i rommet slik at de
kan bite seg selv i halen. Om vi lar sylinderen bli uendelig lang, blir feltet det samme som for
solenoiden i kap. 3.4.

For H-feltet blir bildet et helt annet. Fgrst noterer vi oss at H = B/ — M, og siden
bade B og M er i z-retning inni magneten (bortsettfra neer toppen eller bunnen), ma ogsa H
veere det. Det er ingen frie strgmmer, sa Amperes lov gir at fC H-dl = 0. Vi lar na C vere en
av de lukkede flukslinjene fra fig. 3.19c. Utenfor permanentmagneten er H = B/ug, sa H far
samme oppfersel (og retning) som B. For at integralet skal bli null ma det derfor bli et
negativt bidrag fra den delen av integrasjonsveien som er inni magneten. Altsa ma H veere
motsatt rettet av B der.
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] OO0

(d)

Figur 3.19: (a) En sylindrisk permanentmagnet. (b) Tverrsnittet til magneten, inklusive noen
av de magnetiske materialdipolene (mikroskopiske stromslgyfer). (c) B-felt. (d) H-felt.

(c)

88



KAPITTEL 3. MAGNETOSTATIKK 3.7. MAGNETISKE MATERIALER

Eksempel 3.14%*

Regne ut H og B fra en permanentmagnet ¢ vakuum. Vi har sett tidligere hvordan vi kan
regne ut H og B fra en stromslgyfe eller spole, enten ved a bruke Biot—Savarts lov og dermed
summere bidrag fra hvert enkelt strgmelement, eller ved & bruke Amperes lov og dermed
egenskapene til hele slgyfa globalt sett. Her er tre metoder til & regne ut feltene fra en
permanentmagnet, gitt at vi kjenner M i magneten:

(i) Nar vi ikke har frie strgmmer, vil Amperes lov (3.84) bli

% H-dl=0 (3.102)
C

eller

%B-dl:uof M - dl. (3.103)
C C

Som vanlig med Amperes lov, hvis vi har tilstrekkelig grad av symmetri slik at enten
integralet i (3.102) eller i (3.103) kan forenkles, kan vi finne feltene. Denne metoden er den
enkleste nar vi far til & bruke den.

(ii) I stedet for a bruke Amperes lov, kan vi bruke Biot—Savarts lov og superponere bidrag
fra bundne strgmelementer. Fordi de bundne strgmmene gjerne vil veere en kombinasjon av
flatestrom og volumstrgm, vil man matte superponere (3.4) og (3.6), der altsa
strgmelementene na skal veere gitt av den bundne strommen. Husk at B ikke bryr seg om
strommen er fri eller bunden; all slags strgm gir opphav til B-felt pa samme maten. Derimot
vil H veere helt forskjellig avhengig av om strgmmen er fri eller bunden.

Den bunden strgmmen gjennom en flate S er gitt av (3.80). Akkurat slik vi skrev om
Amperes lov til differensialform, kan vi skrive om (3.80) til differensialform. Dette gir at den
bundne strgmtettheten er

Jp =V x M. (3.104)

Og pa samme mate som vi viste grensebetingelsen (3.99) fra Amperes lov, far vi fra (3.80) at
den bundne flatestrgmmen pa overflaten av en permanentmagnet er

Jbs =M x h. (3.105)

Nar vi kjenner den bundne strgmtettheten og flatestrgmtettheten, kan vi bruke Biot—Savarts
lov for & finne B, og til slutt H = B/puo — M.

(iii) Siden det ikke er noen frie strgmmer noe sted, har vi V x H = 0 overalt. Med andre
ord er H et konservativt felt, og H kan skrives som en gradient: H = —V1). Fordi V-B = 0,
har vi fra B = puo(H 4+ M) at

V-H=-V-M, (3.106)

og derfor
V%) =V -M. (3.107)

Siden M er kjent, koker dette ned til a lgse Poissons ligning. Vi kan legge en hvilken som
helst konstant til ¢) uten at det har noen betydning, sa vi kan f.eks. velge » =0 i
uendeligheten. Nar vi har lgst Poissons ligning, har vi funnet ¢ og kan dermed regne ut
H = -V og B = 1o(H + M). Denne metoden egner seg godt til numeriske beregninger.
Legg merke til analogien fra elektrostatikk i metode (iii): E - H, V — ¢, e = 1 og
p — —V M. I praktiske eksempler er det i elektrostatikken hensiktsmessig a uttrykke
ladningstettheten som en flateladning hvis ladningen er konsentrert pa en flate. Hva blir
analogien til dette? Vi kan definere oss en analog til ladning i et volum v omsluttet av en
lukket flate S:

Qum = /(—V-M)dv = —fSM-ds, (3.108)

der vi brukte divergensteoremet i siste overgang. Hvis vi bruker denne sammenhengen pa en
liten boks rundt overflaten til permanentmagneten, akkurat som i fig. 2.21, sa far vi (analogt
til utledningen av (2.95) fra (2.72)) at den analoge flateladningen blir normalkomponenten av
magnetiseringen, M,,, der n peker ut av permanentmagneten.

Vi vil na se pa to spesialtilfeller: En sylinder med hgyde | mye stgrre enn radius a (fig.
3.20a) og en sylinder med hgyde mye mindre enn radius (fig. 3.20b). For begge sylinderne er
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z z
i }
Il M
l M
Y a

(a) (b)

Figur 3.20: (a) En sylindrisk permanentmagnet med hgyde mye stgrre enn radius. (b) En
sylindrisk permanentmagnet med hgyde mye mindre enn radius.

M = Mz, der M er en konstant. Vi vil bruke de tre metodene ovenfor, og det vi har leert i
elektrostatikk og magnetostatikk, til & finne feltene der det ikke blir for vanskelig.

Vi ser forst pad metode (i). Denne metoden far vi bare til & bruke pa den lange sylinderen,
akkurat slik vi matte anta en lang og tynn solenoide for a bruke Amperes lov i kap. 3.4. Vi
har na en effektiv flatestrgm rundt sylinderen, og som for solenoiden kan vi neglisjere B-feltet
utenfor solenoiden. La C' veere en rektanguleer integrasjonskurve, slik som i fig. 3.13c. Vi
bruker (3.103) og far

Bl =~ poMU, (3.109)

sa,
B ~ oM (3.110)

godt inne i sylinderen. Utenfor (bortsettfra neer toppen eller bunnen) blir B mye svakere, men
siden B-feltslinjene biter seg selv i halen, ma feltlinjene veere til stede ogsa her. Bare hvis
sylinderen er uendelig lang, blir feltet null utenfor. Feltet H er gitt av

o
B
po’

- { B _ M, inni sylinderen (3.111)

utenfor sylinderen.

Vi ser at H = 0 hvis sylinderen er uendelig lang. For en endelig sylinder kan vi stadfeste at
H < M godt inne i sylinderen.

Vi bruker s& metode (ii). Den bundne flatestrommen (3.105) far vi til & bli M ¢ rundt den
boyde overflaten av sylinderen, og null pa bunnen og toppen. Flatestrommen sirkulerer altsa
rundt kanten av sylinderen. Denne kan brukes til a finne B, pa samme mate som om
strgmmen hadde veert en vanlig, fri strgm. Den lange sylinderen vil altsa gi samme B som
den tettviklede solenoiden i kap. 3.4. Inne i sylinderen gir (3.71) at B = uoM og derfor
(3.110), siden NI/ i solenoide-eksempelet er effektivt sett en flatestrgm rundt kanten.

Den korte sylinderen far et B-felt som tilsvarer feltet fra en enkelt strgmsloyfe, se
eksempelet i kap. 3.1. Feltet langs aksen blir

_ pola®

I sentrum av sylindren er

ol
B=-—M 11
5g M, (3.113)

dvs. B < poM. Feltet H langs aksen blir

—-M, inni sylinderen
H~ (3.114)
2(

2 .
#"')?’/QM’ utenfor sylinderen.
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Utenfor sylinderen er det kanskje naturlig a tilnserme H = 0, siden H er mye mindre der enn
inne i sylinderen.

Metode (iii) gir en analog “flateladning” som er M pa topplokket og —M pa bunnen. For
a finne feltet kan vi altsa sammenligne med en sylindrisk parallellplatekondensator med
henholdsvis stor og liten avstand mellom platene. For en flateladningsdisk i vakuum vil det
elektriske feltet pa aksen rett utenfor veere ps/2€p og langt unna veere som feltet fra en
punktladning med ladning psma?. Dette gir at H i den lange magneten er —M /2 rett under
toppen og M/2 rett over toppen. Et stykke unna bunnen eller toppen blir H mye svakere
(H < M). For B har vi

B {MO(H + M), inni sylinderen (3.115)

woH, utenfor sylinderen.

Det betyr at B = ugM godt inne i sylinderen, mens B = 1M /2 nager toppen.
For den korte sylinderen, far vi vha. analogien til parallellplatekondensatoren at H ~ —M
inne i sylinderen. Dette gir at B < poM der.

Figur 3.21: En sylindrisk permanentmagnet vil gi opphav til det samme B-feltet som en sy-
lindrisk, tettviklet spole. Hvis vi beskriver magnetiseringen til en 1 cm hgy neodym-magnet i
form av en effektiv (bunden) flatestrom pa overflaten, vil det ga 10000 A rundt magneten!
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3.8 Magnetiske kretser

Eksempelet i kap. 3.6 viste hvordan B i noen tilfeller er mye stgrre i et materiale enn utenfor.
Dette er helt tilsvarende hvordan J holdes inne i omrader med hgy konduktivitet o; strgmmen
gar der den har minst motstand. Vi kan stadfeste denne analogien mer presist i form av tabell
3.2. Siden ligningene som beskriver B er analoge til de som beskriver J, kan vi bruke resultater
fra elektriske kretser til analysere sakalte magnetiske kretser, dvs. kretser der det gar magnetisk
fluks. En vesentlig forskjell er det likevel nar det gjelder konduktiviteten. For elektriske kretser er
konduktiviteten null i vakuum (eller ekstremt liten i luft) utenfor kretsen, mens for en magnetisk
krets er den tilsvarende “konduktiviteten” u forskjellig fra null overalt. Men nar p er mye stgrre
i kretsen enn utenfor, blir oppfarselen analog i de to tilfellene. Da vil B-feltet fglge rundt den
magnetiske kretsen uten & stikke av til omgivelsene.

Elektrisk krets Magnetisk krets
J B
I = ftverrsn J-ds (I)tverrsn = ftverrsn B-dS
fSJ‘dS:O fSB-dS:O
J=0E B=uH
o H
fCE~d1:emf fCH-dlzNI
Resistans R Reluktans Ry,

Tabell 3.2: Analogi mellom elektriske og magnetiske kretser. Strgmmen I gar rundt i den
elektriske kretsen, mens fluksen ®iyerrsn gar rundt i den magnetiske kretsen. Spenningskilden
emf driver strommen i den elektriske kretsen, mens i den magnetiske kretsen er det NI som
er kilden til den magnetiske fluksen. For en rett elektrisk leder med konstant tverrsnittsareal
S og konduktivitet o, er resistansen R =1/(c.5), jfr. (2.168). Fra analogien i tabellen ovenfor
er det da klart at reluktansen til et stykke materiale med konstant tverrsnittsareal og stor p
er Ry, =1/(uS).

Eksempel 3.15

Vi gnsker a finne fluksen som gar rundt i en tynn toroide (b < a) med luftgap d, se fig. 3.22.
Det er en spole med N viklinger som fgrer strommen I. Permeabiliteteten u er sa stor at vi
antar at fluksen fglger rundt toroiden. Luftgapet er sa lite at vi kan se bort fra spredning av
flukslinjer (d < b). Dermed er det den samme fluksen ®gyerrsn for alle tverrsnitt rundt kretsen:

(btverrsn = / B-dS = BS, (3116)
tverrsn

der S = 7wb? er tverrsnittsarealet. Tilnsermelsen gjelder fordi toroiden er tynn, slik at B
varierer lite over tverrsnittet. Amperes lov kan na brukes til a finne B. Vi lager oss en
integrasjonsslgyfe rundt den magnetiske kretsen, hele tiden i samme retning som H. Siden
H = B/py i luftgapet og H = B/(purpio) ellers, far vi

B B
H-dl= —d+ —(2ra—d) = NI, (3.117)
krets Ho Hr o

og dermed
NI
d 2ra—d
HoS HrpoS

Diyerrsn = BS = (3.118)
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Vi kunne faktisk ha sagt dette med en gang: Fra analogien til elektriske kretser er

NI
Diverrsn = y 3.119
’ Rm,luftgap + Rm,toroidc ( )
og reluktansene er gitt av
R d (3.120a)
m,luftgap — &> .
tgap 110S
2ma — d
Rm,toroide = Ta 5 (31201))
MrMOS

i analogi med (2.168).
En vanlig tilneermelse som gjgres i forbindelse med magnetiske kretser, er a anta at
iy = 00 1 kjernen. Da far vi

NI

S — 3.121
Rm,luftgap ( )

(I)tverrsn =

dvs. fluksen blir gitt av reluktansen til luftgapet alene.

Figur 3.22: En magnetisk krets med to deler: toroide med luftgap.
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Kapittel 4

Elektrodynamikk

Hittil har vi sett pa statiske felt, dvs. felt som er konstante med hensyn pa tiden. Vi skal na se
hvordan de fire Maxwells ligninger, dvs. ligningene (2.76), (2.77), (3.89) og (3.90), modifiseres for
tidsavhengige felt.

4.1 Emf

Fgr vi starter med den egentlige elektrodynamikken trenger vi & definere en sentral storrelse,
elektromotorisk spenning, emf. Vi tenker oss na at det er en ekstern kraft som virker pa ladninger.
Et eksempel kan f.eks. veere kjemiske krefter i et batteri. En slik kraft kan virke som en kilde i en
krets, se fig. 4.1. Vi kaller kraften per ladning f. I elektrostatikken er emf’en definert som

e= f f-dl, (4.1)
krets

med enhet volt. For en lokalisert kilde slik som et batteri (fig. 4.1), kunne vi ha ngyd oss med
& integrere fra den nedre til den gvre polen, men vi bruker notasjonen § for a fa med bidraget
fra eventuelle andre kilder rundt kretsen. Inne i et ideelt batteri, ma den eksterne kraften bare

motvirke den elektriske motkraften, det er ingen andre motkrefter. Altsa er f = —E der. Se f.eks.
pa “batteriet” i fig. 4.1. Potensialforskjellen mellom gvre og nedre plate er per definisjon:
nedre nedre gvre
V= E-dl:—/ f-dlz/ f-dlz% f-dl=e. (4.2)
gvre gvre nedre krets
1
+
%4

’/,' R
: \ )ﬁ*ﬁ_ V=0

Figur 4.1: En kilde virker ved at en ekstern kraft (i et batteri er det en kjemisk kraft) flytter
ladning fra et sted til et annet.
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I elektrostatikken er § E-dl = 0, sa vi kan like godt skrive emf’en:

e — f[ims(f +E)-dL (4.3)

Dette lar vi veere definisjonen pa emf i elektrodynamikken. Vi far da med bidraget til eksterne
kilder som batterier, men ogsa en evt. kilde pga. at § E-dl ikke ngdvendigvis er null. Det er
nettopp det vi skal se blir tilfelle i Faradays lov.

4.2 Faradays induksjonslov

Vi gar forst tilbake til elektro- og magnetostatikken igjen, og ser pa hva som skjer om vi flytter
(og evt. deformerer) en slgyfe C' i et B-felt som ikke varierer med tiden. Vi antar at det ikke er
noen andre kilder til emf (slik som batterier). Vi ser forst pa et linjeelement dl, med hastighet
v = dr/dt, der dr altsa er forskyvingen til elementet i lgpet av tiden d¢. Hvis en ladning @ befinner
seg pa linjeelementet, opplever den en kraft Qv x B. Kraften per ladning er altsa

f=vxB. (4.4)

Den induserte emf’en blir

:]{Cf.dlzji(va).dlzfc<$xB> -dl:;tfc(dpr) dl. (4.5)

Fra vektorformelen (a x b)-c =b-(c x a) far vi

e= dt B-(dl xdr) = —7{ - (dr x dl). (4.6)

Vektoren dr x dl er et flateelement som angir endringen av flaten som omsluttes av C' i lgpet av
tiden dt (se fig. 4.2). Det siste integralet i (4.6) er derfor endringen av fluksen gjennom flaten. Vi

far:
__4 [ p.as A7

der S er en flate som til enhver tid omsluttes av C'.

tid ¢

tid ¢ + dt

Figur 4.2: Integrasjonsslgyfa C ved tiden ¢ og tiden ¢+ d¢. Husk at arealet av et parallellogram
med sidekanter dr og dl er gitt av drdlsin «, der a er vinkelen mellom de to vektorene. Det
skraverte arealet kan altsa uttrykkes |dr x dl|.

Spgrsmalet er na hva emf’en blir dersom B er tidsavhengig. Siden vi da snakker elektro-
dynamikk, bruker vi definisjonen (4.3) pa emf, der f = v x B. Det viser seg fra eksperimenter
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at emf’en ikke bryr seg om fluksendringen er pga. bevegelse/deformering av slgyfa, eller pga.
tidsvariasjon av B; emf’en er den samme uansett:

ﬁ(erE /B ds. (4.8)

Dette er Faradays lov. Den forteller oss at i en slgyfe induseres det en elektromotorisk spenning
lik minus den tidsderiverte av fluksen. Man kan se pa Faradays lov som et eksperimentelt faktum,
eller man kan argumentere ut fra statikken og relativitetsteori: Vi har vist fra statikken at (4.8)
gjelder for en slgyfe som beveges i forhold til en magnet. Det ma veere det samme om slgyfa holdes
i 0o og magneten beveges i stedet!.

Hvordan blir Faradays lov i en spole med N viklinger? Dersom fluksen i vikling ¢ kalles ®,,
vil emf’en som induseres i den viklingen veere —d®;/d¢. Total emf som induseres i hele spolen er
derfor

d®;
- — ) 4.
=L (49)
=1
Hvis vi definerer total fluks som
N
o=>"a, (4.10)
i=1
far vi samme form pa Faradays lov som fgr:
do
=——". 4.11
€= (4.11)

Dersom den samme fluksen ®; gar gjennom alle viklingene, far vi total fluks ® = N®; og derfor

dd;
- —N—. 4.12
i (4.12)

Til slutt noterer vi oss at Faradays lov ogsa kan skrives pa differensialform. Vi ser na pa en
integrasjonskurve C' som omslutter et areal S som er i ro. I (4.8) er altsa f = 0. Ved a bruke
Stokes’ teorem pa det forste integralet i (4.8), far vi:

%Edl /VxEdS——/B ds = — /dS. (4.13)

Flaten S er vilkarlig, og vi ma derfor ha

VxE_—%—]? (4.14)

Dette er Faradays lov pa differensialform, ogsa kjent som en av Maxwells ligninger. Under statiske
forhold blir hgyresiden null, og vi blir staende igjen med V x E = 0 som vi hadde i kap. 2.2.

4.3 Krets

Vi skal na se hva emf’en gjor med en krets, se fig. 4.3. Kretsen har en resistans R, og en eller flere
ideelle spenningskilder eller batterier med samlet emf lik V4, = 3§krets fy, - dl, der fy, er kraften per
ladning i kildene. Resten av kretsen er en ideell leder. Summen av emf i kretsen er

"Her er det pa sin plass & gi en liten forsmak pa relativitetsteori: La Arne vaere i ro i sin lab. Han sgrger for at det
er et B-felt der, som er uavhengig av tiden. En partikkel med ladning @ som beveger seg med hastighet v i forhold
til Arne, opplever da kraften Qv x B. Anta at Berit beveger seg med samme hastighet som ). Siden ladningen er i
ro sett fra Berit, vil hun konkludere med at kraften pa partikkelen ma veere elektrisk, F = QE. Et magnetisk felt i
ett referansesystem kan altsa gi et elektrisk felt i et annet. Det er ikke noe absolutt med oppdelingen i elektriske-
og magnetiske felt, den er avhengig av gynene som ser!
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Figur 4.3: En krets som bestar av et batteri V}, og en resistans R. Det gar en fluks & gjennom
kretsen.

S emf = 7{ (Fy + i + E) -, (4.15)

krets

der f,, = v x B er den magnetiske kraften per ladning pga. en eventuell deformasjon eller bevegelse
av sloyfa. Fra forrige avsnitt har vi at §(f,, + E)-dl = —d®/d¢. Vi kan altsa skrive

D emf =1V + (-if) . (4.16)

Vi ser na naermere pa integralet pa hoyre side av (4.15) for kretsen i fig. 4.3. Bortsettfra i
resistansen er fy, + f,, = —E, siden de eksterne kreftene bare jobber mot det elektriske feltet.
Dette gir at

> emf = / (fi, + fm + E) -dl. (4.17)

gjennom resistansen

Hyvis slgyfa er i ro, er fi,, = 0. Selv om slgyfa ikke skulle veere i ro, vil vi ofte kunne neglisjere fy,
inne i resistansen hvis utstrekningen til resistansen er liten i forhold til resten av kretsen. Videre,
hvis vi heller ikke har noen andre kilder inne i resistansen, vil fy, = 0 der. Da far vi

) emf= / E-dl (4.18)

gjennom resistansen

Dette integralet er det samme som RI, ut fra definisjonen av resistans (2.163). Vi far derfor

> emf = RI, (4.19)

dvs. summen av kilder driver stremmen gjennom resistansen.

Hvis vi bytter ut resistansen med en annen komponent, vil samme utledning gi at »_ emf =
Vikomp, der Viomp er potensialfallet over komponenten. Eller mer generelt, hvis vi har flere kompo-
nenter, kan vi skrive dette som Kirchhoffs spenningslov (jfr. (2.32)):

Y Vi=0 (4.20)

Her er V; = —d®/dt lik emf’en pga. Faradays lov, mens alle de andre V;’ene er potensialforskjellene
rundt kretsen (over hver komponent). Hvis vi f.eks. har en krets bestaende av et batteri V4, en
resistans R og en annen komponent med potensialfall Viom;, (f.eks. en kondensator), far vi

4o
<—dt> + Vo — Viomp — RI = 0. (4.21)
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Eksempel 4.1

En krets bestar av en resistans R, to parallelle metallskinner, og en metallstang, se fig. 4.4.
Metallstangen dras bortover med en mekanisk kraft slik at den holder konstant hastighet v
mot hgyre. Det er et uniformt B-felt inn i papirplanet. Vi gnsker & finne indusert emf og
strom. I tillegg vil vi vite den mekaniske kraften F . og effekten som dissiperes i R. Vi antar
at R er tilstrekkelig stor, og/eller v tilstrekkelig liten, til at vi kan neglisjere det magnetiske
feltet som produseres av selve strgmmen 1.

Arealet som omsluttes av kretsen kan uttrykkes S = Sy + lvt, der Sy er arealet ved tiden
t = 0. Positiv retning for flatenormalen ma veaere konsistent med positiv omlgpsretning, dvs.
nar vi holder hgyre hand med fingrene i omlgpsretningen angitt med positiv strgmretning,
peker tommelen i retningen til flatenormalen. Vi skriver derfor

S = (So + lvt)z. (4.22)
Emf’en blir
P
e:—d—:—g/BdS:—i B~/dS :—£B~S:£BS:BZU7 (4.23)
dt dt Jg dt s de dt
og strgmmen
e Blv
= —_ =", 4.24

Dette betyr at det brennes av en effekt

B2[?v?

P=RI?>=
i R

(4.25)

i motstanden R. Hvor kommer denne energien fra? Den magnetiske kraften som virker pa
metallstangen er

F,= I/ dlx B = —5(]/ dlB = —xIIB, (4.26)
stang stang

sa den mekaniske kraften ma veere

3212
F,. = [IBx = ——’x

(4.27)

for at stangen skal ha konstant hastighet. Vedkommende som drar i stangen utfgrer altsa
arbeidet kraft - vei = Fi,ex(vdt) i lgpet av tiden dt. Dvs. vedkommende tilfgrer effekten

arbeid B212¢?
TR Frexv = 7= P. (4.28)
I
® & & ®
B
l Rl ® ® Q& F,.
XK & & (%9
-

OF

Figur 4.4: En metallstang dras bortover langs to metallskinner. Det er et uniformt B-felt inn
i papirplanet.
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Eksempel 4.2

Vi skal her se prinsippet for en generator, se fig. 4.5(a). En lederslgyfe roteres i et uniformt og
tidsuavhengig B-felt, slik at vinkelen mellom flatenormalen og B er

© = wt. (4.29)
Fluksen gjennom slgyfa er dermed
<I>:/SB-dS:B-S:BScoswt. (4.30)
Den induserte emf’en blir 10
e=— = BSwsinwt. (4.31)

Det er praktisk a bruke en kommutator (se fig. 4.5(a)). Da blir i sa fall spenningen etter

kommutatoren gitt av
e = BSw|sinwt|. (4.32)

Emf’en, og spenningen etter kommutatoren er plottet i fig. 4.5(b) og (c).

=]

5

(b) jomt
BSw
wt
(¢c) yemf
BSw
wt

Figur 4.5: (a) Prinsippet for en generator: En plan lederslgyfe roteres i et uniformt B-felt.
Den roterende slgyfa kobles til verden utenfor via en sakalt kommutator, der de to lederne til
slgyfa er formet som to halvsirkler. To bgrster holdes inntil de to halvsirklene. (b) Emf’en og
(c) spenningen etter kommutatoren som funksjon av wt.
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Eksempel 4.3

Lenz’ lov: En lederslgyfe har resistans R. Til a begynne med antar vi at strgmmen er null. Sa
beveger vi en magnet mot slgyfa, for a prgve a endre fluksen ® gjennom slgyfa, se fig. 4.6. En
fluksendring gir en indusert emf, som igjen gir en strgm:

do

RI—e=—""
T W

(4.33)
Dersom fluksendringen er positiv, blir altsa strgmmen negativ. Dvs. stremmen settes opp i
motsatt retning av positiv omlgpsretning pa figuren. Denne strgmmen produserer et eget
B-felt, med retning gitt av hgyrehandsregelen (jfr. eksempelet i kap. 3.1), dvs. motsatt av den
patrykte B-feltsendringen. Dette kalles Lenz’ lov, og er en nyttig huskeregel: Hvis man prgver
a endre fluksen gjennom en lederslgyfe, vil det induseres en strgm i slgyfa som prgver a
motvirke den patrykte fluksendringen. Resistansen R avgjgr i hvor stor grad slgyfa greier a
motsette seg endringen. Dersom R = oo (apen slgyfe) blir strgmmen null, men dersom R =0
blir strgmmen slik at ® holdes konstant.

I det siste tilfellet greier altsa slgyfa & kansellere enhver patrykt fluksendring, slik at den
totale fluksen er konstant. Dette vil vaere tilfelle for en superledende ring: Dersom fluksen var
® idet ringen ble nedkjglt og superledende, vil den veere det sa lenge ringen er superledende?.

~( 3 -
T e

Figur 4.6: Illustrasjon av Lenz’ lov, se teksten for forklaring. Den totale fluksen ® gjennom
slgyfa har to bidrag, fra patrykt B-felt og fra strommen i slgyfa selv. Hvis vi definerer positiv
retning for fluksen mot hgyre (z-retning), ma vi ifelge hgyrehandsregelen definere positiv
omlgpsretning som vist pa slgyfa (den tykkeste delen av slgyfa er naermest oss).

Eksempel 4.4

Vi gnsker a finne emf’en som induseres i den tettviklede, spiralformede spolen i fig. 4.7, med
indre radius a, ytre radius b og IV viklinger. Avstanden mellom to naboviklinger er altsa

b—a

d= . (4.34)

Det er et uniformt B-felt normalt pa viklingene, som varierer harmonisk:
B = Bg coswit, (4.35)

der By er en konstant amplitude. Siden spolen er tettviklet, tilnsermer vi hver vikling som
sirkuleer. Den totale fluksen blir

N
® =Y Bmr}, (4.36)
=1

2P& mange mater kan man si at en superleder er en ideell leder. Det er imidlertid noen vesentlige forskjeller
mellom en superleder og en ideell leder: T selve superlederen vil alltid B = 0, selv om B # 0 idet materialet ble
nedkjglt. Videre har en superleder bare null resistans for temperaturer under den sakalte kritiske temperatur, og
for strgmmer/magnetfelt under en gitt terskel. Dessuten er resistansen bare null for null frekvens.
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der r; er radius til vikling 7. Igjen, siden spolen er tettviklet, endrer ikke radius seg mye fra en
vikling til den neste. Vi kan dermed tilnzerme (4.36) med et integral:

b
® =18 TQQ, (4.37)
. d

der dr/d er antall viklinger med radius i intervallet [r,r + dr]. Dette gir

B ) TBN b —a®> 7BN
P= = bS 43 — = 2 b b2 . 4.
3d( a®) - 3 (a® + ab+b7) (4.38)
Emf’en blir 4P BoN
e= —— = w20 (a2 +ab+ b2) sin wt. (4.39)
dt 3
B
® ®
Qb i[: 2a
® ®

Figur 4.7: En spiralspole med N viklinger. Det er et tidsavhengig, uniformt B-felt normalt pa
viklingene.

Eksempel 4.5

I dette eksempelet skal vi se at dess hgyere frekvens, dess mer vil strgmmen konsentreres pa
overflaten til lederen. Vi ser pa en sylindrisk leder som fgrer en vekselstrgm I, se fig. 4.8.
Pga. sylindersymmetri vil stremmen veere sylindersymmetrisk fordelt, og vi antar fgrst at
strommen er jevnt fordelt over tverrsnittet. Ved a bruke Ampeéres lov pa en sirkuleer

2
mr
™ og derfor

integrasjonskurve med radius r < a, far vi B2wr = ugl

I~
B-= ’;;qus for r < a. (4.40)
Vi setter dette inn i Faradays lov V x E = —%—}?, og bruker sylinderkoordinater.

é-komponenten av denne ligningen gir

OF, wor dI
= — 441
or  2ma? dt’ (441)

der E, er z-komponenten til E. Ved a integrere denne ligningen fra r = 0 til r far vi
2
pors dI

E.(r)=E, —. 4.42
(1) = B.(0) + 225 S (142)

Avhengigheten 72 i det siste leddet viser at vi vil ha sterst E,-felt ytterst. Dette feltet vil
sette i gang en storre strom ytterst enn i midten. Vi far derfor en korreksjon til antagelsen om
at strgmmen var jevnt fordelt.

Vi kan plugge den nye strgmmen tilbake, og iterere til det konvergerer. Da vil man fa den
eksakte lgsningen. Man kunne evt. i stedet la stromfordelingen veere en ukjent funksjon J(r),
og kombinere J(r) = o E(r), Amperes lov og Faradays lov pa differensialform. Da far man en
diffligning som vil gi den riktige lgsningen for J(r). Det viser seg da at strgmmen fordeles ca.
en tykkelse 6 = 1/4/7 fuo innover i lederen, der f er frekvensen.
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© © 6 © © B
S
® ® ®
- = T ~
&® ® &®
R
® 8 8 ® ® 6
E

Figur 4.8: En sylindrisk leder fgrer en vekselstrgm I.

Det at stromtettheten vil konsentreres i det ytterste laget av lederen, kalles skinneffekt.
Den fysiske arsaken til skinneffekten er at ac-stremmen i lederen gir et tidsvarierende B-felt,
som igjen induserer et elektrisk felt. Dette tilleggsfeltet vil vaere sterkest ytterst, siden det er
mest B-felt der.

Grunnen til at skinneffekten er frekvensavhengig, er at det induserte elektriske feltet finnes
fra den tids-deriverte av B-feltet. Dvs. for hgye frekvenser vil strgmmen ga mer pa overflaten,
enn den vil for lavere frekvenser. For kobber far vi § ~ 1 cm for 50 Hz, og 0 ~ 5 um for
100 MHz. Siden strgmmen uansett bare gar i et lag ytterst, trenger vi bare a ha hgy
konduktivitet i dette laget for a fa liten resistans. I en hgyspentlinje er det aluminium ytterst,
og 1 en spoletrad for radiofrekvenser brukes ofte sglv ytterst.

Eksempel 4.6

Er magnetiske felt farlige for mennesker? Det finnes ikke et entydig svar pa dette spgrsmalet.
Svaret avhenger i hvert fall av styrken og frekvensen til magnetfeltet.

Konstante magnetfelt pavirker kroppen lite, siden kroppen er nesten helt umagnetisk.
Kroppen bestar for det meste av vann, med g, = 0.999991. Men er feltet sterkt nok, vil selv
denne lille diamagnetismen ha betydning. F.eks. har det blitt gjort eksperimenter der en frosk
svever pga. et ekstremt sterkt magnetfelt. I slike ekstremt sterke magnetfelt, som bl.a. fins i
MR-maskiner (~ 1T), kan man ogsa observere en viss Hall-effekt pga. blodstrgmmen. Dette
gir separering av positive og negative ioner, og dermed en liten likespenning over blodarer.
Denne effekten kan pavirke hjertet litt, nok til at man ser sma forandringer av
EKG-diagrammene. Det er uklart om dette har noen fglger for kroppen pa lang sikt. Mer
moderate, konstante magnetfelt, i stgrrelsesordenen til det jordmagnetiske feltet 50 u'T, er
neppe farlige, siden vi er tilpasset til & leve her pa jorda.

Varierende magnetfelt virker annerledes — de vil indusere sirkulerende strgmmer i henhold
til Faradays lov. Av den grunn kan vi ikke argumentere for at varierende magnetfelter i
stgrrelsesorden det jordmagnetisk feltet er ufarlige. Er de induserte stremmene lavfrekvente
(< 1kHz) og sterke nok (> 10mT), vil de kunne trigge nerver og muskler direkte (akutte
effekter). Dette kan gi spesielle synsforstyrrelser og muskelrykninger.

Hvis det magnetiske feltet er 0.5 uT og varierer med frekvensen 50 Hz, vil strgmmene som
induseres veere like store som hvis feltet er 50 uT og frekvensen 0.5 Hz, jfr. Faradays lov. Hvis
en kroppsdel snurrer rundt 0.5 gang i sekundet, vil det konstante jordmagnetiske feltet 50 uT
sett fra kroppsdelen variere med frekvensen 0.5 Hz. Bevegelser med frekvenskomponenter pa
0.5 Hz er vi mennesker sannsynligvis tilpasset til & gjgre, sa det er derfor grunn til a tro at et
50 Hz magnetfelt pa < 0.5 uT er ufarlig.

Et skikkelig svar far man bare med grundige statistiske undersgkelser. Det har blitt gjort
en rekke slike undersgkelser. Pa nettsidene til Statens stralevern, International commission on
non-ionizing radiation protection eller Verdens helseorganisasjon kan du leere mer om dette. I
Norge er det for 50 Hz en grenseverdi pa 200 uT. Denne grenseverdien er satt godt under
grensen for akutte effekter. For nybygg og nye hgyspentanlegg er det et utredningsniva pa
0.4 uT. Dette utredningsnivaet er satt pga. usikkerhet knyttet til enkelte undersgkelser som
har veert gjort tidligere.

Elektriske 50 Hz-anlegg begynner a bli en gammel teknologi som vi mennesker har veert
eksponert for i lang tid. Dette, sammen med de mange undersgkelsene som har blitt gjort,
gjor at sjansen for store, negative overraskelser er liten. Pa smelteverk eksponeres operatgrer
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for magnetfelt ~ 100 uT hele arbeidsdagen, uten at det har blitt pavist f.eks. gkt kreftfare for
yrkesgruppen.

Amperes lov viser at det er strgmmen, ikke spenningen, som gir magnetfeltet. Derfor gir
ikke hgyspentanlegg sa stort magnetfelt som man kanskje skulle tro. Det virker skummelt &
hgre knitringen under en hgyspentlinje i regnveer, men dette har ikke med magnetfeltet &
gjore, men den hgye spenningen (Corona-utladninger). Derimot kan f.eks. en barbermaskin gi
store magnetfelt. For varmekabler har det stor betydning om det er av typen enleder eller
toleder, se tab. 4.1 og fig. 4.9. Dette er fordi feltene fra de to strgmretningene vil nulle
hverandre ut hvis stremmen og returstrgmmen gar pa omtrent samme sted. Se ogsa fig. 3.12.

4 )

) ISUNEND &

Figur 4.9: (a) En enleder varmekabel. (b) En toleder varmekabel.

I neerheten av hgyspentlinjer vil det veere relativt store elektriske felt, som setter igang
50 Hz vekselstrgm i et menneske som star i neerheten. Denne strgmmen vil vanligvis veere
stgrre enn den som induseres av magnetfeltet. Rett under en 420kV kraftlinje vil faktisk det
elektriske feltet kunne bli sa stort at det overgar grenseverdien pa 5kV/m, og nermer seg a gi
en strgmtetthet i ankelen som muligens kan forarsake muskelrykninger. Til sammenligning er
det magnetiske feltet langt under grenseverdien, og enda mye mindre enn det som kan gi
akutte effekter.

Andre frekvensomrader enn 50 Hz kan ha andre helsemessige effekter. For frekvenser storre
enn 10 MHz vil vi kunne fa en oppvarming av biologisk vev. Stralingen fra mobiltelefoner
(mikrobglger) forer til en oppvarming. Grenseverdien er satt slik at oppvarmingen alle steder i
hjernen skal holde seg under den som skjer pga. fysisk aktivitet. Oppvarmingen er stgrst nar
vi er langt fra en basestasjon, for da ma mobiltelefonen bruke maksimal effekt for &
opprettholde kontakten med basestasjonen.

Komfyrer med induksjonstopp gir et magnetfelt med frekvens i stgrrelsesorden 20 kHz.
Denne frekvensen fgrer verken til trigging av nervesystemet eller til oppvarming i nevneverdig
grad, men man vet ikke mye om eventuelle helseeffekter utover dette.

Tradlgs lading av diverse mobile enheter og kjgretgyer er na i vinden, og vil kunne utnytte
andre frekvensomrader. En sunn skepsis er lurt & ha nar ny teknologi innfgres. Spesielt er det
vanskelig & vurdere mulige langtidsvirkninger. Samtidig ma man veere forsiktig med ukritisk a
plukke rapporter eller forskningsresultater som passer med forutinntatte meninger. Vi fysikere
og teknologer kan bidra med & vurdere storrelse og frekvens for feltene, og hvordan feltene
pavirker materialer, ladninger og strgmmer.

4.4 Selvinduktans og gjensidig induktans

Vi ser na pa en stromslgyfe eller spole. Alle omgivelsene antas & inneholde kun lineszere medier.
Hvis det gar en strgm i en spole, gir spolen et B-felt. Hvis strommen i en spole endrer seg, vil altsa
B-feltet og dermed fluksen gjennom spolen endre seg. Dette gir en indusert emf, som igjen kan
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Kilde Avstand Magn. flukstetthet
typisk verdi i bolig 0.01-0.1 uT
barbermaskin 1 5 cm 250 uT
barbermaskin 2 5 cm 10 uT
st@vsuger 5 cm 75 uT
st@vsuger 20 cm 15 uT
varmekabel, enleder 2.2 kW  pa gulvet 30 uT
varmekabel, enleder 2.2 kW 40 cm 1-2 uT
varmekabel, toleder 2.2 kW  pa gulvet 2 uT
varmekabel, toleder 2.2 kW 40 cm 0.05 uT
kraftlinje, 420 kV 10 m 1-10 uT
kraftlinje, 420 kV 30 m 0.1-1 pT
kraftlinje, 420 kV 65 m 0.02-0.2 uT

Tabell 4.1: Magnetisk flukstetthet for noen eksempler (50 Hz). Kilde: Statens stralevern.

endre strommen. Denne pavirkningen av seg selv kalles selvinduktans. Selvinduktansen defineres
som

L= Y (4.43)
der @ er den totale fluksen gjennom spolen (gitt av (4.10), dvs. summen av fluksene i hver vikling)
pga. strommen [ i den samme spolen. I (4.43) er det altsa bare fluksen pga. I som skal veere med.
Hvis det ogsa er andre bidrag til fluksen, f.eks. fra en permanentmagnet eller en annen spole i
neerheten, skal ikke disse veere med.

Fra Amperes lov vet vi at H er proporsjonal med I; hvis vi fordobler I fordobles ogsa H. For
linezere medier er B proporsjonal med H. Fluksen ® er igjen proporsjonal med B. Med andre ord
har vi folgende kjede av proporsjonaliteter:

def. fluks lin. medium Ampere
XX

o B RTLL (4.44)

Dette sikrer at selvinduktansen L ikke blir avhengig av strgmmen [ eller fluksen ®; den blir bare
avhengig av geometri og materialparametre p.

Tilsvarende kan vi definere gjensidig induktans. Vi lar ®;; bety den totale fluksen gjennom
spole j pga. strgmmen I; i spole i. Da er gjensidig induktans definert ved

(4.45)

Spesialtilfellet 7 = ¢ svarer til selvinduktans.
En nyttig, men ikke opplagt sammenheng er

15

Beviset overlates til en gvingsoppgave. Sammenhengen er i mange tilfeller praktisk fordi det kan
vaere mye enklere & beregne f.eks. Lj; enn L;;, se eksempelet nedenfor.

Selvinduktans og gjensidig induktans er nyttige stgrrelser fordi de forteller oss hvor mye
emf som induseres av en gitt variasjon i strommen. Emf’en som induseres i spole j pga. en
strgmvariasjon i spole ¢ er ifglge Faradays lov:

dd;; dI;
P R ey 4.4
€ J dt J dt ( 7)
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der vi har satt inn definisjonen (4.45) i siste overgang. Vi har antatt at spolene er faste og
stillestaende, slik at L;; er uavhengig av tiden. Som vi ser, er enheten til induktansene L;; gitt av
Vs/A, som oftest kalt H (henry).

Enkelte vil kanskje stusse ved fortegnet i (4.47). Se for enkelhets skyld pa tilfellet med en
enkelt spole (vi dropper derfor indeksene ij). Dersom spolen kobles til en spenningskilde V', vil

det veere to kilder i kretsen, dvs. til sammen V +e, der e = —LdI/d¢. Hvis kretsen har resistansen
R far vi
V+4+e=RI. (4.48)
I grensen R — 0 er altsa
dl
V=—-—e=L—. 4.49
e=L (4.49)

Eksempel 4.7

Vi vil finne selvinduktansen til en toroide med rektangulaert tverrsnitt og kjernemateriale
med permeabilitet . Vi ser pa spole 1 (med strgmmen I;) i fig. 4.10, som antas & ha N;
viklinger. Anta at spolen er tettviklet slik at vi kan bruke symmetriargumentene fra
toroide-eksempelet i kap. 3.4, dvs. H=H (7")(2) Amperes lov pa en sirkuleer integrasjonsslgyfe
C med radius r fra toroidens akse gir

7{ H.-dl = H2nr = N, I3 (4.50)
c
for C inne i toroiden. Dvs. NI
B=uH =" (4.51)
2mr

inne i toroiden, mens B = 0 utenfor. Selvinduktansen er

L= — 4.52
T (4.52)

der ® er den totale fluksen gjennom spole 1. Vi har altsa ® = Ny - Piyerrsn, der Piverrsn €
fluksen gjennom et tverrsnitt av toroiden:

(I):Nl'q)tverrsn:Nl/ B-dS

tverrsn

b 2
AN:I; . b
= Nlh/ Bdr =100 2 (4.53)
a ™ a
Dette gir selvinduktansen
phNZ b
L="——In-. 4.54
o a ( )

Legg merke til faktoren N?Z: Hvis vi fordobler antall viklinger, s& firedobles selvinduktansen.
Dette er fordi dobbelt sa mange viklinger gir dobbelt sa stort felt og dermed tverrsnittsfluks,
som gar gjennom dobbelt s mange viklinger. Dermed blir den totale fluksen fire ganger sa
stor.

Eksempel 4.8
Hva er den gjensidige induktansen Loj for de to spolene i fig. 4.107 Per definisjon er denne

gitt av o1 /15, dvs. man antar en strgm i spole/slgyfe 2, og finner fluksen pga. denne i spole
1. Fordi det er vanskelig a finne feltet fra spole 2, benytter vi oss av sammenhengen
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Figur 4.10: En toroide med to spoler: En tettviklet spole 1 med Ny viklinger rundt hele toroiden
(bare noen av dem er vist pa figuren), og en spole 2 med en enkelt vikling.

Loy = Lqs. Dermed antar vi i stedet en strgm i spole 1, og finner den resulterende fluksen i
spole 2. Fra forrige eksempel vet vi at tverrsnittsfluksen gjennom toroiden pga. I; er
,uhN1 Il b

o verrsn — In —. 4.
‘ 2 na (4.55)

Vi far dermed

¢)12 q)tverrsn Mth b
Loy =Lig=—= = In —. 4.56
21 12 I1 Il 2 . a ( )
Hvis spole 2 hadde hatt N, viklinger, ville vi i stedet hatt ®;9 = No®iyerrsn, 08
hN1Ny . b
Loy = 20172, 2 (4.57)
2m a

Generelt er altsa den gjensidige induktansen proporsjonal med bade N; og Na.

Eksempel 4.9

I kap. 2.8 fant vi kapasitansen per lengdeenhet for en koaksialkabel. Na skal vi finne
selvinduktansen per lengdeenhet for kabelen. Vi antar at stremmen gar pa overflaten av
innerlederen og den indre overflaten av ytterlederen. Vi ser pa de to lederne til kabelen som
deler av en lukket krets, se fig. 4.11. Fra koaksialkabel-eksempelet i kap. 3.5 vet vi at

LL g b
B {em® a<r<b (4.58)
0, ellers,
der p er permeabiliteten til materialet mellom lederne. Dette gir
1 1t wl b
L=—=-[B-dS=- [ Bdr=-—In-. 4.
T I/S I/a "Tor (4:59)
l
b
a
s

Figur 4.11: Selvinduktansen per lengdeenhet for en koakskabel regnes ut ved a se pa fluksen
gjennom et areal som omsluttes av kretsen, f.eks. det gra arealet .S.
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Her har vi brukt at B er i samme retning som dS (nemlig i ¢-retning). Selvinduktansen per
lengdeenhet blir
L' =

In

Wb
2=, 4.60
2T a ( )
Vi legger forgvrig merke til at enheten for L’ er den samme som enheten for pu eller pg, dvs.
H/m.

Eksempel 4.10

Figur 4.12: En transformator.

En transformator bestar av to spoler med henholdsvis Ny og Ny viklinger, se fig. 4.12. 1
det generelle tilfellet kan vi uttrykke forholdet mellom emf’ene som fglger:

s dr
er2  — g LiTg L
Lo - (4.61)
€11 BT LllW 11

Anta néd at R = oo slik at det ikke gar strom i spole 2. Da har vi at Vi = —eqy (jfr. (4.49)) og
Vo = e, og dermed

Vo Lo

—_ == 4.62

Wi Ly (4.62)

Vi lar na R veere vilkarlig, men antar at transformatoren er ideell, dvs. spolene er viklet

rundt en kjerne med hgy permeabilitet (p, > 1). Dermed kan vi anta at fluksen fglger rundt
kjernen. Tverrsnittsfluksen ®iyerrsn €r altsa den samme overalt, og totalfluksen i spole 1 og
spole 2 er henholdsvis N ®Piyerrsn 08 —No®Piyerrsn. Her er det brukt at positiv retning for
Dyerrsn €r 1 samme retning som C, se fig. 4.12. Totalemf’en i spole 1 og 2 kaller vi henholdsvis

e1 og es. Vi merker oss at Vi = —e; og Vo = es. Faradays lov gir
d(NV2@¢verrsn)
Vz e SN2 %tverrsn)  Ar
VT T W — N (4.63)
Wi —e1 w Ny

For a finne forholdet mellom strgmmene antar vi u, = oo i kjernen. Da ma vi ha H = 0;
som vi skal se i neste kapittel er energitettheten i et magnetisk felt gitt av uH?/2, og den ma
veaere endelig. Amperes lov rundt kjernen gir dermed

7{ H.-dl=0= NI — Noly, (4.64)
C
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der fortegnene er konsistent med definert, positiv strgmretning pa figuren. Vi far altsa3

L N
= =—. 4.65
Ii Ns (4.65)
Inngangsmotstanden i spole 1 blir
v, Wit N2
R = — = 2 — Ri 4.66
LT LY M (4.66)

Det er interessant a se at belastningen pa sekunderspolen (spole 2) merkes pa primeersiden
(spole 1), selv om det ikke gar noen elektrisk strgm mellom de to kretsene.

Eksempel 4.11

Det fortelles at en bonde stjal elektrisitet ved & plassere en stor spole under kraftlinja som
gikk over eiendommen. Han fikk pa denne maten gratis strgm til husene pa garden. Etter en
stund ble tyveriet oppdaget, og bonden ble dgmt pa tross av at han ikke hadde installert noe
utstyr i fysisk kontakt med kraftledningene. Vi skal na vurdere hvorvidt denne historien kan
véere sann.

¢

a

Figur 4.13: En enkelt kraftleder og en kvadratisk spole med sidekant a.

Vi ser kun pa én kraftleder, se fig. 4.13, dvs. vi neglisjerer bidraget fra returstrgmmen
(eller egentlig de to andre fasene). Kraftlederen kan antas sylindrisk, rett og uendelig lang.
Lederen fgrer vekselstrgmmen I(¢), med amplitude I og frekvens f:

I(t) = Ipsin(27 ft). (4.67)
Den magnetiske flukstettheten B i en avstand r er ifglge (3.58):

_ ol

B =
2mr

(4.68)

3Fra analysen kan det se ut som dette resultatet gjelder til og med for konstant strgm I;. Men praksis viser at
transformatorer ikke virker for konstante strgmmer. Problemet ligger i at vi urealistisk antok u, = oo til og begynne

med. Hvis man ngyer seg med a anta pr > 1, kan det vises at (4.65) bare gjelder i grensen wyu, — oo, der w er
frekvensen.
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Bondens spole har N viklinger, alle med tilnsermet samme kvadratiske form og sidekant a.
Spolen er plassert som angitt i fig. 4.13. Den gjensidige induktansen mellom kraftlinjen og
bondens spole finner vi ved & regne ut den totale fluksen gjennom spolen:

h h
Naypol 1
B1p=N B-dS:Na/ Bdr = ~2Ho” / Zdr
spoleareal h—a 2m h—a T
Napol h
= 1 ) 4.
27 . h—a (4.69)
Dette gir fglgende gjensidig induktans:
®15  Napg h
Lig=—== . 4.
2= ot " h—a (4.70)
Den induserte emf’en i spolen blir dermed
dq)lg d/ Na,uo h
=2 = _[jg— = — In—— | 27 f] 2 . 4.71
e12 gr 123 o n— 7 f Iy cos(27 ft) (4.71)
Amplituden til denne emf’en er altsa
h
eo = NapofIyln W . (4.72)

Vi bruker tallverdiene a = 5m, h = 10m, Iy = 1000 A og f = 50 Hz, og finner at spolen ma ha
ca. 1500 viklinger for & fa indusert en emf med amplitude v/2-230V = 325 V. Spoletraden ma
altsa veere 1500 - 4a = 30km lang for a fa vanlig nettspenning. En slik spole blir kostbar.
Bonden kan tenkes a benytte metoder for a transformere opp spenningen, sa argumentet
ovenfor er ikke helt godt. Vi vurderer derfor i stedet hvor mye effekt bonden kan fa ut av sin
spole. Hvis spoletraden har resistans R, vil bonden fa mest mulig effekt til lasten sin hvis
lasten ogsa har resistans R. Da vil halvparten av effekten ende opp i lasten. Dette gir effekten

€
= —. 4.73

) (4.73)
Tallet 8 i nevneren kommer fra at summen av resistansene til spoletraden og lasten er 2R, at
halvparten av effekten som leveres til disse to ender opp i lasten, og at vi har harmonisk
variasjon.

Hvis spoletraden har lengde [ = N - 4a, tverrsnittsareal S og konduktivitet o, vil

resistansen ifplge (2.168) veere

4aN
R = . 4.74
- (4.74)
Effekten som blir overfgrt, kan derfor skrives
1 h 2f213 h
P = 3—2Na50,u§f2fg In? (h—a) = (volum spoletrad) - qu;g 9 1n? (h — a) . (4.75)
Hvis vi setter inn tallverdiene ovenfor, og i tillegg konduktiviteten til kobber
0=>58-10"Q 'm™, far vi
P = (volum spoletrad) - 860W /m?. (4.76)

For & fa effekten 860 W, m4 altsa volumet til spoletraden veere 1 m3. Med prisen 50 kr/kg, og
vekten 9000 kg, koster bare selve kobberet til spolen 450 000 kr. Realistisk pris for spolen blir
ca. 1 mill kr. Med en kraftpris pa 1 kr/kWh vil bonden ha spart inn spolen i lgpet av ca. 100
ar. Vi konkluderer med at kraftselskapet neppe vil bekymre seg for slike innstallasjoner.

Vi har i denne oppgaven neglisjert returstrgmmen i kraftlinjen (eller egentlig de to andre
fasene), og dessuten selvinduktansen til bondens spole. Hvis vi hadde tatt disse aspektene
med i analysen, ville effekten overfgrt til bonden bare blir enda mindre. Hvorfor?
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4.5 Energi og krefter i magnetiske felt

Fra Faradays lov / Lenz’ lov vet vi at en spole motsetter seg endring av strgmmen. Nar strgmmen
i en spole forst er etablert, vil den fortsette a4 ga en stund selv om vi erstatter kilden med en
motstand. Med andre ord er det energi lagret i spolen. Vi skal né finne energien som er lagret i et
system av spoler. Denne finner vi ved & regne ut hvor stort arbeid som maéa utfgres for a etablere
strgmmene. Vi ser pa n kretser, hver med en spole eller slgyfe, og en kilde med emf e;, se fig.

I

e —+ €n

spole 1 spole 2 spole n

Figur 4.14: Et system av n spoler eller strgmslgyfer, hver med en kilde e;. Krets j har til
sammen resistansen I7;.

4.14. Hver krets’ totale resistans er gitt av R;. Her er j = 1,2,...,n. I krets j er det to bidrag til
emf’en, fra kilden og fra en evt. fluksendring via Faradays lov:

de;
e; + <_dtj> = R;I;, (4.77)

der I; er strommen i spole j. Kilde j leverer effekten e;1;, og utforer dermed fglgende arbeid i
lgpet av tiden dt:

dd
dAj = €jdet = <Rj]j + dtj> det = Rj[?dt + de@j. (4.78)

Summen av arbeid som utfgres av kildene blir

dA=> R;I7dt+ ) I;dd;. (4.79)
j=1 j=1

Det fgrste leddet her kjenner vi igjen — det er det Joulske tapet i resistansene. Resten av arbeidet
ma da ha gatt med til a endre systemets lagrede energi (og evt. mekanisk arbeid i tilfellet der
kretsene beveger pa seg eller deformeres). Vi kaller denne stgrrelsen dAy,:

dAp =) I;dd;. (4.80)
j=1

Sa langt har vi funnet ut hvor mye energi som skal til for a endre fluksene med d®;. Uttrykket
(4.80) er helt generelt, dvs. til og med gyldig for ikke-linesere medier rundt spolene. For a finne
et uttrykk for den lagrede magnetiske energien, antar vi na at kretsene er stillestaende og faste,
sa de ikke utfgrer mekanisk arbeid. Videre antar vi at mediet overalt er linesert. Definisjonen av
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gjensidig induktans kan dermed brukes til a uttrykke fluksen i spole j som en sum av fluksene fra
de n spolene:

n
<I>j = (I)lj + (I>2j + ...+ q)nj = Lljll + ngIQ + ...+ Ln]In = Z ijlk, (481)
k=1
Setter vi inn dette i (4.80), far vi
n
dA,, = ZI ZLdeIk = Z Z LiiI; | dIy. (4.82)
j=1 k=1 k=1 \j=1

Vi definerer na fglgende stgrrelse:

= S L, (4.83)

i=1 j=1

og legger merke til at

8Ik = ZijI +ZLMI = Lyl;. (4.84)
j=1

Her har vi brukt derivasjonsregelen for et produkt, og at L;x = Lg;. I lys av (4.84) kan vi na skrive
(4.82):

“omgr,, (4.85)

Ved tiden ¢ = 0 antas spolene a ha null strgm. Sa setter vi pa kildene slik at strgmmene etter
hvert gker. Den magnetiske energien som har blitt tilfgrt systemet i lgpet av tiden fra ¢ = 0 til

t="T,er
8W dIk
A = / Lo gt = / | 186
0 0 alk dt ( )
Kjerneregelen sier at
OWny dIj,
4.
; oI, dt’ (4.87)
sa (4.86) kan forenkles til
AW, I
Apm = ——dt = T)—Wn(0) == Li;L;I;. 4.
[ S = W) - w0 323 Ll (1.85)

I det siste uttrykket er I; strgmmen i spole i ved tiden t = T. Arbeidet A, er det som har blitt
utfert av kildene for a endre stremmene fra null og til I;. Dette ma tilsvare den lagrede magnetiske
energien ved t = T', sa storrelsen vi definerte i (4.83) var altsa den lagrede magnetiske energien.
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Eksempel 4.12

Hva er energien til en toroide (se fig. 4.15)7 Vi antar at toroiden er tynn, slik at B-feltet
varierer lite over tverrsnittet. Fgorst finner vi selvinduktansen. Symmetriargumentet fra kap.
3.4 viser at H = H¢. Amperes lov gir dermed

7{ H-dl=27raH = NI, (4.89)
c
inne i toroiden, sa
NI
H=—. 4.90
2ma ( )

Den magnetiske flukstettheten blir

uNT -

B=uH= . (4.91)

2ma

Siden toroiden er tynn, blir tverrsnittsfluksen tilnsermet lik BS, sa vi far selvinduktansen

NBS  uNZ%S
L=""="= . 4.92
I 2ma ( )
Energien blir ifglge (4.83)
1 1 uN2SI? 1 uN?I? 1
Wy = —LI? = = =_ 2raS = —pH?*2mas. 4.93
2 2 2ma 2 (2ma)2 07 T ghH eme (4.93)
Vi ser at energien kan skrives
W = wy, - volumet til toroiden, (4.94)
der
1, 1

altsa kan tolkes som energien per volumenhet i et magnetisk felt. Denne tolkningen av
uttrykket (4.95) kan vises & veere riktig uansett geometri, ikke bare i en toroide. Intuitivt kan
vi tenke oss hvordan enhver flukslinje blir generert av et grlite, tettviklet rgr rundt flukslinjen.
Men altsa, husk at uttrykkene (4.83) og (4.95) for henholdsvis energi og energitetthet bare er
gyldige for linezere medier: Vi matte anta et linesert medium for a komme videre fra den
generelt gyldige sammenhengen (4.80).

Figur 4.15: En toroide av et materiale med permeabilitet p. Toroiden er tettviklet med N
viklinger. Tverrsnittsarealet til toroiden er S.

113



4.5. ENERGI OG KREFTER I MAGNETISKE FELT KAPITTEL 4. ELEKTRODYNAMIKK

Eksempel 4.13

Vi ser pa den samme toroiden som i forrige eksempel, men lar na mediet veere ikke-linezert.
Dermed kan vi ikke bruke (4.83), men ma ga tilbake til (4.80), som beskriver tilfgrt magnetisk
energi nar den totale fluksen endres med d®:

dA,, = Idd. (4.96)

Vi antar at det har veert full sylindersymmetri til alle tider, slik at vi kan skrive
H=Hé, (4.97a)
B = B¢. (4.97b)

Her trenger ikke H og B ngdvendigvis ha samme fortegn. Pga. symmetri er fluksen gjennom
alle viklinger den samme, sa den totale fluksen er

® = NBS. (4.98)
Amperes lov gir fortsatt at H = NI/(2ma), sa vi kan na uttrykke dA,:
H?2
dAm = 2 NSAB = HAB - 2ras. (4.99)

Dette betyr at

tilfgrt magnetisk energi

= HdB, (4.100)

volum

for & endre feltet med dB.

Et typisk ikke-linezert medium gir opphav til hysterese, slik vi sa i fig. 3.18. Vi skal na se
at for harmoniske strgmmer og felt, vil vi fa et energitap per volumenhet og per periode som
er lik arealet innenfor hysteresekurven. For & se dette regner vi ut

tilfort energi i lIgpet av en periode _ / HdB. (4.101)
volum periode

I lgpet av en periode av feltene, er vi tilbake i samme situasjon, dvs. feltene er som de var en
periode tidligere. All tilfgrt energi ma dermed ha gatt over til varme, sa vi kan skrive

= / HdB (4.102)
periode

tap i lgpet av en periode

volum

Vi ser na pa hysteresekurven i fig. 4.16, som tilsvarer fig. 3.18, bortsettfra at vi plotter B i
stedet for M som funksjon av H. Fra figuren finner vi at (4.102) blir lik arealet inne i
hysteresekurven. Dette kan ogsa skrives

flektt
SREAD _ areal inni hysteresekurven - f, (4.103)
volum

der f = 1/(periode) er frekvensen. For transformatorkjerner kan vi altsa konkludere med at vi
bor velge et materiale med sa liten apning i hysteresekurven som mulig. For den motsatte
situasjonen der vi gnsker stort hysteresetap (slik som i kokekarene pa en induksjonstopp) ber
vi velge et materiale med stor apning. Vi bgr dessuten sgrge for hgy frekvens f.

Eksempel 4.14

Som vi sa i forrige kapittel, karakteriseres en transformator ved hjelp av selvinduktansene L1q
og Lo, og den gjensidige induktansen Li5. Energien i en transformator som er laget av et
lineaert medium kan vi ifglge (4.83) skrive

1 1 1 1
Wi = =Ll + Lol Is + = Loy sy + = Lool}
2 2 2 2
1 o 1 2
= SLul? + 5L} + Lish I (4.104)

Det siste leddet her representerer vekselvirkningen mellom de to spolene. Dette leddet kan
veere bade positivt og negativt.
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B B

(., 4

(a) (b)

Figur 4.16: (a) Tilfgrt energi/volum nar vi endrer B til B + dB er arealet til et rektangel med
hgyde dB og lengde H. Nar vi integrerer langs hysteresekurven far vi arealet mellom B-aksen
og kurven. Nar vi har nadd toppen av kurven, snur dB, s& HdB blir negativ. Derfor far vi
det svakt grae arealet trukket fra. (b) Etter en hel periode blir integralet lik arealet inne i
hysteresekurven.

Eksempel 4.15

Vi ser igjen pa koaksialkabelen. Hvis vi antar at strgmmen er jevnt fordelt over overflaten av
innerlederen og den indre overflaten av ytterlederen, har vi funnet ut at feltet er

I -
H=— 4.105
21 2 ( )

for a < r < b, og H =0 ellers. Energien kan vi finne ved a integrere energitettheten overalt
hvor det finnes felt (her ser vi pa en lengde [ av kabelen):

1 1 I 1/l b
= —pH?*dv = = —onrdrl== [ =—1In— ) I? 4.1
W [nellom lederne 2M ! 2 /a M(27TT)2 e 2 <27T " a’) ’ ( 06)
dvs. energien per lengdeenhet er
1 /. b
' =—(=—1In—)I% 4.1
748 5 <27r na> (4.107)

Legg merke til at vi kan bruke dette til & finne selvinduktansen per lengdeenhet, fordi vi
vet jo at W, ogsé mé vere lik $L'I%:

1 1/, b
= (Em=)r? 4.108
2 2 <27r na) ’ (4.108)
sa b
r="n? 41
o o (4.109)

akkurat slik vi har funnet tidligere (4.60).

Eksempel 4.16

Komfyr med induksjonstopp. Vi skal i dette eksempelet se pa prinsippet for en
induksjonstopp. En slik kokeplate overferer energi til kasserollen via det magnetiske feltet og
trenger ikke veere varm. I praksis vil den likevel bli litt varm, siden selve kasserollen jo blir
varm og etter hvert overfgrer varme til kokeplaten.
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I kokeplaten er det en spole som lager et magnetfelt. Fordi strémmen i spolen varierer med
frekvens f, vil ogsa feltet gjore det. I fig. 4.17 er spolen tegnet inn som en solenoide, mens i
virkeligheten vil spolen vere forholdsvis flat. Men prinsippet blir det samme.

En tynn metallplate med radius a, tykkelse d og konduktivitet o, plasseres pa solenoiden.
Denne platen representerer kasserollebunnen. Vi antar at B-feltet i kasserollebunnen er
uniformt og i z-retning;:

B(t) = By cos(27 ft)z. (4.110)
Dette vil kunne veere tilnsermet gyldig hvis kasserollebunnen er tynn. Men for & ha uniformt
felt ma vi anta at selvinduktansen til kasserollebunnen er neglisjerbar, dvs. at strgmmene som
induseres i kasserollebunnen kun gir et lite B-felt sammenlignet med det patrykte feltet
(4.110). T praksis vil selvinduktansen spille en rolle, og fore til at feltet avtar innover i
kasserollebunnen. Analysen nedenfor vil derfor kunne tolkes som et optimistisk estimat pa
overfort effekt.

Faradays lov er

fE-dl:fg/B-dS, (4.111)
c dt Jg

der vi velger C til & veere en sirkuleer slgyfe med radius r i platen, sentrert rundt z-aksen. Fra
symmetri har vi at ¢-komponenten til E er uavhengig av ¢. Altsa ¢, E-dl = 2rrEy. Med
(4.110) far vi

211 By = mr? B2 f sin(27 f1). (4.112)

Dette betyr at
E, = wfBorsin(2n ft). (4.113)

Vi antar at det ikke finnes andre kilder til elektrisk felt, s E = E¢(Z). Strgmtettheten er
J =0E = 0E4¢. Ved & integrerer effekttapet per volumenhet (J - E) over kasserollebunnen,

far vi
/ J-Edv

Tidsmiddelverdien av dette er

/JEde = d/ on? f2B2r? sin?(27 ft)2mrdr
0

1.
57r5da4a f2B2sin*(2m ft). (4.114)

1
P = 17r3da40f233. (4.115)

I tillegg til denne effekten, vil vi fa en oppvarming av kasserollebunnen pga. hysteresetap.
Under antagelsen om homogent B-felt far vi tillegget

Phiysterese = ma’df - areal inni hysteresekurven. (4.116)

z

L
-

Figur 4.17: En metallplate med tykkelse d er plassert pa toppen av en solenoide. Denne platen
representerer selve bunnen i kasserollen.
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Til slutt i dette kapittelet skal vi se hvordan vi kan finne magnetiske krefter ved hjelp av
uttrykket for total magnetisk energi. Vi ser pa et system der en del er bevegelig i forhold til
en annen. Systemet kan besta av elektromagneter/spoler og/eller permanentmagneter. Systemet
antas a veere tapsfritt og isolert fra omgivelsene, dvs. det er verken tap eller tilfgrsel av energi.
F.eks. tillates ikke strgmkilder som leverer energi. Om den ene delen flyttes dx i X-retning, og den
magnetiske kraften F dermed utfgrer arbeid, ma energien tas fra den lagrede magnetiske energien.
Altsa

F - (dzx) = —dWhy,, (4.117)
der dWy, er endringen i den lagrede magnetiske energien. Dette betyr at Xx-komponenten av F er

OWm
e (4.118)

Tilsvarende kan vi gjgre for de andre to retningene, slik at

F=-VWy,, forisolert, tapsfritt system. (4.119)

Dersom vi har en ekstern kilde som sgrger for at strommene holder seg konstante, uavhengig
av bevegelsen til delene i systemet, blir situasjonen en helt annen. For & finne kraften mellom to
deler, antar vi fortsatt at den ene delen flyttes dxx i forhold til den andre. La dWy, veere den
resulterende endringen i magnetisk energi, og dA,, arbeidet som utfgres av kilden. Da har vi

AWy, = dA,, — F - dax, (4.120)

dvs. endringen i magnetisk energi er gitt av arbeidet som utfgres av kilden minus det som gar med
til mekanisk arbeid pga. forflytningen. Vi trenger & vite hvor mye arbeid som utfgres av kilden.
Dette er gitt av (4.80):

dAn =Y Ld®; => ) LIdL;. (4.121)
J J

i

I den siste overgangen har vi brukt (4.81) og at strommene I; er konstante, dvs. fluksendringene
er pga. forflytning og dermed endring av de gjensidige induktansene. Samtidig viser (4.83) at

1
AW = Z Z LI;dL;;, (4.122)
(N

sa dAy, = 2dWy,. Innsatt i (4.120) far vi dWy, = F - dzx, dvs.

W
Fp =45, (4.123)

Dette betyr altsa at

F = +VW,, dersom strgmmene holdes konstant. (4.124)
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Eksempel 4.17

En elektromagnet lgfter en jernstang, se fig. 4.18. Vi antar at spolen er laget av en ideell leder,
slik at tverrsnittsfluksen ma veere konstant. Denne konstanten kaller vi ®iyerrsn- Vi antar at
bade elektromagneten og jernstangen har uendelig permeabilitet p. Sa lenge gapet x er lite,
kan vi se bort fra spredning av flukslinjer. Da vil tverrsnittsfluksen ®yepsn = BS veere den
samme overalt. Siden p = co er H = 0 i kjernen — ellers ville energitettheten blitt uendelig.
Videre, siden energitettheten i luftgapet ogsa ma veere endelig, er B og dermed Ptyerrsn
endelig. Vi kan altsa stadfeste at ogsa i kjernen er B endelig, og energitettheten B2/(2u) blir
null der. Den magnetiske energien til systemet er derfor gitt av energien i luftgapene:

1 1 (I)tverrsn 2 ‘Pf
Whn = / 5 H2 dv = - ( 28y = =Sy 4.125
luftgapene 2:““0 fuftgap 2“’0 MOS NOS ( )
Kraften blir altsa 5 )
W, o
F=— m _ tverrsn7 4.126
ox oS ( )

i retningen der x gker. Pga. minustegnet betyr dette at kraften virker i retning av minkende
x, dvs. tiltrekkende kraft. Trykket, eller kraft per flateenhet, er

[F| _ 2f
L = “tverrsn 4.127
25 2,[1052 ( )
N
T
%

Figur 4.18: Kraft fra en elektromagnet. Anta at tverrsnittsarealet til bade elektromagneten og
stangen er S.

Eksempel 4.18

Hva hadde kraften blitt dersom det var en strgmkilde i kretsen til spolen i forrige eksempel,
som holdt strgmmen konstant lik 7?7 Amperes lov rundt den magnetiske kretsen gir

2H1uftgap1,‘ = NI, (4.128)
siden H = 0 i kjernen. Vi far
1, 1 (NI\? N2J2
Wm = /luftgapene iluoHluftgade = 5/10 ( o0 > 25 = MO?S7 (4129)
W ow, N2J?
F=+—"=—pug—S 4.130
+ oz Ho 472 ) ( )

dvs. fortsatt tiltrekkende.
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4.6 Forskyvingsstrgm

I magnetostatikken hadde vi (3.89):
VxH=1J, (4.131)

som er Amperes lov pa differensialform. Vi skal na se hvordan Amperes lov ma modifiseres for a
veere gyldig for dynamiske felt. Til dette trenger vi loven om at ladning ma veere bevart, dvs.

d
. = —— . 4.132
]iJ ds dt/vpdv (4.132)

Her er S en vilkarlig, lukket flate som omslutter et volum v. Venstre side av (4.132) svarer til netto
strgm ut av S, mens hgyresiden bortsettfra minustegnet er lik endringen av ladning innenfor S
per tidsenhet. Det er derfor klart at ligningen uttrykker ladningsbevarelse innenfor flaten. Lign.
(4.132) kan uttrykkes pa differensialform ved & bruke divergensteoremet pa venstre side:

d dp
Jdv=¢ J-dS = —— dv =— [ —dw. 4.133
fi7oaes faeas =g o= [ G (4159

I den siste overgangen antok vi at volumet v ikke endres med tiden. Siden volumet ellers er
vilkarlig, ma vi ha

9p
ot
Vi gnsker na a se om betingelsen om ladningsbevarelse er konsistent med Amperes lov. Vi setter
derfor (4.131) inn i (4.134) og far —0p/0t = V - (V x H). Siden divergensen til en curl er identisk
lik null, far vi altsa at dp/9dt ma veere null! Dette er ikke ngdvendigvis tilfelle i elektrodynamik-
ken; ladningene kan godt flytte pa seg slik at ladningstettheten endres. Amperes lov ma derfor
modifiseres slik at den blir konsistent med ladningsbevarelse. Siden divergensen til en curl er null
far vi

vV.J= (4.134)

V-(VXH):O:VJ—F{;?, (4.135)
der den siste likheten er en omskrivning av (4.134). Vi bruker na Gauss’ lov V-D = p:
ovV-D oD
V- (VxH)=V-J+ 5 =V~(J+8t>. (4.136)

Lign. (4.136) blir tilfredsstilt dersom

VxH:JJraa]t). (4.137)

Dette er den modifiserte Amperes lov. Det ekstra leddet 0D /0t kalles forskyvingsstromtetthet, og
er altsa kilde til det magnetiske feltet pa lik linje med vanlig strgmtetthet. Lign. (4.137) kalles ofte
for Ampére—Mazwells lov, siden det var Maxwell som foreslo & ha med det ekstra leddet 0D /0kt.
Man kan tenke seg andre muligheter* for & tilfredsstille (4.136), men eksperimenter stgtter klart
(4.137). Slik vi vil se seinere, er alle bglgefenomener avhengig av det ekstra leddet 0D /0t. Dessuten
gir leddet en etterlengtet symmetri i de elektromagnetiske lovene: Et varierende magnetfelt gir
opphav til et elektrisk felt, og et varierende elektrisk felt gir opphav til et magnetfelt.

“Lign. (4.136) tilfredsstilles dersom V x H = J + 22 + V x (9C/0t), der C er et vilkarlig vektorfelt. Denne
versjonen har ogsa riktig statisk grense V x H = J.
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Vi kan skrive (4.137) om til integralform vha. Stokes’ teorem:

7{H dl = /VXH ds = /(.Haa?) .ds. (4.138)

Her er S et areal som omsluttes av C.
Fra definisjonen av D-feltet, D = ¢gE + P, har vi at forskyvingsstrgmtettheten inneholder to

ledd:

oD oE 0P

o Yo o
Det andre leddet beskriver endring i dipolmoment-tetthet, dvs. forskyving av bunden ladning.
Det kan derfor sees pa som en slags bunden stromtetthet. Det fgrste leddet, derimot, har bare
med endringen av det elektriske feltet a gjgre, og vil til og med kunne veere til stede i tomt rom.
Navnet forskyvingsstrgmtetthet ma derfor ikke tas for bokstavelig. Men en ting er felles med vanlig
stromtetthet — forskyvingsstrogmtettheten bidrar pa lik linje med strgmtettheten pa hgyresiden i

Ampere-Maxwells lov.

(4.139)

Eksempel 4.19

For a illustrere ngdvendigheten av forskyvingsstrommen som kilde til H i Amperes lov, ser vi
pa en parallellplatekondensator med sirkulaere plater og et materiale e mellom platene, se fig.
4.19. En strgm [ gar inn mot venstre kondensatorplate. Denne strgmmen lader altsa opp
kondensatoren, slik at ladningen @) pa venstre plate tilfredsstiller

dQ B

=1 (4.140)
obs.pkt.

s, P
Si
r
+Q -Q
z
1
arcal S

Figur 4.19: En parallellplatekondensator med sirkulesere plater. Vi gnsker a regne ut H i et
observasjonspunkt utenfor kondensatoren ved hjelp av Amperes lov pa en sirkuleer kurve C
med sentrum i z-aksen. Denne kurven omslutter bade sirkelarealet S; og halvkulearealet Ss.

Sett na at vi gnsker a finne H utenfor kondensatoren. Hvis vi bruker Amperes lov fra
magnetostatikken pa den sirkuleere slgyfen C rundt kondensatoren, far vi

%H-dl:H27r7“:/ J-dS =0, (4.141)
e} S1
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dersom vi regner ut strgmmen som gar gjennom arealet S;. Hvis vi derimot bruker Ss, blir
hgyresiden I. Siden bade S; og Sy omsluttes av kurven C, burde begge kunne brukes. Som vi
skal se na, forsvinner denne selvmotsigelsen dersom vi tar i bruk Ampere-Maxwells lov
(4.138) i stedet for Amperes lov.

Kondensatorplatene er laget av ideelle ledere, sa D rett utenfor platene er gitt av D = pq
(se den siste egenskapen til ideelle ledere, liste i kap. 2.7). Siden vi ikke har fri ladning i det

dielektriske mediet, har vi at
dD

V-D=—=0, 4.142
i (4.142)
sa D er altsa konstant lik ps mellom platene. Vi har

D=p, = % (4.143)

og derfor

oD  1dQ I
ot Sdt S (4.144)

Utenfor kondensatoren er D = 0. Nar forskyvingsstrgmtettheten integreres over Sy, far vi
altsa I. Forskyvingsstremmen mellom platene er akkurat lik strommen mot venstre plate.
Med andre ord blir hgyresiden i Ampere-Maxwells lov I enten vi bruker S; eller Ss.

4.7 Maxwells ligninger — oppsummering

Vi kan na summere opp de fire Maxwells ligningene pa differensialform:

0B
E=_-"— 4.14
V x 5 (4.145a)
D
VxH=J+ %—t (4.145Db)
V-D=p (4.145¢)
V-B=0 (4.145d)
og sa pa integralform:
0B
1= — 4.14
7{ - [ Tas (4.146a)
D
7{ H-dl = / (J+ %—t) dsS (4.146Db)
ng ds = /pdv (4.146¢)
}1{ -dS=0 (4.146d)

I tillegg har vi Lorentz-kraften, som viser virkningen av feltene pa en punktladning:
F=Q(E+v xB). (4.147)
Faradays lov (4.146a) kan ogsa skrives
ﬁ(E%—f = —/B ds, (4.148)
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der C' og dermed S godt kan veere tidsavhengige. Her er f = v x B den magnetiske kraften per
ladning pga. bevegelsen til C.
Til de fire Maxwells ligninger hgrer ogsa relasjonene

D= ¢E+P (4.149a)
B = po(H + M), (4.149b)

der polariseringen P er en funksjon av det elektriske feltet E, og magnetiseringen M er en funksjon
av B. For linezere medier er disse funksjonene linesere, og da kan vi skrive

D =¢E (4.150a)
B = uH. (4.150b)

Selv om vi har argumentert for Maxwells ligninger ut fra Coulombs lov og Biot—Savarts lov,
er den virkelige rettferdiggjgrelsen at de stemmer med alle eksperimenter som har blitt utfert
fram til i dag.® I videregdende kurs og bgker postuleres vanligvis Maxwells ligninger direkte, og
sa utleder man det man trenger ut fra dem.

Grensebetingelsene for de fire feltene E, D, B og H som vi viste i elektro- og magnetostatikken
gjelder fortsatt. Dette er fordi tilleggsleddene i elektrodynamikken, dvs. — fS %—? -dS og fS %—? -ds,
blir null for integrasjonssylinderen med neglisjerbar hgyde, jfr. bevisene i kap. 2.5 og 3.6.

4.8 Lorenzpotensialene — retarderte potensialer
I kap. 3.3 representerte vi B-feltet som curl til et vektorpotensial A:

(4151)

Dette kan vi gjore fortsatt siden V - B = 0 ogsa gjelder i elektrodynamikken, jfr. eksempelet i kap.
3.3. Den ene Maxwells ligning, V- B = 0, blir na automatisk oppfylt. Hvis vi setter (4.151) inn i
(4.145a) far vi

oV x A 0A
eller
Vv x (E + %‘2‘) —0. (4.153)

I elektrostatikken hadde vi at V x E = 0, og det brukte vi til & argumentere for at E kunne
representeres vha. et skalarpotensial: E = —VV. Na er det E + A /Jt som har curl lik null, sa vi

far i stedet IA

der V er et skalarpotensial. For statiske felt reduseres dette til E = —VV slik vi hadde i kap.
2.2, sa funksjonen V som vi har introdusert her er en naturlig generalisering av det statiske
skalarpotensialet. Det elektriske feltet er altsa gitt fra potensialene som

Ligningene (4.151) og (4.155) er definisjonene pa potensialene i elektrodynamikken. Med disse
definisjonene er de to Maxwell-ligningene (4.145a) og (4.145d) automatisk oppfylt. Legg merke

5T kvantemekanikken ma riktignok feltene behandles som kvantemekaniske operatorer og i den generelle relati-
vitetsteorien skrives ligningene pa en litt annen form.
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til at potensialene ikke defineres entydig ut fra disse relasjonene. Hvis vi lager oss et nytt sett
potensialer

A=A+ Vf, (4.156a)
of
/ e J—
V=V T (4.156b)

der f = f(z,y,z2,t) er en vilkarlig funksjon, ser vi at de merkede potensialene gir opphav til de
samme feltene B og E som de umerkede: Curl til en gradient er lik null, sa (4.156a) gir at Vx A =
V x A’. Ved & bruke at rekkefolgen til partiellderiverte kan byttes om, ser vi videre at (4.155)
gir opphav til det samme E-feltet. Transformasjonene (4.156) kalles justeringstransformasjoner
(engelsk: gauge transformations). Disse transformasjonene kan brukes til a fa et hensiktsmessig
sett med potensialer. Vi skal bruke friheten i (4.156) til & oppna den sakalte Lorenz-justeringen
eller Lorenz-betingelsen. Vi forutsetter at mediet er linezert, isotropt og homogent, slik at D = ¢E
og B = uH, der € og p er skalare konstanter. Lorenz-betingelsen lyder®

v
"o
Sa langt har vi automatisk tilfredsstilt de to Maxwell-ligningene (4.145a) og (4.145d) vha.

definisjonene av potensialene. De to siste Maxwell-ligningene, (4.145b) og (4.145¢), ma ogsa veere
tilfredsstilt. Vi starter med (4.145¢) og ser hva den far a si for potensialene. Vi far da

V-A= (4.159)

P_VD _g ( gy _A\_ gy NVA_ A
. =V < \%4 ) = VvV e VV+6/,Lat2, (4.160)
dvs.
0%V 1)
2
— ==, 4.161
ViV —en 92 ; (4.161)
Pa tilsvarende vis gir (4.145b)
0?A
2 _
VA — GMW = —pud. (4.162)

For & vise (4.162) trengs i tillegg vektorformelen V x V x A = V(V-A) — V2A. Ligningene
(4.161) og (4.162) er bglgeligninger for potensialene, med hgyresidene som kildeledd. Vi skal na
lgse disse ligningene, fgrst lign. (4.161). Vi starter med & anta at det kun er en punktladning
til stede, dvs. ladningstettheten er null overalt bortsettfra i origo hvor det er en punktladning
p(t)dv". Siden bglgeligningen er linezer, kan vi seinere summere mange slike bidrag for & finne den
generelle lgsningen. Bortsettfra i origo tilfredsstiller altsa V fglgende partielle differensialligning;:
0%V

ViV — py =0 (4.163)

SAt det er tilstrekkelig frihet til & oppné Lorenz-betingelsen, sees fra fglgende argument: Anta at A og V ikke
tilfredsstiller Lorenzbetingelsen. Vi krever at A’ og V', gitt av (4.156), tilfredsstiller Lorenzbetingelsen. Med andre
ord:

B , ov' ov. s O*f
0=V -A"+eu 51 =V A+€ME+V ffe,uw. (4.157)
Dersom vi greier a finne en f slik at
o f ov
2 = — . —
Vf —en 52 = (V A+ ep e > , (4.158)

s& er vi i mal. Det er heller ingen problem, for (4.158) er en bglgeligning for f, med hgyresiden som kildeledd. Som
vi skal se nedenfor, er slike ligninger mulig a lgse.

"I virkeligheten kan det ikke finnes en enkelt, tidsavhengig punktladning. Om ladningen i et punkt endrer seg, s
ma ladningen endre seg ogsa et annet sted (ladningsbevarelse). Men vi kan glemme elektromagnetisme et gyeblikk,
og bare lgse (4.161) som en matematisk ligning. Da far vi lgsningen (4.169). S& kan vi superponere slike bidrag for a
fa lgsningen for flere tidsavhengige punktladninger. Da har vi en fysisk situasjon og kan dermed argumentere for at
leddene med g(t +r/c) er ufysiske, og at leddene med f(t —r/c) kan finnes fra den elektrostatiske grensen, akkurat
slik vi gjor nedenfor.
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f(t—r/c)7 fort =0 f(f—’f/(/), fOI‘t:T()/C

To
Figur 4.20: Fysisk tolkning av bglgen f(t —r/c).

Siden problemet har kulesymmetri, er det hensiktsmessig a introdusere sfzeriske koordinater. Fra
den matematiske formelsamlingen finner vi at leddet V2V har fglgende form

10 (,0V 1 0 ov 1 0*V
2y = — (22 — [ sinf— _ . 4.164
vV r2 or (T 8r> T 2sme 00 (sm& ) * r2sin? § O¢? (4.164)

Pga. symmetri avhenger i dette tilfellet V bare av r, slik at

10 [ ,0V 0*V
- Z ") —ep—— =0. 4.1
r2 or <T 37‘) o 0 (4.165)
Vi introduserer en ny variabel U
U
V==, (4.166)
r
som innsatt i (4.165) gir (etter litt regning)
02U 0*U
_ - =0. 4.1
a2~ Mo 0 (4.167)

Dette er den endimensjonale bglgeligningen slik vi kjenner den fra matematikken. Den generelle
Igsningen er en sum av en utovergaende bglge og en innovergaende bglge:

U(r,t) = f(t—r/c)+g(t+1/c), (4.168)

der f og g er vilkarlige funksjoner, og ¢ = 1/,/eu. Vi far dermed potensialet

V(rt) = %f(t —r/c) + %g(t +1r/c), (4.169)

Den fysiske tolkningen av det fgrste leddet er en bglge som beveger seg i positiv r-retning
nar tiden gker, se fig. 4.20. Anta for eksempel at funksjonen f er en puls ved argumentet lik
null, dvs. t — r/c = 0. Pulsen befinner seg da i rommet ved r = ct, dvs. den beveger seg utover
med hastigheten c. Tilsvarende finner vi at det andre leddet i (4.169) representerer en bglge som
beveger seg innover mot origo. Det siste leddet gir derfor ikke mening siden bglgens kilde er i
origo®. Lgsningen er derfor pa formen

Virt) = %f(t /o). (4.170)

For a finne funksjonen f sammenligner vi med det statiske tilfellet hvor lgsningen ifglge (2.27) er

y = ADdy (4.171)

Amer

8Vi har altsd funnet at Maxwells ligninger i prinsippet har to lgsninger: En kausal lgsning, dvs. en lgsning der
virkningen (bglgen) kommer etter arsaken, og en anti-kausal lgsning der arsaken kommer etter virkningen. Verden
slik vi kjenner den er kausal, si vi bruker kausalitet som et tilleggsprinsipp til & velge bort lgsningen g(t + r/c).
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Det statiske tilfellet ma i (4.170) svare til at observasjonpunktet er sa naer origo at potensialet
fra punktladningen p(¢)dv har rukket a forplante seg dit. Ved a sammenligne med (4.171) i denne
grensen, far vi at f = pdv/4me, og dermed lgsningen

p(t — r/c)dv.

Virt) = Amer

(4.172)
Vi ser at potensialet er lik det det var i det statiske tilfellet, men det tar en viss tid, r/c, for
potensialet fra ladningen har natt observasjonspunktet r. Potensialet forplantes altsa som en
elektromagnetisk bplge med hastighet ¢ = 1/, /ep.

belge

origo

r 1%
Figur 4.21: Potensialet forplantes som en bglge — potensialet i observasjonspunktet er avhengig

av hva ladningstettheten var en tid R/c tidligere.

Nar vi har en vilkarlig, tidsavhengig ladningsansamling p(r’,t), ma vi integrere opp alle po-
tensialbidragene, og far dermed

R

Vir,t _1/p(r/’t_R/C)d”/. (4.173)

Her er r observasjonspunktets posisjon, r’ kildepunktets posisjon (r’ er integrasjonsvariabel) og
R = r — r’ er avstanden mellom observasjonspunkt og kildepunkt, se fig. 4.21. Siden hver kom-
ponent av lign. (4.162) er helt analog med (4.161), kan vi skrive opp lgsningen for A direkte:

A1) =1 / J(r/’t_RR/ c)dv’ (4.174)

De generelle lgsningene (4.173) og (4.174) kalles de retarderte potensialene. Siden E og B kan
regnes ut fra V og A, beskriver disse uttrykkene den elektromagnetiske bglgen som sendes ut
fra en gitt strgm- og ladningsvariasjon. Vi far bruk for uttrykkene i seinere kurs som omhandler
elektromagnetiske bglger og antenner.

4.9 Kvasistatikk*

Na som vi vet at forskyvingsstrom-leddet skal vaere med i Amperes lov, er det naturlig & spgrre
seg om det har veert ok & neglisjere dette leddet i eksemplene tidligere i kap. 4. F.eks. nar vi skulle
regne ut magnetfeltet fra en hgyspentlinje, brukte vi Amperes lov uten forskyvingsstrgmmen,
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selv om vi vet at stremmen er tidsavhengig med frekvens 50 Hz. Vi skal na se naermere pa dette
sporsmalet. Vi begrenser oss til situasjonen i forrige delkapittel, nemlig et linesert, isotropt og
homogent medium med permittivitet € og permeabilitet u. I tillegg har vi en fri ladningstetthet p
og fri stromtetthet J som er tidsavhengige. Disse ser vi pa som kilder.

Det a bruke de fulle Maxwells ligninger inklusive forskyvingsstrgmtettheten, er ekvivalent
med a bruke (4.173) og (4.174) med sammenhengene (4.151) og (4.155). Hvis tidsvariasjonen til
kildeladningene og -strgmmene i (4.173) og (4.174) er langsom sammenlignet med retardasjonen
R/c, kan vi trygt bytte ut den retarderte tiden med vanlig tid: t — R/c — t. Denne tilnzermelsen
kalles kvasistatikk. F.eks. for en 50 Hz hgyspentlinje har den elektromagnetiske bglgen forplantet
seg 0.02-3-10%m = 6000km i lgpet av perioden 0.02 s. Dette tilsvarer radiusen til jorda. Vi kan
derfor bruke kvasistatikk i dette tilfellet, med mindre vi er ekstremt langt unna linja.

Hvis vi dropper retardert tid i (4.174), gjenfinner vi (3.44). Sa det a bruke kvasistatikk inne-
beerer & finne A og dermed B = V x A med Biot—Savarts lov akkurat som i magnetostatikken. Det
innebeerer ogsa a finne V' akkurat som i elektrostatikken. Derimot bruker vi E = —VV — 0A /0t.
Ved a ta curl til den ligningen far vi V x E = —9B/0t (Faradays lov). Ved & ta divergensen far
vi ved a bruke Lorenz-betingelsen at V- E = p/e (Gauss’ lov).

Kvasistatikk koker derfor ned til a forst a finne B fra Biot—Savarts lov. Sa fort vi har funnet
B, kan vi finne V x E fra Faradays lov, mens V - E finnes pa vanlig vis fra Gauss’ lov.

Noen ganger er det fristende a bruke Amperes lov i stedet for Biot—Savarts lov i kvasistatikken.
Det kan imidlertid veere farlig siden man trenger V-J = 0 overalt for a utlede Amperes lov fra
Biot—Savarts lov (kap. 3.4). Det betyr at vi ikke kan bruke Amperes lov uten forskyvingsstrgmmen
nar ledningen er kuttet og vi har opphopning av ladning, slik som i fig. 4.19. T eksempelet med
hgyspentlinjen er det helt ok & bruke Amperes lov, siden strgmmen er tilnsgermet uniform langs
linja. En skikkelig elektromagnetisk analyse av en slik sakalt transmisjonslinje, der man ikke antar
kvasistatikk, viser nemlig at feltene forplantes som bglger langs linja, med bglgehastighet ¢ og
belgelengde ¢/ f, der f er frekvensen. Dette laerer du mer om i videregaende elektromagnetisme.

4.10 Poyntings vektor og planbglger*

La oss, naermest for moro skyld, se naermere pa sterrelsen —V - (E x H). En vektoridentitet fra
kap. 1.11 og substitusjon vha. Maxwells ligninger gir

D B
—V-(EXH):E~V><H—H‘V><E:J-E+E-aat+H-aat. (4.175)

Vi integrerer dette over et volum v som omsluttes av flaten S. Venstre side skrives deretter om
vha. divergensteoremet:

_j{(ExH)-dsz/ 3E+E L 1.8 (4.176)
S g ot ot

Det forste leddet pa hgyresiden er ifplge (2.162) det joulske effekttapet. De to andre leddene
er arbeidet som ma utfgres per tidsenhet for & endre hhv. det elektriske og magnetiske feltet,
jfr. (2.154) og (4.100). Hgyre side av ligningen er derfor effekten som tilfgres volumet v. Denne
effekten ma selvfglgelig ogsa veere lik venstre side, som ogsa kan sees pa som strgmmen inn
gjennom S av vektoren E x H. Vi kan derfor tolke vektoren E x H som en elektromagnetisk
effektstromtetthet, sdkalt intensitet (malt i W/m?) med retning langs effektstrgmmen. Vektoren
E x H kalles Poyntings vektor, og (4.176) kalles Poyntings teorem. Poyntingvektoren er spesielt
viktig i beskrivelsen av energiforplantning i elektromagnetiske bglger.
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Eksempel 4.20

Hva er Poyntingvektoren i en koaksialkabel i statikken (fig. 2.13 og 3.16)7 Vi antar en
potensialforskjell V' mellom lederne, og strgmmen I i innerlederen og —I i ytterlederen. For
enkelthets skyld antar vi at strgmmen gar pa overflaten av innerlederen og den indre
overflaten av ytterledern. Da har vi

-V -, (4.177a)
ring
H= i& (4.177D)
T2 ’

mellom lederne, mens feltene er null ellers (se (2.59) og (3.92)). Poyntingvektoren blir da
v I

ExH= — -
rln%QWT

Z. (4.178)
Hvis vi integrerer denne vektoren over et tverrsnitt av kabelen (f.eks. xy-planet), far vi
I b I
P= / (ExH)-dS = / Lb—dS = / Lb—Zﬂfrdr =VI. (4.179)
tverrsnitt tverrsnitt 7 In a 27r a T In a 2nr

Kabelen overfgrer altsa effekten VI i form av elektriske og magnetiske felter mellom lederne.
Tilsvarende resultat fas for hgyspentlinjer: Energien gar i lufta pa utsiden av lederne! En
elektrodynamisk analyse vil vise at feltene forplantes som elektromagnetiske bglger med
hastighet ¢ = 1/,/eui. Dette er grunnen til at signalet langs en kabel gar med lyshastigheten,
selv om selve elektronene gar fryktelig sakte (se kap. 2.10).

Eksempel 4.21

Vi skal na undersgke en spesiell lgsning av Maxwells ligninger: En elektromagnetisk planbglge.
Anta et linesert, isotropt og homogent medium med permittivitet ¢ og permeabilitet p, og
uten kilder (p =0 og J = 0). Vi gjetter pa et elektrisk felt pa formen

E(z,t) = Eycos(wt — k2)X, (4.180)

og ser om dette feltet kan tilfredsstille Maxwells ligninger. Fra Faradays lov (4.145a) far vi at

faa—]tg =VxXE= g—fy = kEysin(wt — kz)y (4.181)
og derfor
B(z,t) = kEo cos(wt — kz)y. (4.182)
w

Vi har satt integrasjonskonstanten lik null, fordi vi na ikke er interessert i en statisk
komponent; vi vil na bare undersgke den elektrodynamiske komponenten eller bglgen. Ved a
sette (4.180) og (4.182) inn i Ampere-Maxwells lov (4.145b) finner vi den sakalte
dispersjonsrelasjonen

k% = epw?. (4.183)
Feltene (4.180) og (4.182) utgjor en lgsning av Maxwells ligninger: Vi har allerede sgrget for
at Faradays lov og Ampere-Maxwells lov er tilfredsstilt. Videre kan vi sjekke ved direkte
innsetting at lgsningen tilfredsstiller de to siste Maxwell-ligningene.

Fra (4.180) ser vi at frekvensen til bglgen er f = w/27 og belgelengden er A = 27/k. En
belgetopp beveger seg en bglgelengde A i lgpet av en periode 1/f, sa hastigheten blir

Losningen kalles en transversal elektromagnetisk bolge, fordi vektorene E og H star

normalt pa forplantningsretningen z. I tillegg star E og H normalt pa hverandre, se fig. 4.22.
Det er en sakalt planbglge, fordi feltene er konstante pa alle plan som star normalt pa z-aksen.
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Poyntingvektoren er
kES o 5 €2 . 2 5
ExH=—cos”(wt — kz)z = , | — Ej cos*(wt — kz)z. (4.185)
W I

Middelverdien av en cos?-funksjon over et helt antall perioder er 1/2, s middelverdien av

Poyntingvektoren far stgrrelsen
ffekt 1
Intensitet = — — = -, | < B2 (4.186)
areal 2\ u

Vi legger merke til at intensiteten er proporsjonal med kvadratet av den elektriske
feltamplituden.

7 i

Y A

Figur 4.22: En elektromagnetisk planbglge i et linesert, isotropt og homogent medium. Det
elektriske feltet (blatt) og det magnetiske feltet (rgdt) star normalt pa hverandre, og normalt
pa forplantningsretningen z. En bglgetopp har hastigheten c.

4.11 Veien videre

Vi har stort sett fulgt den historiske utviklingen av elektromagnetisk teori. Vi startet med de
eksperimentelle lovene som beskriver kraftvirkning mellom ladninger i ro og mellom ladninger
i bevegelse. De elektro- og magnetostatiske lovene ble deretter utvidet ved hjelp av induksjon
og ladningsbevarelse og ga de endelige Maxwells ligninger. Til slutt sa vi hvordan lgsningene
av Maxwells ligninger er elektromagnetiske bglger med en helt bestemt hastighet ¢ = 1/,/eu. 1
vakuum fas hastigheten co = 1/,/€opio = 299792458 m/s. Pa den tiden Maxwell levde hadde man
malt lyshastigheten til & veere ca. 3-10% m/s, og Maxwell mente derfor at lys métte vaere elektro-
magnetiske bglger. Dette representerte et stort klimaks i utviklingen av elektromagnetisme: Ut
fra lovene som opprinnelig ble utviklet for & beskrive lavirekvente elektromagnetiske fenomener,
som f.eks. induksjon og krefter pa ladninger, kan man altsa beskrive tilsynelatende noe helt annet,

nemlig lys!
Det er naturlig a spgrre seg hva den helt bestemte hastigheten ¢ er i forhold til. Er den i
forhold til en “eter” — et elektromagnetisk medium som finnes overalt (ogsa i vakuum), eller

er den den samme uansett hvilket referansesystem man maler den fra? Pa Maxwells tid hadde
eter-teorien mange tilhengere. Det bergmte Michelson—Morley-eksperimentet viste imidlertid at
lyshastigheten var den samme uansett om den males langs bevegelsen til jorda eller langs en annen
retning. Den gjeldende teorien for dette i dag er relativitetsteori: Lyshastigheten ¢ er uavhengig
av kildens og observatgrens bevegelse. I videregaende elektromagnetisme finner man ut at den
spesielle relativitetsteorien er innebygd i Maxwells ligninger.
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Vi har holdt oss til tidsdomenet i var beskrivelse av elektromagnetisme. Det er i tidsdomenet
fysikken skjer. Det er imidlertid ogsa mulig & formulere elektromagnetisme i frekvensdomenet,
ved a Fouriertransformere de tidsavhengige feltene og ligningene. De resulterende feltene blir da
avhengig av vinkelfrekvens w, og er generelt komplekse. En beskrivelse i frekvensdomenet gjgr
mange analyser enklere, siden 9/0t for en harmonisk variasjon exp(—iwt) blir til multiplikasjon
med —iw. Dermed forenkles Maxwells ligninger. Videre analyser av elektromagnetiske bglger og
forplantning gjgres derfor enklest i frekvensdomenet. Man maé imidlertid ha i bakhodet at de
fysiske feltene fas forst etter & ha transformert tilbake til tidsdomenet.

Som regel har vi antatt at polariseringen er proporsjonal med det elektriske feltet, P = egx.E
og dermed D = €E. Det er imidlertid en viss dynamikk i alle medier (unntatt vakuum): Det tar
litt tid for dipolene & stille seg inn etter feltet. Derfor er ikke P bare avhengig av E ved den
aktuelle tiden, men ogsa avhengig av E ved tidligere tider. Sammenhengen kan skrives

P(t) = ¢ /000 f(r)E(t —7)dr, (4.187)

dvs. P(t) er en vektet sum av E ved tidligere tidspunkt ¢ — 7, med € f(7) som vekt. Denne sam-
menhengen er fortsatt lineser, sa mediet er linesert. Sammenhengen er, som vi ser, en konvolusjon,
slik at i frekvensdomenet blir den til en multiplikasjon, men med en frekvensavhengig susceptibi-
litet. Det at susceptibiliteten er frekvensavhengig kalles dispersjon. For mange medier kan vi se
bort fra dispersjonen sa lenge feltene ikke har for stor bandbredde. Men strengt tatt er den der for
alle medier unntatt vakuum. Nar frekvensen gar mot uendelig, vil susceptibiliteten ngdvendigvis
ga mot null. Dette er fordi elektronene i mediet ikke lenger greier 4 henge med nar feltene varierer
tilstrekkelig raskt.

Elektromagnetisme har stor relevans i alt fra teoretisk fysikk til var praktiske hverdag. Elektro-
magnetisme er en fundamental teori: All materie bestar av ladning, og lys/elektromagnetiske
bglger har en helt sentral plass i klassisk fysikk, relativitetsteori og kvantefysikk. I den andre,
praktiske enden av skalaen, er elektromagnetisme ngdvendig for & beskrive elektrisk overfgring
av energi, elektroniske komponenter og systemer, fiberoptikk og elektronisk kommunikasjon, osv.,
men ogsa fenomener i naturen slik som regnbuer, hvorfor himmelen er bla og solnedgangen rod,
speiling, brytning, lyn og nordlys.
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Ampere-Maxwells lov, 119
Amperes lov, 76

Amperes lov pa differensialform, 83
Amperes lov, modifisert, 119
ampere, 59

anisotropt medium, 34

arbeid, 22, 57

B-felt, 65, 66

bglge, elektromagnetisk, 124
bglge, transversal, 127
bglgelengde, 127
bolgeligning, 123, 124
batteri, 95

Biot—Savarts lov, 65, 66
bunden ladning, 32, 36

Corona-utladninger, 45
coulomb, 17, 48
Coulombs lov, 17

curl, 13

D-felt, 34

diamagnetiske materialer, 86
dielektrisk medium, 32
dielektrisk skjerming, 32
dielektrisk styrke, 35
dielektriske medier, 31

diode, 39

dipol, 32

dipol, elektrisk, 26, 31, 35
dipol, elektrisk, kraft pa, 27
dipol, magnetisk, 81

dipol, magnetisk, kraft pa, 72
dipolmoment, elektrisk, 26, 32
dipolmoment, magnetisk, 71, 82
dispersjon, 129

divergens, 11, 28
divergensteoremet, 12, 28
dreiemoment, 70, 71
driftshastighet, 55

E-felt, 19
ekvipotensialflater, 24, 43, 53
elektrisk dipol, kraft, 27

elektrisk felt, 19

elektrisk flukstetthet, 34
elektrisk susceptibilitet, 34
elektrodynamikk, 95
elektromagnet, 118
elektromagnetisk bglge, 125

elektromagnetisk bglge, transversal, 127

elektromotor, 71
elektromotorisk spenning, emf, 95
elektron, bane, 71, 81
elektrostatisk problem, 39
emf, 92, 95, 97

energi, elektrisk, 52

energi, kondensator, 52
energi, magnetisk, 111, 113
energitetthet, elektrisk, 53
energitetthet, magnetisk, 113
enhet, 55

enheter, 48
entydighetsteorem, 43, 47

farad, 17, 48, 52

Faradaybur, 45

Faradays lov, 96, 97

Faradays lov pa differensialform, 97
ferromagnetiske materialer, 86
flateelement, 9

flateintegral, 9

flateladning, 20
flateladningstetthet, 20
flatenormalvektor, 9
flatestrgmtetthet, 66

fluks, 11, 12

fluks, elektrisk, 28, 44

fluks, magnetisk, 73, 96

fluks, total, 97, 105, 106

fluks, tverrsnitt, 106
fluksendring, magnetisk, 101
flukstetthet, elektrisk, 34
flukstetthet, magnetisk, 65, 66
forskyving, 34
forskyvingsstromtetthet, 119
forskyvingsstrom, 119
forskyvingsstrommen, 121
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frekvensdomenet, 129
fri ladning, 32

gauge transformations, 123
Gauss’ lov, 28

Gauss’ lov pa differensialform, 35
generator, 100

gjennomslag, 35, 37

gjensidig induktans, 104, 106
gnist, 35, 37

gradient, 10

grensebetingelser, elektriske, 38
grensebetingelser, elektrodynamikken, 122
grensebetingelser, magnetiske, 85
grunnenhet, 55

H-felt, 83

hgyrehandsregel, 14, 68, 99, 101
hale, bite seg i, 74

Hall-effekt, 73, 103

halvleder, 39, 56

Helmholtz’ teorem, 15
helsemessige effekter av magnetfelt, 103
henry, 66, 106

homogen polarisering, 32
homogent medium, 34, 38
hysterese, 86, 114
hysteresekurve, 86
hysteresetap, 114

ideelle ledere, 43

induksjon, 96

induksjon, elektrostatisk, 43
induksjonstopp, 114, 115
indusert flateladningstetthet, 43
integraler, 9

ionisering, 35

isotropt medium, 34

jording, 58, 59
jordingsresistans, 59

Joulsk tap, 56
justeringstransformasjoner, 123

kabler, magnetisk felt fra, 78
kapasitans, 48

kausalitet, 124

Kirchhoffs spenningslov, 24, 98
Kirchhoffs strgmlov, 61
koaksialkabel, 29, 84
koaksialkabel, energi, 53, 115
koaksialkabel, induktans, 107
koaksialkabel, kapasitans, 52
kollisjoner, 57

kommutator, 71, 100
kondensator, 48

kondensator, ikke-linesger, 53
kondensator, kretsligning, 48
konduktivitet, 56
konservativt vektorfelt, 14, 22
koordinatsystem, kartesisk, 7
koordinatsystem, sfeerisk, 7
koordinatsystem, sylindrisk, 7
koordinatsystemer, 7

kraft, magnetisk, 117

kraft, magnetisk dipol, 72
kraftlov, magnetisk, 65
krefter, elektrostatiske, 17
krefter, magnetiske, 69

krets, elektrisk, 98

kule, ladet, 30

kulemotstand, 58
kvasistatikk, 125, 126

ladning, 17

ladning, bunden, 32
ladning, fri, 32

ladning, opphopning, 61
ladninger, bunden, 36
ladningsbaerere, 55
ladningsbevarelse, 60, 119
Laplace’ ligning, 38
Laplace’ ligning, numerisk lgsning, 41
Laplace-operatoren, 14
ledende kule, 39, 44
leder, ideell, 43

leder, uendelig, 77

ledere, egenskaper, 43
ledere, ikke-ideelle, 56
Lenz’ lov, 101

linezert medium, 34
linjeelement, 9
linjeintegral, 9
linjeladning, 20
linjeladning, sirkulaer, 21
linjeladningstetthet, 20
lokalt maksimum, 42
Lorentz-kraften, 69
Lorenz-betingelsen, -justeringen, 123
Lorenzpotensialer, 122
lyn, 60

lynavleder, 45

lys, 128

lysbue, 35

magnet, permanent, 87
magnetfelt, helse, 103
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magnetisering, 82

magnetisk felt, 65

magnetisk flukstetthet, 65, 66
magnetisk moment, 71, 82
magnetisk susceptibilitet, 83
magnetiske kretser, 92
magnetiske monopoler, - “ladning”, 74
Maxwells ligninger, 121
metaller, 44, 55

metallskinner, 99
metamateriale, 86

moment, elektrisk dipol-, 26, 32
moment, magnetisk, 71, 82
moment, mekanisk, 70, 71
motstand, 57

nabla-operator V, 10
normalkomponent, 38

normalvektor, 11

numerisk lgsning, Laplace’ ligning, 41

observasjonspunkt, 19
ohm, 56
Ohms lov, 56

paramagnetiske materialer, 86
parallellkobling, kondensator, 50
parallellplatekondensator, 49
permanent magnetisering, 86
permanentmagnet, 87
permeabilitet, 83
permeabilitet, i vakuum, 65
permeabilitet, relativ, 83
permittivitet, 34
permittivitet, i vakuum, 17
permittivitet, relativ, 34
plan, uendelig, 31

planbglge, 127

pn-overgang, 39

Poissons ligning, 38

Poissons ligning, entyding lgsning, 43
polarisering, 32
polariseringsvektor, 33
potensial, 22
potensialbarriere, 40
potensialer, retarderte, 122
potensialforskjell, 22, 24
Poyntings teorem, 126
Poyntings vektor, 126
punktladning, 17

rand, 42
relaksasjon, 62

relativ permeabilitet, 83
relativ permittivitet, 34
reluktans, 93

resistans, 57

resistivitet, 56
romladning, 19, 20
romladningstetthet, 19, 20

selvinduktans, 104-106

seriekobling, kondensator, 51

Sl-systemet, 55

sirkulaer strgmslgyfe, 67

sirkulasjon, 13, 76

skalare funksjoner, 8

skalarpotensial, 22

skinneffekt, 102

skjerming, dielektrisk, 32

smultring, 80

solenoide, 78

speilladningsmetoden, 47

speilsymmetri, 31

spenning, 24

spenning, fare, 58

spinn, 81

spole, spiralformet, 101

St. Elmos fire, 45

Stokes’ teorem, 14, 23

strgm, 55

strgm, fare, 58

strgm, fordeling av, 102

strgm, fri, 83

strgmelement, 66

strgmfgrende ring, 67

strgmslgyfe, sirkuleer, 67

stromslgyfer, mikroskopiske, 81

stromtetthet, 55

superleder, 44, 101

superposisjon, 17, 20, 23, 66, 74

susceptibilitet, elektrisk, 34

susceptibilitet, magnetisk, 83

sylindrisk leder, 77

symmetri, 21, 29-31, 35, 39, 59, 67, 68, 77, 80,
119, 124

symmetrioperasjon, 21, 29

tangensialkomponent, 38
tangentvektor, 9

tap, joulsk/ohmsk, 56, 111
termiske bevegelser, 55
tesla, 66

tidsdomenet, 129

toroide, 80, 106, 113
toroide, med luftgap, 92
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total fluks, 105, 106
transformator, 108
transformator, energi, 114
tverrsnittsfluks, 106

utstrgmning, 11

veiunavhengighet, 14, 22, 23
vektoranalyse, 7
vektorfelt, 8

vektorformler, 16
vektorpotensial, 75

volt, 22, 95

volumelement, 9
volumintegral, 9

Weiss-domener, 86
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