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Forord

Kursets struktur

Dette fgrste kurset i kvantefysikk er delt inn i tre hoveddeler:

e Fgrste del tar for seg den historiske utviklingen fra slutten av det nittende
arhundre til begynnelsen av forrige arhundre. I denne tidsperioden vokste
erkjennelsen av at det vi kaller klassisk fysikk — i all hovedsak Newtons
lover, Maxwells ligninger for elektromagnetisme, og termodynamikk —
ikke kunne beskrive resultater fra flere nye eksperimenter. Denne utvik-
lingen fgrte fram til den nye kvanteteorien rundt 1925. De nye begrepene
som ble innfgrt med kvantefysikken var blant annet materieegenskapen til
lys, bolgeegenskapene til materien og kvantiseringen av fysiske storrelser
som for eksempel energi og anguleermoment (ogsé kjent for mange som
banespinn, eller bare spinn). Forelesningene i denne delen dekkes av disse
forelesningsnotatene.

e Andre del er en introduksjon til kvantemekanikk, det matematiske spra-
ket som brukes i kvantefysikk. Her lgser vi den sakalte Schrédingerlig-
ningen for enkle systemer. Denne delen avsluttes med en kvantemekanisk
beskrivelse av hydrogenatomet. I denne delen fglger vi leereboken, “In-
troduction to Quantum Mechanics” av David J. Griffiths. For kapittelet
om kvantemekanikkens formalisme (kapittel 3), og avsnitt 4.4 om spinn,
s& har vi inkludert en forenklet oppsummering i dette kompendiet som
dekker leeringsmalene.

e Tredje og siste del undervises resten av semesteret. Her tar vi for oss
ulike anvendelser fra kvantemekanikkens spede begynnelse til i dag, for
eksempel innen atomfysikk, molekylegenskaper, moderne partikkelfysikk
og faste stoffers fysikk. Deler av dette materialet finnes i kap. 5 i Griffiths,
og avsnitt 5.1 og 5.2, mens resten finner dere i dette kompendiet.

Kursets innhold
e Fogrste del.
— Enheter og stgrrelser i FYS2140
— Sort legeme-straling og Plancks kvantiseringshypotese

— Fotoelektrisk effekt

— Rontgenstraling
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Til slutt en takk til alle som har kommet med kommentarer og forbedrings-
forslag til disse notatene. Vi er sveert takknemlige for hjelpen Simen Kvaal ga
i utviklingen av flere av de numeriske oppgavene. En spesiell takk ogsa til en
anonym bidragsyter med fritidsproblemer, som varen 2014 korrekturleste hele
kompendiet og leverte den rettede utgaven i oblighyllen til FYS2140.

Kompendiet i FYS2140 er resultat av et dugnadsarbeid der kursets forelesere
har bygget pa sine forgjenegers arbeid. Det ble opprinnelig skrevet av Morten
Hjorth-Jensen i samarbeid med Torgeir Engeland og ble kraftig revidert av
Susanne Viefers hgsten 2004 /varen 2005. En del kapitler er skrevet om helt.
Flere revisjoner av notatene er gjort de siste arene av Are Raklev, tidvis med
hjelp fra Siv Aalbergsjg. Til slutt har Eirik Grude Flekkgy lagt til sin versjon av
kapittel 4. I forelesningsnotatene til fgrste del av kurset har vi hentet inspirasjon
fra flere kilder, bl.a. Brehm og Mullin: “Introduction to the Structure of Matter”,
som var pensumbok tidligere, “Nonclassical Physics Beyond Newton’s View” av
R. Harris og “Modern Physics” av Serway, Moses og Moyer.
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Kapittel 1

BRUDDET MED KLASSISK
FYSIKK

Anybody who is not shocked by quantum theory has not under-
stood it. Niels Bohr

Kursets forste del har som hensikt a gi dere en viss oversikt over den histo-
riske utviklingen som fgrte til formuleringen av kvantemekanikken rundt 1925.
Dette er pa ingen maéate et forsgk pa en fullstendig historisk oversikt. Vi vil kun
ta for oss det vi anser som de viktigste bitene pa denne vei. Dette inkluderer
en beskrivelse av sort legeme-straling vha. Plancks kvantiseringshypotese, den
fotoelektriske effekt, Comptonspredning, Rontgenstraling, Bohrs atommodell,
samt materiens partikkel- og bglgeegenskaper. Nar vi har gatt igjennom denne
innledende delen, sa er vi klare til & ta fatt pa konsekvensene av den historiske
utviklingen i del 2, som omhandler kvantemekanikkens grunnleggende formalis-
me.

1.1 Innledning

Det finnes to paradoksalt forskjellige oppfattelser av tilstanden i fysikk rundt
forrige arhundreskifte. Den ene, med stor oppslutning i samtiden, er at man gjen-
nom Newtons mekanikk, Maxwells elektromagnetisme og utviklingen av termo-
dynamikk hadde en bortimot fullstendig beskrivelse av verden, og at det som
gjensto kun var sméproblemer. Dette illustreres kanskje best av Lord Kelvin,
som i 1900 skal ha sagt folgende [1]:

There is nothing new to be discovered in physics now. All that re-
mains is more and more precise measurement.

Den andre oppfatningen er at man satt pa en Pandoras-boks av eksperimentelle
observasjoner som, med basis i veletablert klassisk fysikk, ikke lot seg forklare,
og som varslet en fullstendig revolusjon. Det kan veere verdt & bite seg merke i
dette i en verden hvor det stadig stilles spgrsmal ved verdien av grunnforskning,
na som “alt er oppdaget”.

En kan argumentere for at startskuddet for kvanteteorien gikk den 14. desem-
ber 1900, da Planck foreleste om sin teori for sort legeme-straling til Det tyske
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fysiske selskap. En rekke fysiske fenomen, sort legeme-straling, fotoelektrisk ef-
fekt, diskrete spektra fra ulike gasser, rontgenstraling m.m., kunne altsa ikke
forklares vha. det vi i dag kaller for klassisk fysikk, dvs. den tids bevegelseslover
for naturen, uttrykt vha. Newtons og Maxwells ligninger. Teorien resulterte i
flere inkonsekvenser, slik som den sakalte ’ultrafiolette katastrofe’ (se senere),
eller at elektroner ifplge klassisk teori burde kollapse inn i atomkjernen.

I fgrste omgang ble disse problemene sgkt lgst vha. ad hoc hypoteser, slik som
Plancks kvantiseringshypotese eller Bohrs atommodell. Denne historiske gangen
viser oss ogsa klart at fysikk er et eksperimentelt fag, teorier om naturen utvikles
hand i hand med eksperiment, og aller sterkest er kanskje utviklingen nar teori
og eksperiment er pa kollisjonskurs.

Etter hvert som en fikk storre eksperimentell innsikt om béde atomer og
straling, viste slike ad hoc forklaringer seg som utilstrekkelige. Krisen i klassisk
fysikk kom til sin ende rundt 1925-1928 med formuleringen av kvantemekanik-
ken. Her fglger noen viktige oppdagelser og teorier som var med & forme den
fgrste tiden:

1898 Madam Curie Radioaktiv polonium og radium

1900 Planck Plancks kvantiseringshypotese og sort
legeme-straling

1905 Einstein Fotoelektrisk effekt

1911 Rutherford Atommodell

1913 Bohr Kvanteteori for atomspektra

1922 Compton Spredning av fotoner pa elektroner

1923  Goudsmit og Uhlenbeck Elektronets egenspinn

1924  Pauli Paulis eksklusjonsprinsipp

1925 De Broglie Materiebglger

1926  Schrodinger Bolgeligning og ny naturlov

1927 Heisenberg Uskarphetsrelasjonen

1927 Davisson og Germer Eksperiment som paviste materiens
bglgeegenskaper

1927 Born Tolkningen av bglgefunksjonen

1928 Dirac Relativistisk kvantemekanikk og prediksjon

av positronet

Kvantemekanikken har veert et uunnveerlig verktgy i var sgken etter a forsta na-
turen, fra & forklare hvorfor sola skinner, til studier av atomer, deres struktur og
understrukturer, supraledning, ngytronstjerner, strukturen til DNA-molekylet,
elementeerpartiklene i naturen m.m. Og kvantemekanikken ligger samtidig til
grunn for store deler av var naveerende og framtidige teknologiske utvikling.
Fra et mer filosofisk stasted kan vi si at dialektikken, det vil si argumenter
og motargumenter, spgrsmal og svar, mellom eksperiment og teori var med
pa & forme en ny naturvitenskapelig filosofi. Som basis for var forstaelse av
naturen har vi erstattet determinismen gitt ved f.eks. Newtons lover med en
sannsynlighetsbestemt determinisme, men det er altsad determinisme likevel.

1.1.1 Hva er kvantemekanikk?

Kvantemekanikk er et matematisk byggverk, et sett av regler for a lage fysis-
ke teorier om naturen, et matematisk sprak for & uttrykke naturlover, hvor
Schrédingers ligning er det helt sentrale elementet, bade for mikroskopiske og
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makroskopiske systemer. Settet med regler inneholder ogsa tolkninger av teori-
en samt ulike postulater, f.eks. hvordan en maéling av en fysisk stgrrelse skal
defineres. Reglene er for sa vidt enkle, men hgyst ikke-trivielle i sine tolkninger,
noe som har ledet og fortsatt leder til interessante kontroverser om naturens
egenskaper og var evne til a forsta den. Den kanskje mest kjente kritikeren av
kvantemekanikken er Einstein, som, sammen med Planck, var en av teoriens
‘jordmgdre’.

Kvantemekanikken kjennetegnes, som dere kommer til & merke, ved at den,
i motsetning til klassisk mekanikk, er hgyst ikke-intuitiv. Naturen pa atomeert
niva den mikroskopiske verden, kan oppfore seg helt forskjellig fra maten vi er
vant til a tenke pa. Dette skyldes selvsagt at det vi kaller “intuisjon” er basert
pa vare hverdagslige sanseerfaringer, og at vare sanser er laget for & oppfatte
den makroskopiske verden. Vi ser ikke enkeltatomer. Uansett medfgrer dette at
kvantemekanikken kommer som et sjokk for de aller fleste. Dere kommer til &
mgte en hel del nye og uvante begreper og matematisk formalisme som det tar
en del tid & fordgye. (NB! En viktig del av denne fordgyelsesprosessen er & regne
mange oppgaver. ..!) Men la dere ikke skremme av dette — det er disse uvante
egenskapene ved naturen som gjor kvantefysikken sé fascinerende og spennende!

Som en liten forsmak vil jeg her nevne fire av de “merkelige” egenskape-
ne ved kvantemekanikken som dere vil mgte i lgpet av kurset. De har ingen
klassisk analog. Jeg velger her litt upresise, “sleivete” formuleringer framfor pre-
sise definisjoner (de kommer senere og ville veert ganske ubegripelige pa dette
tidpunktet):

e Energikvantisering

Vi er vant til a tenke pa energi som en kontinuerlig stgrrelse. Den poten-
sielle energien %ka til en fjeer, for eksempel, kan ifplge klassisk mekanikk
anta en hvilken som helst verdi. Men ser vi pa verden med stort nok for-
storrelsesglass (dvs. pa atomeert niva), finner en at energier bare kan anta
visse, diskrete verdier. Dette kalles kvantisering. Vi vil se mange eksemp-
ler pa dette, bl.a. for elektroner som er bundet til atomer, og energien til
fotoner (“partiklene” som lyset bestar av).

¢ Bglge-partikkel-dualitet

En kan tilordne bglgeegenskaper til enhver partikkel (eller for den saks
skyld til hver og en av oss ...), og partikkelegenskaper til lyset. At lyset
bestar av “partikler” (energipakker) har jeg allerede nevnt. Et sjokkerende
bevis pa materiens bglgeegenskaper er dobbeltspalteeksperimentet: dere
har leert om interferens med klassiske bglger pa videregaende. Imidlertid,
sender man ett elektron mot to spalter, vil det litt sleivete sagt ga gjennom
begge spaltene samtidig og interferere med seg selv. Som en konsekvens
av dette trenger man en bglgeligning (Schrédingerligningen) til & beskrive
materien, i stedet for Newtons mekanikk. Og det viser seg at det eneste vi
kan fa vite noe om utfra denne bglgeligningen er sannsynligheter, f.eks.
sannsynligheten for at en partikkel skal befinne seg et gitt sted.

e Heisenbergs uskarphetsrelasjon
Klassisk er det slik at posisjon x og bevegelsesmengde p er uavhengige
stgrrelser. Vi kan holde en kaffekopp i ro og samtidig vite hvor den befinner
seg! Kvantemekanisk impliserer Heisenbergs uskarphetsrelasjon at vi ikke
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kan lokalisere en partikkel og samtidig bestemme dens bevegelsesmengde
til en vilkarlig presisjon. Matematisk uttrykkes dette som

ApAx > g,

der Ax er “uskarpheten” i posisjon, og Ap er “uskarpheten” i bevegelses-
mengde. Grunnen til at vi ikke merker noe til dette i hverdagen, er at den
relative uskarpheten er uhyre liten for makrokopiske gjenstander. Men pa
atomeert niva har uskarphetsrelasjonen merkbare og viktige konsekvenser.

e Paulis eksklusjonsprinsipp

To fermioner (som f.eks. elektroner, protoner, ngytroner, kvarker og ngyt-
rinoer) kan ikke befinne seg i samme tilstand (dvs. med samme energi og
pa samme sted, hva det né enn skulle bety i lys av uskarphetsrelasjonen)
samtidig. (Som sagt, formuleringen her er ganske upresis.) Dette forer bl.a.
til, som dere vel alt vet fra kjemien, at energiskall i atomer kan bli ful-
le. Eksklusjonsprinsippet er med andre ord avgjgrende for hele materiens
struktur!

Var malsetting i dette kurset er a gi en introduksjon til kvantemekanikken,
hvor vi vektlegger den historiske gangen fram til Schrédingers ligning og det &
forsta enkle kvantemekaniske systemer. I tillegg tar vi med oss noen anvendelser
for & demonstrere hvordan kvantemekanikken brukes i “den virkelige verden”.

Matematikken i dette kurset er ikke vanskelig, selv om en del manipulering
med matematiske uttrykk kan virke innflgkt innledningsvis. Den abstrakte ma-
tematiske formalismen som kjennetegner kvantemekanikk vektlegges ikke i dette
kurset, men vil til en viss grad bli innfgrt der den kan hjelpe pa forstaelsen. Vi-
deregaende emner som FYS3110 har dette som et viktig tema. De vanskeligste
matematiske problemene vi kan komme i kontakt med er integral av typen

b
/ e~ “a"dr,
a

og

hvor « en reell positiv konstant og n et positivt heltall. Bokstavene a og b
representerer integrasjonsgrensene. I tillegg kommer kjennskap til regning med
komplekse tall og variable.

1.2 Enheter i kvantefysikk

Hovedbudskapet i dette avsnittet er at dere bgr venne dere til & bruke “lure”
enheter, bade nar dere regner oppgaver med penn og papir, og i de numeris-
ke oppgavene — s vel i mellomregninger som i sluttsvaret. Med “lure” (eller
elegante) enheter mener vi kort sagt enheter som er slik at en unngér enormt
store (eller sma) tall av typen 10734 eller 10'? i regningene. For & foregripe be-
givenhetene litt, kan jeg jo rgpe at dette i praksis innebeerer & uttrykke energier
i elektronvolt (eV), lengder i nanometer (nm) eller Angstrom (A), og masser
i MeV/c2. Som dere vil se etter hvert, gjor ikke dette bare at regningene blir
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enklere og mer elegante, men ogsa at man lettere unngar feil. Flere detaljer og
noen lure triks kommer mot slutten av avsnittet. Men fgrst noen betraktninger
som skal gjgre dere mer fortrolig med de stgrrelsesordener vi typisk opererer
med.

I kvantefysikk er vi opptatt av & beskrive fysiske fenomen pa det vi kan kalle
mikroskala. Typiske lengdeskalaer av interesse gar fra 1078 m ned til 107!® m.
Enhetene som da benyttes er nm, leses nanometer, som er 10~ m og fm, leses
femtometer, og er gitt ved 1 fm = 1071 m. ! Nanometer er den typiske lengde-
skalaen i atomfysikk, faste stoffers fysikk og molekylfysikk. Tilsvarende anvendes
femtometer i kjerne- og partikkelfysikk. Senere i dette kurset skal vi se at det er
en sammenheng mellom de kreftene som virker (f.eks. Coulombvekselvirkningen
i atomfysikk) og et systems energi og dermed dets lengdeskala.

For & gi dere et enkelt eksempel pa de lengdeskalaer som vi skal befatte oss
med, kan vi regne ut en omtrentlig verdi for diameteren til et hydrogenatom.
Til dette trenger vi Avogadros tall

N4 = 6.023 x 10?3,

som betyr at det er N4 atomer i A gram av et ethvert element, hvor A er
det atomeere massetall. Det vil si at 1 g hydrogen, 12 g karbon (}2C) og 238 g
uran (#*®U) har like mange atomer. La oss si anta at vi har et gram av flytende
hydrogen og stiller oss selv spgrsmalet om hvor stor utbredelse et hydrogenatom
har, dvs. hvor stor er diameteren til hydrogenatomet som bestar av et elektron
og et proton. Vi har oppgitt at tettheten p av flytende hydrogen er p = 71
kg/m?. Volumet som et gram opptar er da
1073 kg

V o (1.1)

og volumet som et atom opptar blir derfor
Vo 1073 kg B 1073 kg
T Na o Nap  71kg/m’-6.023 x 1023

Va ~23x107% m3 (1.2)

Siden vi her ser pa en vaeske — i motsetning til en gass — ligger atomene
tett sammen. Vi antar derfor at denne vaesken bestar av tettpakkede kuler av
hydrogenatomer, slik at vi kan sette diameteren d

d~ VY2 ~3%107 m = 0.3 nm. (1.3)

atom

Vi skal senere i kurset se at nar vi regner ut den gjennomsnittlige diameteren
for hydrogenatomet vha. kvantemekanikk, vil vi finne en lignende stgrrelsesor-
den for diameteren. Dette enkle eksempel er ment som en illustrasjon pa de
lengdeskalaer som er av betydning for det vi skal drive med her. I forbifarten
kan vi nevne at radius til et proton er ca. 1 fm, mens radius til en atomkjerne
(uten elektronene, kun protoner og ngytroner) slik som bly er pa ca. 7 fm. Dette
forteller sitt om styrken pa den sterke kjernekraften som holder en atomkjerne
sammen.

La oss na introdusere den viktige energienheten var. Fra FYS-MEK1110
og FYS1120 har dere veert vant med Joule som energienhet, J = kg m?/s2. I

ITblant kan man ogsd mgte enheten Fm (med stor F), som uttales Fermi. Dette er det
samme som en femtometer.
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FYS2140 vil vi operere med energiskalaer av typen 107!° J. Da er det hen-
siktsmessig & innfgre en ny energienhet, elektronvolt, med enhet eV. Vi vet at
elektronets ladning er gitt ved

e=1.602x 107" C, (1.4)

ogat 1 J=1C-1V. Videfinerer 1 eV som den mengde kinetisk energi som
et elektron far nar det akselereres gjenmom en potensialdifferanse pa 1V. Dette
betyrat 1eV=e-1V=1.6x10"1 C-V, dvs.

1eV =1.602 x 10~ J.

For & illustrere bruken av MeV /c? som masseenhet, ser vi pa hvileenergien til
elektronet, E§'<Ton = m, ¢, hvor massen til elektronet er m, = 9.11x 107! kg.
Regner vi ut denne hvileenergien i enheten eV, far vi

mec® =9.11 x 10731+ (3 x 108)% J ~ 8.20 x 10714/1.602 x 10~ eV, (1.7)

som gir
Eglektron — ¢ = 5.11 x 10° eV (1.8)

eller 0.511 MeV, med 1 MeV = 10% V. For massen brukes ofte
Me = E(e)lektron/c2, (19)

dvs. at vi skriver m, = 0.511 MeV /c?, som leses MeV-over-c-i-andre. For proto-
net har vi m, = 938 MeV /c?.

I atomfysikk, faste stoffers fysikk og molekylfysikk har vi energier pa stor-
relsesorden noen fa eV, i all hovedsak er det Coulombvekselvirkningen som gir
vesentlige bidrag til disse systemenes fysikk. I kjerne- og partikkelfysikk opere-
rer vi med energier av stgrrelsesorden MeV (elektronet og de lette kvarkene),
GeV (1000 MeV) (tunge kvarker, leptoner og de elektrosvake bosonene) eller
TeV (massen til den mystiske Higgspartikkelen).? Maksimal bindingsenergi til
kjerner, nar vi ser bort fra hvileenergien til protoner og ngytroner, er pa ca. 8
MeV (56Fe). Atomer masseenhet gitt ved 1 u, som er 1/12 av massen til *2C,
tilsvarer 1.6604 x 10727 kg eller 931.48 MeV /c?.

En annen nyttig stgrrelse vi vil mgte er Plancks konstant h

h =6.626 x 1073* Js = 4.136 x 107 *° eVs, (1.10)

dog brukes oftest % (leses h-strek)

h
hi= - =1.055x 10734Js = 6.582 x 1071 eVs. (1.11)
™

I tillegg forekommer 7 ofte sammen med lyshastigheten ¢, slik at en ny hendig
stgrrelse er
he =197.3 eVnm (MeV fm) (1.12)

2 Andre prefikser for tierpotenser finnes i tabell 1.1.
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eller
he = 1240 eV nm (MeV fm). (1.13)

Et lurt, lite triks er som fglger: i en del sammenhenger kan det faktisk
veere lurt & gange med ¢ over og under brgkstreken for & f& inn denne konstanten!
Dette trikset far dere garantert bruk for i obligene, s& la meg demonstrere det
med et lite eksempel. Anta at vi skal regne ut tallverdien til uttrykket

h

MmecC

der h er Plancks konstant, m. er elektronets hvilemasse og ¢ er lyshastigheten.
Her kunne vi satt inn % i enheter Js, lyshastigheten i m/s og m i kg. Dette hadde
medfgrt et par enormt smé tierpotenser (10734 og 1073!) i mellomregningen. La
oss i stedet gange med ¢ bade over og under brgkstreken og skrive om uttrykket
pa folgende maéte:

h hc 1240 eV nm

_ _ ~ 0.002 nm.
mec | mec® 0511 x 100 eV i

Til slutt nevner vi at faktoren k i Coulombvekselvirkningen mellom to elekt-

roner med ladning e,
k ez 1
Vir) =2 = z
(r) r  Admeyr’

(1.14)

hvor €y er permittiviteten og r er absoluttverdien av avstanden mellom de to
elektronene, kan uttrykkes som

e2

k/i

= =144 . 1.1
Treo eVnm (1.15)

Men legg merke til at dette ikke er Coulombkonstanten k.. Vi har at k = k.e?.

Tabell 1.1: Standard metrisk notasjon for tierpotenser

Potens prefiks symbol
108 exa E
1015 peta P
1012 tera T
107 giga G
108 mega M
103 kilo k
10—2 centi c
1073 milli m
1076 mikro I
1079 nano n
1012 pico P
10-1° femto f
1018 atto a

Vi kommer ellers — siden vi ikke er fullstendig riv rav ruskende gale — til &
bruke det internasjonale enhetssystemet, SI, hvor dynamiske variable uttrykkes
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i fem fundamentale enheter, meter (m), kilogram (kg), sekund (s), ampere (A)
og kelvin (K). I kvantefysikk er det, som vist ovenfor, mer hensiktsmessig &
bruke enheter som eV for energi. I tabell 1.2 finner dere flere konstanter som
blir brukt i dette kurset.

Tabell 1.2: Nyttige konstanter

Konstant symbol verdi
Lyshastighet c 3.00 x 10% m/s
Cravitasjonskonstant Gy 6.67 x 10711 Nm? /kg?
Coulombkonstant ke 8.99 x 10° Nm?/C?
Boltzmannkonstant kp 1.38 x 1072 J/K
=8.61x107% eV/K
Elektronladning e 1.60 x 10~ C
Plancks konstant h 6.63 x 10734 Js
= 4.136 x 1071° eVs
hc 1240 eVnm
h=h/2% 1.055 x 10734 Js
= 6.582 x 10716 eVs
he 197.3 eV nm
Bohrradius ag = h*/mcke?  0.0529 nm
Finstrukturkonstanten « 1/137.036
Coulombfaktor keoe? 1.44 eV nm
Elektronets gyromagnetiske faktor g, 2.002
Grunntilstand hydrogen Eo = —ke?/2ag  -13.606 eV
Rydberg Ry 13.606 eV
Nuklezer magneton un = eh/2my, 3.152 x 10714 MeV/T

Tabell 1.3: Masser til viktige partikler

Partikkel i kg i MeV/c? iu
elektron 9.109 x 1073t kg  0.511 MeV/c?  0.000549 u
proton 1.672 x 10727 kg 938.3 MeV/c?  1.007277 u

ngytron 1.675 x 10727 kg 939.6 MeV/c?  1.008665 u
hydrogen  1.673 x 10727 kg  938.8 MeV/c?  1.007825 u

Annen informasjon som er nyttig & huske, er at bglgelengden til synlig lys
gar fra 700 nm (merk rgd) til 400 nm (merk fiolett).

1.3 Plancks kvantiseringshypotese

I dette avsnittet skal vi se vart forste eksempel pa kvantisering. Med kvanti-
sering menes at en gitt fysisk stgrrelse bare antar visse, diskrete verdier. Et
velkjent eksempel pa dette er elektrisk ladning: Som dere vet, observeres fri
ladning alltid som et heltallig multiplum av elektronladningen e — ladning er
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med andre ord kvantisert.® Det vi skal se her, er at energi kan veere kvantisert.
Denne hypotesen ble introdusert av Planck i 1900 og lgste, som vi skal se, mys-
teriet med at klassisk fysikk ikke kunne forklare eksperimentelle observasjoner
av stragling fra et sakalt sort legeme. Plancks kvantiseringshypotese utgjorde
det avgjorende bruddet med klassisk fysikk og la grunnlaget for utviklingen av
kvantemekanikken.

Et av problemene en ikke var i stand til & forklare vha. klassisk fysikk var
frekvensfordelingen til elektromagnetisk straling fra et legeme ved en gitt tem-
peratur, f.eks. sola eller en vanlig kokeplate. Nar vi setter pa en kokeplate merker
vi i begynnelsen ikke noen nevneverdig fargeforandring, selv om vi registrerer
at den blir litt varmere. Etter en stund blir den rgdglgdende og innbyr neppe
til & bli tatt pa. Men fgr vi definerer problemet noe naermere, la oss ta for oss
noen definisjoner:

e Termisk straling: den elektromagnetiske straling som sendes ut fra et le-
geme som resultat av dets temperatur. Alle legemer sender ut (emisjon)
og mottar (absorpsjon) elektromagnetisk straling.

e Ved gitt temperatur 7' er vi interessert i & finne fordelingen av emittert
straling som funksjon av den elektromagnetisk stralingen sin frekvens v
eller bglgelengde A. Vi minner om fglgende relasjon mellom frekvensen v
og bglgelengden A

c
v=—.
A

e Frekvensfordelingen
M,(T)

kalles spektralfordelingen eller kanskje bedre fordelingsfunksjonen for fre-
kvensspekteret, eller bare frekvensfordelingen. Denne fordelingen gir oss
hvor mye utstralt energi vi far fra en gjenstand ved temperatur 7’
per areal per tid per frekvensenhet. Figur 1.1 viser eksempler pa fre-
kvensfordelinger for ulike temperaturer fra et sakalt sort legeme.* Figuren
viser ogsa resultatet fra klassisk teori. Denne fordelingsfunksjonen viser en
divergerende oppfarsel (ultrafiolett katastrofe) ved hgye frekvenser (eller
smé bglgelengder), i strid med eksperimentelle resultat.

e Integrerer vi over alle frekvenser
M(T) = / M, (T)dv
0

far vi totalt utstralt energi per sekund per areal ved gitt temperatur 7.
Dimensjonen til M (T)) er da [M(T)] = J/(m’s) = W/m". Denne storrelsen
kalles radiansen.

e Var utfordring er & finne fram til en forklaring for den eksperi-
mentelle formen til M, (T).

3Kvarker, dvs. byggestenene som f.eks. ngytroner og protoner bestar av, har tredjedels lad-
ninger, men de opptrer ikke fritt — bare i kombinasjoner med heltallsladning. Det finnes ogsé
eksempler pa ikke-heltallige ladninger i systemer som har mindre enn tre romlige dimensjoner,
men disse skal vi ikke ga inn pa her.

4Strengt tatt sa viser figuren fordelingen mhp. energi og ikke frekvens, men, for & foregripe
begivenhetene litt, vi skal senere se at energien til et foton jo nettopp er E = hv, slik at hver
verdi for energi tilsvarer en spesiell frekvens.
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2e-06 — | | |
-" kT =0.6eV ——
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Figur 1.1: Figuren viser frekvensfordelingen fra Plancks kvantiseringspostulat
i ligning (1.24), som er tilneermet lik det maélte resultatet, og den klassiske
fordelingsfunksjonen fra ligning (1.20). Legg merke til at energi er i enhet eV og

frekvensfordelingen har enheten eV /nm?.

Det klassiske eksempel pa en slik frekvensfordeling M, (T') var gitt ved stra-
ling fra et sékalt sort legeme. Et sort legeme er et idealisert objekt som ikke
reflekterer noe av den innkommende elektromagnetiske straling. All innkom-
mende elektromagnetiske straling blir absorbert. Grunnen til at det kalles sort
legeme var at ved lave temperaturer (tenk igjen pa en kokeplate som nettopp
er satt pa) sa forble legemet merkt, selv om det sendte ut termisk straling. Den
var bare ikke synlig for oss. Frekvensfordelingen til et sort legeme er uavhengig
av materiale, slik at dets frekvensfordeling er en universell funksjon av frekvens
v og temperatur 7T

Pa slutten av 1800-tallet hadde en gjennomfert flere eksperiment for & ob-
servere utstralt elektromagnetisk energi fra en modell som skulle representere et
sakalt sort legeme. Modellen var et hulrom som ble varmet opp til en bestemt
temperatur. Atomene i materialet til dette hulrommet ble da satt i svingninger
og sendte ut elektromagnetisk straling (mer om dette i FYS2160). En kan tenke
seg atomene som harmoniske oscillatorer (“kuler pé en fjeer”) som vibrerer og
sender ut straling. Ved termisk likevekt — like mye straling sendes ut og ab-
sorberes — er hulrommet fylt av elektromagnetisk straling. Teknisk sett vil
dette svare til stdende elektromagnetiske bglger, og en kan da regne ut
energien til elektromagnetiske feltet i et slikt hulrom. Hulrommet hadde et hull,
hvis stgrrelse var mye mindre enn hulrommets overflate. Elektromagnetisk stra-
ling ble emittert fra dette hullet, som ideelt sett skal representere et sort legeme.
Fordelen med dette oppsettet var at det lot seg bade gjennomfgre eksperimentelt
og at en kunne regne ut den teoretiske frekvensfordelingen. Den typiske formen
pa frekvensfordelingene som ble malt, ser dere i figur 1.1.

Basert pa maledata kom en fram til at radiansen til et sort legeme kan skrives
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SOo1m

M(T) = oT*, (1.16)

hvor o er en konstant. Dette uttrykket kalles Stefan-Boltzmanns lov. Det var
Stefan som i 1879 foreslo, basert pa data, at radiansen for et sort legeme skulle
veere proporsjonal med 7. Et annet viktig empirisk resultat var Wiens for-
skyvningslov, som sier at det er en enkel sammenheng mellom temperaturen og
bglgelengden A4, der frekvensfordelingen har sitt maksimum:

AmazT = 2.897 x 1073 Km. (1.17)

Mens vi er inne pa temaet malinger tar vi et par eksempler pa sort stra-
ling som er malt i naturen: sola straler som et sort legeme med en temperatur
pa rundt 5800 K. Den kosmiske mikrobglgebakgrunnsstralingen fra perioden
400.000 ar etter Big Bang tilsvarer stralingen fra et sort legeme med en tempe-
ratur pa 2.7 K (ca. -270 grader celsius).

La oss na se hva som skjer nar man prgver a utlede disse resultatene fra
klassisk fysikk. En kan vise at

2 2
MV(T) _ v

(E), (1.18)
¢

hvor (E) er den gjennomsnittlige energien per svingemode til det elektromag-
netiske feltet i hulrommet. (Nar dette feltet beskrives som staende bglger i hul-
rommet.) Dette feltet skal igjen gjenspeile svingningene til atomene i materialet
til hulrommet. Utledningen av dette uttrykket er ikke pensum, men vi nevner
at faktoren 2712 /c? essensielt (opp til en multiplikativ konstant) er antall tillat-
te svingemoder per enhets-frekvensintervall rundt frekvensen v. Dere kommer
til & leere 1 FYS2160 hvordan man teller opp antall mulige staende bglger per
frekvensintervall. Her merker vi oss bare at dette antallet er proporsjonalt med
2

Klassisk fysikk ga videre at
(E) = kBT, (1.19)

hvor kg er Boltzmanns konstant og 1" er temperaturen malt i Kelvin. Utlednin-
gen av dette uttrykket kommer dere igjen til & leere mer om i FYS2160, men
det er kanskje ikke overraskende fra et klassisk standpunkt at den gjennomsnitt-
lige energien er direkte proposjonal med temperaturen (se ogsd avsnitt 1.3.2).
Bruker vi dette, far vi altsa at

22
2

M,(T) = kpT. (1.20)

Dersom vi integrerer det siste uttrykket for & finne radiansen

[ee] 2 2
M(T) = / = kpTdv, (1.21)
0 C
ser vi at radiansen divergerer (gar mot uendelig), i strid med den empiriske
oppfgrselen i Stefan-Boltzmanns lov. Dette kalles den ultrafiolette katastrofen.
Problemet ligger i uttrykket for (E). For & undertrykke divergensen som kommer
fra en ren telling av tillatte tilstander (det ma veere plass til flere staende bolger
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ved hgyere frekvenser siden bglgelengden er mindre), matte den gjennomsnittlige
energien veert en eksplisitt funksjon av v — naermere bestemt ma den veere en
funksjon som gar raskt mot null for store v, hvis den skal kunne reprodusere de
observerte frekvensfordelingene.

Det var akkurat dette Planck oppnadde med sin hypotese. Det Planck pos-
tulerte var at: den elektromagnetiske stralingen i hulrommet kan repre-
senteres som bestaende av et stort antall kvantiserte enheter (“energi-
pakker”) som kan ha energi

€n = nhv (1.22)

der h er Plancks konstant, v er stralingens frekvens, og n er et heltall. Det er
med andre ord bare heltalls multipler av “energikvantumet” hv som er tillatt —
i analogi med kvantiseringen av elektrisk ladning.

Basert pa Plancks hypotese kan en utlede et alternativt uttrykk for (E). For
interesserte finnes en delvis utledning mot slutten av dette avsnittet. Her skal
vi konsentrere oss om det viktige resultatet:

hv

<E> = ehl//kBT _ 1’

(1.23)

som dermed gir
2712 hv
C2 ehl//kBT _ 1’

M, (T) = (1.24)
hvilket er i samsvar med eksperiment. Dette er vart fgrste mgte med denne
viktige konstanten h, som dere kommer til & se mye til i lopet av kurset. Legg
ogsa merke til at (E) — kpT i grensene T' — oo eller A — oo (dvs. v — 0), som
er grensene der en forventer at klassisk fysikk skal gjelde.

Funksjonen i (1.24) har det riktige forlgp for alle verdier av v, og er plottet
ifigur 1.1. I denne figuren har vi valgt enheter ¢V og nm. Grunnen er, som dere
sikkert allerede har gjettet, at dersom vi gnsker a sette naturkonstantene kg, h
og c i enheter av henholdsvis J/K, Js og m/s?, far vi inn ekstremt store (eller
ekstremt sma) tall. Dette er nok et eksempel pa at “smart” valg av enheter
gir oss mer elegante og mer handterlige tallverdier. For & konvertere til disse
enhetene multipliserer vi (1.24) med h? i teller og nevner:

2m (hv)3
M, (T) = W22 SRk 1’ (1.25)
og ved a sette = hv finner vi
27 23
Mo (T) = 7202 gi kel — 1’ (1.26)
som gir, med hc = 1240 eV nm,
2 3
My (T) = —— ° (1.27)

(1240)2 ex/ksT — 1’

i enheten eV/nm? nar bade x og “temperaturen” kgT er uttrykt i eV. Nar vi
snakker om en temperatur pa 1 eV (husk at 1 eV = 1.6 x 10719 J), svarer dette
derfor til

T=1eV/kg=160x10"" J/(1.38 x 1072 J/K) = 11594 K.
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Vi kan na utlede Stefan-Boltzmanns lov vha. Plancks uttrykk (1.23). Vi
trenger da

e * 27y? hv
M(T) = /0 M (T)dv = /0 e (1.28)
og med variabelbytte 2 = hv/kpT far vi
2k} < g8
M(T) = =Z2T1* du . 1.29
1) = Tt [ S (1.29)
Dette siste integralet kan slas opp i tabeller, f.eks. i Rottmann som gir:
© 3 -
der = —. 1.30
/0 er—17 " 15 (1.30)
Da far vi
M(T) = oT*, (1.31)
med -
21°kp -8 2704
0= Trans = 5.676 x 107° W/m“K", (1.32)

i godt samsvar med verdier fra empiriske data.

Det viktige budskapet er at Planck forlot den klassiske maten a
regne ut den midlere energien (F). I stedet for & tillate alle mulige
verdier av energien, krevde han at kun bestemte diskrete verdier
kunne tas med i utregningen av (F). Det sorte legemet kan altsi bare
emittere bestemte kvanta med energi.

Mot slutten av avsnittet har vi tatt med ytterligere et eksempel som involve-
rer bruk av frekvensfordelingen; der kommer vi til & utlede Wiens forskyvnings-
lov.

Det er en ting som er viktig a ha klart for seg. Planck hadde maledataene
foran seg! Han visste dermed hva svaret skulle veere og provde a tilpasse dataene
med ulike funksjoner. Det er pa dette viset vi ofte gar fram i fysikk. I mange
tilfeller har vi data fra eksperiment som vi ikke kan forklare med gjeldende
teorier, andre ganger har vi teoretiske prediksjoner pa fenomen som ikke er
malt /observert. Fysikk representerer syntesen av eksperiment og teori med den
malsetting a avdekke naturens lover.

Det spesielle med elektromagnetisk straling i et hulrom er at det gir opphav
til staende elektromagnetiske bglger som utviser enkle harmoniske svingninger.
Det seeregne med denne type problem er at energien antar diskrete verdier®.
Selv om Plancks hypotese opprinnelig ble formulert for hulromsstralingen til et
sort legeme, viser den seg a vaere mer generell enn som sa. Plancks hypotese
(1900) kan dermed formuleres som fplger:

Enhver fysisk stgrrelse som utviser enkle harmoniske svingninger
har energier som tilfredsstiller

E,(v) = nhy, n=20,1,2,...

hvor v er frekvensen til svingningen og h er en universell konstant.

5T tilknytning til Schrodingers ligning skal vi vise dette for en fjaer som svinger.
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En idealisert pendel med lite utslag utviser ogsa enkle harmoniske sving-
ninger, og vi kan jo da stille spgrsmalet om hvorfor kan vi beskrive en pendel
vha. klassisk fysikk og se bort fra kvantiseringen av energiene?

Dette sporsmalet belyser et viktig aspekt ved var forstaelse av fysikk og
framgangsmater for a studere fysiske systemer. Det dreier seg om energiskalaer
og stgrrelsen pd systemet. Gang pa gang vil vi komme over eksempler pa det i
dette kurset. Dette dikterer igjen hvorvidt vi mé bruke den kvantemekaniske for-
malismen til & beskrive systemet, eller om vi klarer oss med newtonsk mekanikk.
Merk dere at newtonsk mekanikk ikke er en teori som er uavhengig av kvante-
mekanikken. Den bgr snarere sees pa som et grensetilfelle av kvantemekanikken.
Ser vi pa store nok system, er de to formalismene ekvivalente.

La oss bruke pendelen til & se neermere pa dette. Anta at vi har en idealisert
pendel, vi ser bort fra luftmotstand osv. Vi gir pendelen en masse m = 0.01 kg,
en lengde pa [ = 0.1 m og vi tillater at den kan svinge ut en vinkel pa maks
0 = 0.1 rad.

Vi sper deretter om hvor stor energiforskjellen er mellom kvantetilstander
malt i forhold til maks potensiell energi pendelen kan ha nar vi anvender Plancks
hypotese. Maks potensiell energi F er gitt ved

E =mgs =mgl(1 —cosf) ~5x 107" J, (1.33)

hvor s er maksimal hgyde som pendelen kan oppné ved utsving og g er tyngde-
akselerasjonen. Svingefrekvensen v finner vi ogsa ved & anvende en velkjent
traver

1
=165 (1.34)

YT oRV

N4 skal vi anvende Plancks hypotese for & regne ut energiforskjellen AE

AE = (n+ 1)hv —nhv = hv ~ 1073 J. (1.35)
Forholdet
AFE
~ 10729 1.36
E ) ( )

viser at vi kunne praktisk talt satt denne energiforskjellen lik null. Det finnes
ikke noe maleinstrument som kan male en slik energiforskjell.® Legg merke til
at det er den lave verdien for Plancks konstant som gjor at energiforskjellen blir
neglisjerbart liten. I klassisk fysikk kan vi derfor sette h = 0 uten at resultatet
endrer seg nevneverdig.

Det blir annerledes ndr AE/E ikke er neglisjerbar. For hgyfrekvent elekt-
romagnetisk straling er dette tilfelle, og da kunne ikke klassisk fysikk lenger
forklare fenomenene. Dersom F er sa liten at AE = hv er pa samme storrelse,
da er vi pa energiskalaer som ikke lenger kunne og kan forklares uten at ny teori
anvendes.

Vi skal se pa mange flere slike tilfeller i dette kurset.

6La oss nevne for de spesielt interesserte at en klassisk svingetilstand ikke svarer til en
bestemt n, men snarere til en kombinasjon av mange forskjellige n-verdier. Man kommer altsa
ikke fra en egentilstand for en kvantemekanisk oscillator til en klassisk pendel bare ved & ta
grensen m — 0.
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1.3.1 Utledning av Wiens forskyvningslov

Vi runder av dette avsnittet med utledningen av Wiens forskyvningslov. Pa
samme mate som Stefan-Boltzmanns lov kan den utledes fra Plancks uttrykk
for energien, (1.23). Malet vart er & beregne bglgelengden A, der spektral-
fordelingen har sitt maksimum. Til na har vi jobbet med spektralfordelingen
M, (T), dvs. behandlet den som en funksjon av frekvensen. Vi mé altsd begynne
med & skifte variable fra frekvensen v til belgelengden A = ¢/v. Dette er ikke
s& enkelt som bare & erstatte ¥ med ¢/\ i funksjonsuttrykket. Teknisk sett far
man inn en “Jacobideterminant”. Dette kan forstas ved & tenke pa at radiansen,
dvs. integralet av spektralfordelingen, som jo er en malbar stgrrelse, ma veere
uavhengig av hvilken variabel vi integrerer over. Sa vi ma kreve at

/Oo M, (T)dv = /Oo My (T)dA. (1.37)
0 0

Variabeltransformasjonen blir da, ved bruk av kjerneregelen,
e 0 dv o0 c
My (T)dv = | My_gn(T)Edr=— | M,_.)\(T) (——) d\ (1.38)
0 . dX 0 A2
dvs

c 2mhc? 1
M\(T) = FMU:C/)\(T) = ST T
For & forenkle notasjonen, innfgrer vi variabelen @ = he/(kpTA) og har da
at

(1.39)

2m(kpT)® o5  2n(kpT)®
MA(T) = Ric3  er — 1 hic3 9().

Vi er ute etter & finne maksimum for M, (T), dvs. punktet der dens deriverte
med hensyn pa A er lik null. Merk at var hjelpevariabel xz gar som den inverse
av A, men det kan enkelt vises at dM /d\ og dg(x)/dx har felles nullpunkt (vis
dette selv!). Vi kan altsd finne maksimum ved & derivere med hensyn pa x i
stedet, hvilket er enklere:

dg _ _a* (5 v > (1.41)

de e*—1 I

(1.40)

Dere kan selv sjekke ved innsetting at dette uttrykket er lik null for x,,qxs =~
4.965. Bruker vi at 4. = he/ (kT Amaks) 0g setter inn for naturkonstantene,
far vi

Anaks - T = 2.897-107° Km. (1.42)

Dette er Wiens forskyvningslov. Vi ser at den teoretiske utledningen er i utmer-
ket samsvar med de eksperimentelle malingene.

1.3.2 Utledning av gjennomsnittsenergi per svingemode

I denne utledningen tar vi utgangspunkt i den sakalte Boltzmannfordelingen
fra statistisk mekanikk. Denne sier at sannsynligheten P for & finne et system
(f.eks. en elektromagnetisk oscillator) med energi E som er hgyere enn mini-
mumsenergien Fj i et ensemble av systemer ved temperaturen T, er gitt ved

P(E) = Py~ (B Bo)/kn T, (1.43)
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hvor Py er sannsynligheten for & finne systemet ved minimumsenergien og kp
er Boltzmanns konstant.
For en kontinuerlig fordelt energi er gjennomsnittsenergien definert som

_ JsTE-P(E)dE
(E) = T PE) (1.44)

hvor P(E) er sannsynligheten for & finne svingemoden ved energi E. Ved & bruke
(1.43) far vi

R
B fooo e—E/ksT JE
som vi har brukt over. Hvis energien imidlertid er diskret fordelt — kvantisert
— sé er definisjonen av gjennomsnittsenergien

ZZO:O Ey - P(En)

(E)

= kgT, (1.45)

) = 1.46
= P )
Ved & sette inn Plancks hypotese (1.22) far vi
o0 h —nhv/kpT
(F) = Znzo(nhv)e (1.47)

0 —nhv/kgT
anoeny/B

Det viser seg at denne summen er vanskeligere & regne ut enn integralet, men
ved & bruke et par triks kommer vi i mal. Det forste trikset er

1 o0
= ", (1.48)
1—r =
som gir
> 1
—nhv/kpT __
Z e 5T _ T T (1.49)
n=0

Det andre trikset setter x = hv/kgT og bruker

—x

G —nx d - —nx d 1 €
Zne —7@26 = (1_6_35) A2 (1.50)

n=0 n=0

Til sammen gir dette
hv

= ST T (1.51)



Kapittel 2

LYSETS
PARTIKKELEGENSKAPER

I dette kapitlet skal vi se pa tre ulike eksempler som illustrerer at elektromag-
netisk straling (lys) bestar av kvantiserte energipakker, kalt fotoner. Fotonene
oppforer seg pa mange mater som partikler, bl.a. ved at de kan delta i elastiske
stot med f.eks. elektroner. Dere husker sikkert fra klassisk mekanikk at for &
regne pa elastiske stgt, ma man sette opp uttrykk for bevaring av energi og
bevegelsesmengde. Dette kan ogsa gjgres ved stgt mellom fotoner og elektroner.
Sé fotoner kan tilordnes ikke bare en energi, men ogsi bevegelsesmengde (selv
om de er masselgse).

Dere husker fra forrige kapittel at Planck hadde postulert at stralingsfeltet
i hulrommet bare utveksler energi i multipler av hr med vibrerende partikler
i veggene. Det var Einstein som gikk et skritt videre i tolkningen av dette,
og foreslo at elektromagnetisk straling ¢ seg selv er diskret og bestar av de
nevnte fotonene. Denne teorien, som han kom med i sitt annus mirabilis 1905,
ble mottatt med stor skepsis i samtiden, men er i ettertid blitt ngye bekreftet
eksperimentelt.!

2.1 Fotoelektrisk effekt

Den fotoelektriske effekt ble bl.a. studert av Hertz i 1887. Essensen i denne
effekten er at lys (elektromagnetisk straling) sendes inn mot en metallplate,
og elektroner blir emittert fra platen som en fglge av dette. Figur 2.1 viser et
oppsett for maling av fotoelektrisk effekt. Kretsen er satt opp slik at elektronene
som frigjores fra metallpaten (fotokatoden), trekkes mot anoden (ved positive
spenninger), slik at det gar strgm. Snur en retningen pa spenningen, bremser
man ned elektronene som beveger seg mot anoden; med sterk nok motspenning
(negativ spenning) kan man da hindre elektronene i & na anoden.

Resultatet av malingene i et tenkt forsgk er oppsummert i figur 2.2. Forste del
av figuren (venstre) viser en skisse av fotostrgm som funksjon av spenning ved to
ulike lysintensiteter, men med samme frekvens pa lyset. Vi ser at fotostrgmmen

1Selv om Einstein i dag er mest kjent for sin relativitetsteori, var det for forklaringen av
den fotoelektriske effekt han fikk sin eneste Nobelpris, i 1921.

19
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gar til null ved en gitt negativ spenning —V{; som er uavhengig av intensiteten.
Dette ma bety at det finnes en gvre grense K15 for den kinetiske energien til
elektronene som slés lgs fra metallplaten; nar eVy = K, 415, €r motspenningen sa
sterk at selv disse mest energirike elektronene bremses ned fgr de nar anoden.
Den maksimale kinetiske energien K,,.xs til de utsendte elektronene er altsa
uavhengig av intensiteten til stralingen.

Videre ser vi av andre del av figuren (hgyre) at det er en minste frekvens 1
den innkommende elektromagnetiske stralingen ma ha for at elektroner skal bli
sendt ut i det hele tatt, samt at elektronenes maksimale kinetiske energi gker
linesert med lysets frekvens.

Innkommende lys

Fotokatode \ Anode
O—

7
N /
\A/ > Strem

Spen_ning

Figur 2.1: Skjematisk oppsett for fotoelektrisk effekt.

Oppsummert er det tre viktige egenskaper ved den fotoelektriske effekt som
ikke kan forklares vha. elektromagnetisk bglgeteori for lys:

1. Nar intensiteten til lysstralen gkes, skal ogsad amplituden til den oscille-
rende elektriske vektoren E gke. Siden kraften feltet utgver pa et elektron
er eE, burde ogsa den kinetiske energien til elektronene gke. Men ekspe-
riment viste at Kj,qxs = |€Vp| var uavhengig av intensiteten. Dette har
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Fotostrgm bh > 1 16 Kmax

—

I

A% Y0

Figur 2.2: Fotostrgm som funksjon av pasatt spenning og kinetisk energi som
funksjon av frekvensen til den innkommende elektromagnetiske straling.

blitt utfsrlig uttestet for et intensitetssprang pa 107.

2. T henhold til klassisk elektromagnetisk teori, skal den fotoelektriske effekt
forekomme for enhver frekvens, gitt at lyset er intenst nok til & gi den ngd-
vendige energien til elektronene. Dette var ikke tilfelle, jf. oppdagelsen av
en nedre frekvens 1. For lavere frekvenser forekommer ikke fotoelektrisk
effekt, et resultat som er uavhengig av intensiteten til lyset.

3. I henhold til klassisk teori, skulle det, nar lys faller inn pa et materiale, ta
litt tid fra nar elektronene begynner & absorbere elektromagnetisk straling
til de slipper fri fra materialet (se diskusjon nedenfor). Heller ikke noen
slik tidsforskjell er detektert.

La oss utdype det siste punktet litt. Anta at vi har en plate av kalium
som er 1 m fra en lyskilde som sender ut elektromagnetisk straling med effekt
1 W =1 J/s. Vi antar deretter at et elektron i denne kaliumplaten beveger seg
i en sfeere med radius 107'° m. Energien som trengs for & lgsrive det svakest
bundne elektron i kalium er 2.1 eV. Spgrsmalet vi stiller oss da er hvor lang
tid tar det for dette ene elektronet oppnar en energi pa 2.1 eV nar vi sender
elektromagnetisk straling fra lyskilden.

Tenker vi oss at lyskilden sender ut elektromagnetisk straling som sfeeriske
bglger, vet vi at overflaten til denne lyskjeglen ved 1 m fra lyskilden er gitt ved
A = 47 m?. Arealet som elektronet kan absorbere energi fra er A, = 2712 =
27 - 10729 m?. Total energi R som treffer A, per sekund er da

27 - 10720
R=1W -2 ~0.031eV/s, (2.1)
47
som igjen betyr at vi trenger
2.1
t = ~ 2.2
0.031 5~ 08 (22)

for at dette elektronet skulle f& nok energi til & kunne lgsrives fra metallpla-
ten. En slik tidsforsinkelse er altsa aldri observert; tvertimot, elektronene blir
emittert momentant.
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For & lgse de ovennevnte problemene med fotoelektrisk effekt, foreslo Ein-
stein i 1905 at den elektromagnetiske energien er kvantisert i konsentrerte deler
(energibunter), som senere har blitt dopt fotoner og kan beskrives som partikler
med null masse som reiser med lysets fart. Han antok at energien til et slikt
foton var bestemt av frekvensen til lyset:

Han antok ogsé at i den fotoelektriske effekt blir denne energibunten (fotonet)
fullstendig absorbert av elektronet. Energibalansen uttrykkes ved

K =hv —w, (2.5)

hvor w er arbeidet som kreves for a fjerne et elektron fra metallet.
Dersom vi ser pa de svakest bundne elektroner har vi

Kmaks =hv — wo, (26)

hvor wg kalles arbeidsfunksjonen, den minste energi som trengs for a fjerne det
svakest bundne elektron for & unnslippe de tiltrekkende kreftene (Coulomb) som
binder et elektron til et metall. Arbeidsfunksjonen wq er spesifikk for ethvert
materiale og har typiske verdier pa noen fa eV.

Nar det gjelder problemene med klassisk teori, sa kan vi se fra de to siste
ligningene at hva angér punkt 1), s& er det nd samsvar mellom eksperiment og
teori. Det faktum at K,,qrs er proporsjonal med F = hv viser at den kinetiske
energien elektronene har er uavhengig av intensiteten til den elektromagnetiske
stralingen. Dersom vi dobler intensiteten, sa pavirker ikke det energien til et
foton, som er gitt ved kun E = hr. Det som derimot skjer nar intensiteten gkes,
er at flere elektroner lgsrives, slik at fotostrgmmen ved gitt spenning gker, i
samsvar med figur 2.2.

Hva angar punkt 2), ser vi at vi kan bestemme den minste frekvensen ved &
sette den kinetiske energien til det frigjorte elektron lik null. Da har vi

hl/o = Wo, (27)

og kan dermed forklare observasjonen av en minste tillatt frekvens. En annen
mate & si dette pa er at om enkeltfotonene ikke har nok energi til a sparke lgs
et elektron, vil det ikke hjelpe hvor mange fotoner vi har (vi regner dobbelttreff
som for usannsynlig).

Innvending nummer tre kan ogsa lgses dersom en tenker seg at det er et foton
som treffer elektronet, og overfgrer det meste av sin energi til elektronet. Da
trenger en ikke & bombardere metallplaten av kalium med jevnt fordelt straling.
I den forbindelse kan det ogsa veere interessant & se pa hvor mange fotoner som
faktisk sendes inn. En enkel betraktning kan hjelpe oss her. Anta at vi sender
inn monokromatisk (ensfarget) gult lys med bglgelengde A = 5890 A hvor1 A
= 10719 m. Effekt per arealenhet M til flaten til lyskjeglen 1 m fra lyskilden er
da (dvs. elektromagnetisk energi per areal per sekund)

1J/s

M= y— 8 x 1072 J/m?s ~ 5 x 107 eV /m?s, (2.8)
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og regner vi ut energien til hvert foton har vi

E=hv= % =34x107¥J=21eV, (2.9)

Totalt antall fotoner N per areal per sekund blir

~ 5 x 10" eV/m?s
N 2.1eV

N = 2.4 x 10'7 foton/m?s. (2.10)
Dette forer til at omlag 0.02 fotoner treffer omradet der elektronet befinner
seg hvert sekund. S& sannsynligheten for a ta ut et bestemt elektron er liten,
men mengden elektroner i en bit metall (husk Avogadros tall!) gjer likevel til at
mange elektroner emitteres pa grunn av den fotoelektriske effekt.

Merk at fotonene blir absorbert i den fotoelektriske prosess. Det betyr at
dersom vi skal bevare bevegelsesmengde og energi, s ma elektronene veere bun-
det til atomet/metallet, som da opplever en tilsvarende rekyl. Vi skal diskutere
dette sveert viktige poenget etter avsnittet om Comptoneffekten.

2.2 Rontgenstraling

Rontgenstraling svarer til det motsatte av fotoelektrisk effekt. Her sendes energ-
irike elektroner som akselereres gjennom et potensialfall Vz pa flere tusen volt,
mot et metall. Figur 2.3 viser en skisse over et eksperimentelt oppsett for pro-
duksjon av rontgenstraling.

Metalltarget

Glgdetrad

Elektroner

Fokuserende
elektrode
Rgntgenstréler

-
+

{ 50-100 kV

Figur 2.3: Eksperimentelt oppsett for produksjon av rontgenstraling.

Elektronene vekselvirker med atomene i metallet via Coulombvekselvirknin-
gen, og overfgrer bevegelsesmengde til atomene. Elektronene bremses dermed
ned, og i denne deakselerasjonen sendes det ut elektromagnetisk straling i ront-
genomradet. Denne stralingen som skyldes nedbremsingen av elektronet kalles



24 KAPITTEL 2. LYSETS PARTIKKELEGENSKAPER

bremsstraahlung, fra tysk for bremsestraling. Dette svarer til elektromagnetisk
straling med frekvenser i stgrrelsesorden 10'6 — 1020 Hz, bglgelengder i stgrrel-
sesorden 1072 — 10 nm og energier for fotoner i stgrrelsesorden 102 — 10° eV.

Idet elektronet bremses ned kan vi anta at det vekselvirker mange ganger
med atomene i materialet, og dermed far vi et kontinuerlig energispektrum for
utsendt elektromagnetisk straling i rontgenomradet, slik som vist i figur 2.4.
De to toppene K, og Kz skyldes bestemte eksiterte tilstander i metallet brukt
under eksperimentet, se igjen figur 2.3. Vi kommer tilbake til dette under var
diskusjon om det periodiske systemet.

K

Intensitet

A

Figur 2.4: Intensitetsfordeling fra rontgenstraling.

Dersom vi antar at atomene er mye tyngre enn det enkelte elektron, kan vi
idealisere prosessen til & veere gitt ved

e —e 41, (2.11)

hvor vi heretter i dette kurset kommer til bruke symbolet v for fotoner og e~
for elektroner. Kaller vi den kinetiske energien til elektronet for stotet for K.
og den etter for K/ har vi fplgende energibalanse

hv = % =K. - K.. (2.12)
Det en observerte var at det fantes en minste belgelengde (maksimal frekvens!)
for utsending av Rontgenstraling, noe som ikke kunne forklares vha. klassisk
elektromagnetisk teori. Dette svarer igjen til en maksimal energi som fotonene
kan ha. Med en gitt innkommende kinetisk energi for elektronene, observerte
en ulike frekvens(bglgelengde)fordelinger for den elektromagnetiske stralingen.
Men, fellestrekket ved alle fordelinger var en minste bglgelengde.
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Dersom vi antar at elektronet har null kinetisk energi etter stgtet, dvs. at
det avgir all sin energi og kommer til ro, har vi

h
hy = < = K., (2.13)
A
som igjen gir oss
he g (2.14)
)\min B < .
og setter vi inn at K. = eV har vi
hc
Amin = —- 2.15
o (2.15)

Det finnes mange eksempler pa at nar ladde partikler bremses ned sa sen-
des det ut hgyenergetisk elektromagnetisk straling. Kosmisk straling er et slikt
eksempel, og hvem har ikke sett nordlys med det blotte gye?

Et mer eksotisk eksempel er sakalte rontgenstjerner, eller, dersom vi bruker
det engelske faguttrykket, X-ray pulsars. Pulsarer er hurtigroterende ngytron-
stjerner i bineere stjernesystemer (to stjerner neer hverandre). X-ray pulsarer er
antatt & veere ngytronstjerner som suger masse fra en annen stjerne i et binger-
system. Massen til den andre stjernen kan veere flere solmasser. Den utsendte
elektromagnetiske stralingen i rontgenomradet antas & skyldes masse som samles
enten ved polene eller over hele stjernen. Nar masse slynges ned mot stjernen
i det ekstremt sterke magnetfeltet vil ulike kjernefysiske reaksjoner sende ut
elektromagnetisk straling i rontgenomradet.

2.3 Comptonspredning

I de to foregaende avsnittene har vi leert at lyset er sammensatt av energikvanter.
Dette var Einsteins opprinnelige antagelse og forte til den bergmte forklaringen
av den fotoelektriske effekt. Men Einstein videreutviklet sine ideer fram til 1917,
da han foreslo at lyset, eller fotonene, ogsa kan tilordnes en bevegelsesmengde.
Denne ideen ble bekreftet i 1923 i et eksperiment utfgrt av A.H. Compton.
Han sendte inn hgyenergetiske fotoner (rontgenstraler) mot en grafittplate og
observerte at bplgelengden til den spredte (utgaende) stralingen var stgrre enn
bglgelengden til den innkommende. Siden energien er knyttet til belgelengden
via
FE = % = hv,

betyr en forandring i bglgelengde en energiforandring.

Figur 2.5 viser en skisse av oppsettet for Comptons forsgk. Det er i prin-
sippet samme oppsett som for rontgenstraling, men etter at de hgyenergetiske
fotonene har truffet malet, sd& bestemmes bglgelengden ved hjelp av et sakalt
Bragg-krystallspektrometer.? Dette utnytter den klassiske effekten Braggdiffrak-
sjon, hvor et krystall med kjent avstand d mellom atomlagene gir konstruktiv
interferens for elektromagnetisk straling med bglgelengde A nar

nA = 2dsin ¢, (2.16)

2Far og sgnn, William Henry Bragg og William Lawrence Bragg, fikk Nobelprisen for sine
oppdagelser med denne oppfinnelsen. Resultatene ble publisert i 1913 og prisen ble gitt allerede
i 1915. W.L. Bragg har ogsi en annen rekord, som 25-aring er han den yngste som noen gang
har vunnet nobelprisen i fysikk.
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' ®=90

|
Grafitt : . Roterende krystall
target : AN spektrometer

Detektor

Rgntgen kilde

Figur 2.5: Eksperimentelt oppsett for Comptons forsgk, her med 6 = 90 grader.

hvor ¢ er refleksjonsvinkelen og n = 1,2, 3, .... Vi skal ikke vise denne formelen
her, men den kan enkelt finnes ved & se pa forskjellen i veilengde for straler som
treffer forskjellige lag i krystallen. (Se ogsa om Bragg-diffraksjon for elektroner
i avsnitt 4.2.) Ved & se pa endringen i intensitet som funksjon av vinkelen kan
bglgelengden sa bestemmes.

Figur 2.6 viser, skjematisk, intensitetsfordelingen for ulike spredningsvinkler
0 for elektromagnetiske stralingen (mé ikke forveksles med refleksjonsvinkelen
i Bragg-krystallspektrometeret!). Vi ser at den utgdende (spredte) stralingen
har to topper — en ved den opprinnelige (innkommende) bglgelengden g, og
en annen ved en forskjovet bolgelengde \. (Unntaket er 6 = 0, der de to top-
pene sammenfaller.) Vi tar fgrst for oss den forskjovete stralingen, og utsetter
forklaringen av den forste toppen til slutten av avsnittet. Bglgelengdeendrin-
gen A\ = )\ — )\ viste seg & variere som en funksjon av spredningsvinkelen 6,
uavhengig av hvilket materiale man brukte i forsgket. Som vi skal se, kan proses-
sen beskrives som spredning av fotoner mot (tilnzermet) frie elektroner — den
ligner altsa pa fotoelektrisk effekt — men stralingen som brukes i Comptoneks-
perimentet har mye stgrre energi enn i fotoelektrisk effekt, slik at elektronenes
bindingsenergi (arbeidsfunksjonen) blir neglisjerbar her.

Igjen hadde en her et eksperimentelt resultat som ikke kunne forklares fra
klassisk teori. Klassisk ville en ikke forventet noen endring av bglgelengden ved
spredning av elektromagnetisk straling mot et elektron. L@sningen er igjen & ta
hensyn til lysets partikkelegenskaper. Vi har allerede leert at fotoner tilordnes
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Intensitet Intensitet

0=0°

Primear strale

Intensitet Intensitet

A N AR
Figur 2.6: Skisse av intensitetsfordeling for elektromagnetisk straling i Comptons
forsgk. Ao er bglgelengden til den innkommende stralingen. Legg merke til at

bolgelengden )\ for den spredte stralingen (den andre toppen) gker med gkende
spredningsvinkel.

en energi £ = hv = he/A. 1 tillegg tilordnes de altsa en bevegelsemengde

For & se hvor dette kommer fra, ma vi friske opp noen enkle begreper fra
relativitetsteorien i FYS-MEK1110. Vi har at energien til en fri partikkel med
masse m og hastighet v er gitt ved

ch

E=—ou (2.19)

Nér vi kombinerer dette med det faktum at fotonene reiser med lysets hastighet
c og at energien til et foton er endelig og gitt ved E = hr, s& ma massen
til fotonet veere lik null, ellers vil energien divergere i det ovennevnte uttrykk.
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Bruker vi ogsa relasjonen

h
E = \/p?c?2 + m2c* = pc = hv = ch (2.20)

har vi at bevegelsesmengden p er gitt ved

_hv

p (2.21)

C

La oss né bruke dette og utlede bglgelengdeforandringen ved & beskrive
Comptonspredning som et elastisk stot mellom et foton og et fritt elektron,

v+e —y+e . (2.22)

Nar vi skal utlede Comptons formel, trenger vi altsa & ta utgangspunkt i to beva-
ringssatser, energi og bevegelsesmengde, fgr og etter stgtet. Vi antar ogsa at for
stotet sa er elektronet i ro, dvs. at det har null kinetisk energi og bevegelsesmeng-
de. Vi kan da lage tabell 2.1 med definisjonene av energi og bevegelsesmengde
for elektroner og fotoner, hvor m, er elektronets masse. Disse har vi illustrert i
figur 2.7.

Tabell 2.1: Definisjon av energi og begelsesmengde for og etter stotet.

For Etter
Bevegelsesmengde
v Py = )\LO p; = i/
e pe=0 ple
Energi
v E,=%  Ep =4
e~ E.=m.?* FE.=./(p.c)? +m2c*
Energibevaring gir
E,+E.=E +E, (2.23)
dvs. L L
)\—C +mec? = )\—? + V(pLe)? + m2ct. (2.24)
0

Tilsvarende har vi for bevaring av bevegelsesmengde
py+0=p, +p,. (2.25)
Dersom vi kvadrerer roten i ligning (2.24) far vi

he  he\® he h
(ple)* + mict = (_c — —C> + 2mc? <—C — —C) +m2ct, (2.26)
0 0

som gir

he) 2 he 2 h2c? he  he
’N2 _9 om.c? [ = — — ). 2.2
(pec) ()\0) " (X) don e (>\0 X) @21
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Elektron

Innkommende foton / 1))

A
elektron . e)
110 <

Fgr N Etter

Figur 2.7: Idealisering av kollisjonen mellom et foton og et elektron. Vi antar at
det er et tilnsermet fritt elektron i ro som kolliderer med et foton.

Deretter kvadrerer vi ligning (2.25) og far

(b, — )" = (PL)%, (2.28)

som gir, nar vi multipliserer begge sider med ¢?,

he\? he 2 h2c?
(ple)? = ()\—0) + <7) - 2)\0)\/ cos 6. (2.29)

Setter vi venstresidene i ligningene (2.27) og (2.29) like og multipliserer med

Ao N
20—hc, (2.30)
far vi
— he+mec® (N — Xg) = —he cosb, (2.31)
som igjen gir
AN= (N —Xg) = = (1 —cosb), (2.32)

eller

AN = A¢ (1 — cos0)
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med

h

MeC

Ao = =2.43 x 107° nm, (2.35)
og vi ser at A\ varierer fra 0 til en maksimumsverdi pa 2A¢. Stgrrelsen Ao
kalles ogsa Comptonbglgelengden for elektronet, og ligning (2.35) er Comptons
formel. Vi ser at siden bglgelengden til den elektromagnetiske stralingen etter
stotet er stgrre enn fgr, s innebaerer det at energien til fotonet etter stotet er
mindre enn for, dvs. siden

N > Ao, (2.36)

sa& har vi at

h h
m=§<@=£, (2.37)

altsa mister som forventet fotonet energi ved stgtet.

Man kan stille seg spgrsmalet om det, i tillegg til spredningsprosessen vi
har analysert her, finnes andre mulige prosesser. Dersom fotonet skulle kunne
overfgre all sin energi til elektronet, vil vi ha en prosess av typen

y+e —e . (2.38)

Det kan imidlertid vises at en slik prosess ikke er tillatt fordi den strider mot
bevaring av energi og bevegelsesmengde.

Det vi enna ikke har forklart er hvorfor vi i tillegg har en topp i figur 2.6
hvor vi tilsynelatende ikke har noen forandring i bglgelengde. Dette kan forstas
pa folgende vis. Nar vi har en forandring i bglgelengde, vekselvirker egentlig
fotonet med de svakest bundne elektronene, og vi idealiserer reaksjonen som et
stot mellom et foton og et elektron. Men vi kan jo tenke oss at elektronet er
sterkt bundet til atomet, eller at den innfallende elektromagnetiske straling ikke
er sterk nok til a sparke ut et elektron. I dette tilfelle kan vi betrakte kollisjonen
mellom fotonet og materialet som en kollisjon mellom et foton og et helt atom,
og atomet far en rekyleffekt gjennom kollisjonen. Dersom vi antar at materialet
bestéar av karbon, blir reaksjonen var

v+ C =+ C, (2.39)

og i dette tilfelle ma vi erstatte massen til elektronet med den til karbonatomet,
som er 22 000 ganger tyngre enn elektronet. Da blir Comptonbglgelengden

h

o= ——
© 7 22000 mec

~ 107" nm = 0.1 fm, (2.40)

og med de aktuelle bglgelengdene pé rontgenstraling (A = 0.01 — 10 nm) blir
den relative endringen av bglgelengden Ac /A knapt observerbar!

Na kan vi ogsa forsta hvorfor det ikke var relevant & snakke om endring av
bglgelengde i diskusjonen om fotoelektrisk effekt, selv om prosessen i og for seg
er den samme — stgt av fotoner mot elektroner. Forklaringen ligger simpelthen i
energistorrelsene. I fotoelektrisk effekt har vi elektromagnetisk straling i omradet
med synlig lys til ultrafiolett lys. Det betyr at vi har frekvenser i stgrrelsesorden
10'® — 10'7 Hz, noe som tilsvarer bglgelengder i stgrrelsesorden 10 — 100 nm
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og energier for fotoner i stgrrelsesorden 10° — 102 eV. Dersom vi ser pa vart
tidligere eksempel med monokromatisk gult lys pa 589 nm, sa er forholdet

Ao
0

~107° (2.41)

og siden A\¢ svarer til den storste mulige A\, kan vi knapt observere en forand-
ring i bolgelengde nar vi har med fotoelektrisk effekt & gjgre. Legg ogsa merke
til at arbeidsfunksjonen for f.eks. kalium er pa 2.1 eV, pa stgrrelse med energien
til fotonene.

Med rontgenstraler derimot, har vi elektromagnetisk straling med bglge-
lengder i riktig stgrrelsesorden. Dersom vi f.eks. ser pa fotoner med en energi
pa E = 41 keV, gir det en bglgelengde pa

c he he _ 1240 eV nm

M= T T E T a0y 0302 (242)
Ser vi forst pad Ac/A finner vi n&
A 2.43 x 1073
¢ _ 20X T .080, (2.43)

Ao 3.02x 102 nm

som betyr at forskjellen i belgelengde burde veaere observerbar. @ker vi frekven-
sen blir forholdet klart stgrre, og dermed stgrre sannsynlighet for & observere en
forandring i bglgelengde. Ser vi deretter pa energien, ser vi at 41 000 eV er mye
stgrre enn typiske energier i fotoelektrisk effekt, og arbeidsfunksjonen wy som
er pa noen fa eV. Derfor kunne Compton i dette tilfelle idealisere spredningen
av fotoner mot et materiale som spredning av et foton mot et fritt elektron. Det
vi har antatt er at den kinetiske energien som elektronet far er mye stgrre enn
wp, og at vi kan neglisjere wg. Det vil svare til en situasjon hvor elektronet ikke
er bundet.

Som en oppsummering av fotoelektrisk effekt, rontgenstraling og
Comptonspredning kan vi si at elektromagnetisk strdling viser bade
partikkel- og bplgeegenskaper. I noen sammenhenger ser en partikkele-
genskapene og i andre tilfeller de velkjente, rene bolgeegenskapene, slik
som diffraksjon og interferens. Comptons eksperiment utviser begge de-
ler:

e Prinsippene bak méalingen av den spredte elektromagnetiske stra-
lingen bygger pa standard bglgelaere. (Braggdiffraksjon.)

e Spredningen pavirker bolgelengden pa et vis som kun kan forstas
ved & behandle rontgenstralene som partikler som kolliderer med
elektronene i et atom.

Vi kan si at fotonet har i seg bglgebeskrivelsen ved

A og v (2.46)

og partikkelbeskrivelsen ved
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I kapitlet om materiebglger skal vi se at det motsatte ogsa er tilfelle, dvs. at
all materie ogsa kan tilskrives bolgeegenskaper.

2.4 Oppgaver
Oppgave 2.1

a) Energienheten 1 eV (elektronvolt) er definert som gkningen i kinetisk ener-
gi nar et elektron akselereres gjennom et potensialsprang pa 1 volt. Vis at
1 eV = 1.602 x 10719 J. Hva blir energigkningen nér elektronet akselereres
i et potensialsprang pa 10 V, 50 kV = 5 x 10* V og 1 MV = 105 V ?
Beregn hastigheten elektronene far etter akselerasjon i potensialene nevnt
ovenfor nar utgangshastigheten vy = 0.

b) Beregn den potensielle energien for to partikler med ladning e = 1.602 x
107! C som befinner seg i en avstand 0.1 nm = 107! m. Vis at enheten
elektronvolt er en naturlig enhet i dette tilfelle.

¢) La oss anta at de to partiklene ovenfor er et proton og et elektron. Diskutér
forholdet mellom gravitasjons- og elektrostatisk potensiell energi i dette
tilfelle. (Gravitasjonskonstanten: G = 6.67 x 10~ N m? kg=2.)

d) Beregn hvileenergien for elektronet og protonet. Under hvilke betingelser
ma vi regne med relativistiske effekter?

Oppgave 2.2 Anta at sola med radius 6.96 x 10% m straler som et sort legeme.
Av denne stralingen mottar vi 1370 Wm™2 her pa jorda i en avstand av 1.5 x
10" m. Jorda har en radius pa 6378 km.

a) Beregn temperaturen til sola.

b) Anta at atmosfeeren rundt jorda reflekterer 30 % av den innkommende
straling. Hvor mye energi fra solen absorberer den per sekund og per kvad-
ratmeter?

¢) For & veere i termisk likevekt ma jorda emittere like mye energi som den
absorberer via atmosfeeren hvert sekund. Anta at den straler som et sort
legeme. Finn temperaturen. Hva betyr drivhuseffekten 7

Oppgave 2.3 Definér uttrykket “sort legeme” (“blackbody”). Plancks stra-
lingslov sier at utstralt effekt per arealenhet og per bglgelengde, dR/d\, fra et
sort legeme er gitt ved

dR 2mhe?

AN NB(ehe/AT 1)

der k er Boltzmanns konstant og T er legemets temperatur. I utledningen av
ligningen over gjgres en antakelse som bryter med klassisk fysikk. Forklar kort
hva denne antakelsen bestar i. Bruk Plancks lov til a vise Wiens forskyvningslov

Am1 = konstant,
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der A\, er bglgelengden hvor dR/d)\ er maksimal (konstanten behgver ikke be-
stemmes, men har verdien 0.00290 K - m). En del av de astrofysiske objekter
som kalles pulsarer sender ut straling i rgntgenomradet. Ved observasjon av en
slik pulsar finner man at den utstralte effekt pr. arealenhet og pr. belgelengde er
stgrst ved en bglgelengde pa 5.58 nm etter a ha tatt hensyn til rgdforskyvningen.
Anta at pulsaren straler som et sort legeme og regn ut overflatetemperaturen.

Oppgave 2.4 (Eksamen V-1994)

a) Gjor rede for den fotoelektriske effekten. Tegn en figur som viser en eks-
perimentell oppstilling for & studere denne effekten.

b) Anta at vi bruker denne oppstillingen til & bestrale et metall med mono-
kromatisk lys, A = 2.58 - 1077 m. Figur 2.8 viser observerte verdier av
strgmmen I nar spenningen varieres. Forklar forlgpet av kurven. Hva skjer
hvis intensiteten av lyset gkes til det dobbelte?

!
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Figur 2.8: Strgm I som funksjon av spenningen V' ved fotoelektrisk effekt.

¢) Bruk figur 2.8 til & bestemme arbeidsfunksjonen for metallet.

d) Vi bytter ni ut metallet foran med et nytt. Det bestrales med lys med for-
skjellig bolgelengde. Tabell 2.2 viser stoppepotensialet for noen forskjellige
verdier av bglgelengden. Bestem ut fra dette arbeidsfunksjonen for det nye

metallet, den lavest mulige frekvensen for prosessen og Plancks konstant
h.

e) Forklar hvorfor et foton ikke kan overfgre all sin energi og bevegelsesmeng-

de til et fritt elektron.

Oppgave 2.5 En strale av ultrafiolett lys og med en intensitet pa 1.6x107 12 W
blitt pluselig satt pa og bestraler en metalflate. Ved fotoelektrisk effekt blir
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A (107" m) | 2536 | 3.132 | 3.650 | 4.047
Vs (ivolt) | 1.95| 0.98 | 0.50 | 0.14

Tabell 2.2: Stoppepotensial for forskjellige verdier av bglgelengden.

elektroner sendt ut fra metallflaten. Den innkommende stralen har et tverrsnitt
pa 1 cm? og bglgelengden svarer til en fotonenergi pa 10 eV. Arbeidsfunksjonen
for metallet er 5 eV. Vi skal i det folgende analysere hvor lang tid det vil ta for
elektroner emitteres.

a)

b)

Gjor et klassisk estimat basert pa den tid det vil ta for et elektron med
radius ~ 1 A har absorbert nok energi til & emitteres.

Lord Rayleigh demonstrerte imidlertid (Phil. Mag. 32, (1916), side 188)
at dette estimatet er for pessimistisk. Absorbsjonsarealet for et elektron
i et atom er av stgrrelsesorden A2 for lys av bglgelengde A. Beregn den
klassiske forsinkelsestiden for emisjon av et elektron.

Kvantemekanisk er det mulig for et elektron & emitteres umiddelbart — sa
snart et foton med tilstrekkelig energi treffer metalflaten. For & fa et esti-
mat som kan sammenlignes med den klassiske verdien beregn det midlere
tidsintervall mellom to fotoner i stralen.

Oppgave 2.6

a)

b)

Gjor kort rede for den fotoelektriske effekten, og skissér en eksperimentell
oppstilling som kan observere og méle denne effekten.

Den fotoelektriske arbeidsfunksjonen for kalium (K) er 2.0 V. Anta at lys
med en bglgelengde pa 360 nm (1 nm = 1072 m) faller pa kaliumet. Finn
stoppepotensialet for fotoelektronene, den kinetiske energien og hastighe-
ten for de hurtigste av de emitterte elektronene.

En uniform monokromatisk lysstrale med bglgelengde 400 nm faller pa et
materiale med arbeidsfunksjon pa 2.0 €V, og med en intensitet pa 3.0 x
1072 Wm™2. Anta at materialet reflekterer 50% av den innfallende strale,
og at 10% av de absorberte fotoner fgrer til et emittert elektron. Finn
antall elektroner emittert per m? og per sekund, den absorberte energi
per m? og per sekund, samt den kinetiske energi for fotoelektronene.

Oppgave 2.7 I et rgntgenrgr lar vi en elektronstrale gjennomlgpe et spen-
ningsfall V fgr den treffer en anode av wolfram (W). Den resulterende stralin-
gen fra rgntgenrgret observeres. Figur 2.4 viser hvordan stralingens intensitet
varierer med bglgelengden .

a)

Tegn en skjematisk skisse av et rgntgenrgr. Gi en kort og kvalitativ be-
skrivelse av hvordan rgntgenstralingen dannes og typiske trekk ved den
jevne kontinuerlige delen av spekteret i figur 2.4.
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b)

Skriv ned og begrunn sammenhengen mellom spenningen V' og den minste
bglgelengden A, for regntgenstralingen. Gjgr det samme for V' og den
maksimale frekvensen vy axs.

Oppgave 2.8

a)

Tegn en skjematisk skisse av et rgntgenrgr. Gi en kort og kvalitativ be-
skrivelse av hvordan regntgenstralingen dannes og typiske trekk ved foton-
spektret.

Hvis et elektron har kinetisk energi Fj = 10000 eV, beregn den minste
bglgelengden \,,;, for de utsendte fotonene.

Vi antar at vi har rgntgenstraler med bglgelengde A = 1 nm = 1 x 1072 m.
De faller inn mot en krystall under en vinkel pa 45° med innfallsloddet.
Dette gir en koherent refleksjon fra krystallen. Beskriv prosessen og beregn
ut fra dette avstanden mellom de reflekterende plan i krystallen.

Nar et foton passerer en atomkjerne, kan det omdannes til et elektron—
positron par (pardannelse). Finn den minste energien E, fotonet kan ha
for at denne prosessen kan skje (se bort fra mulige rekyleffekter).

Oppgave 2.9 Et foton er spredt en vinkel 0 i forhold til dets opprinnelige
retning etter & ha vekselvirket med et fritt elektron som var i ro.

a)

b)

d)

Gjor rede for hvilke prinsipper som anvendes til & beregne det spredte
fotonets bglgelengde og utled Comptons formel.

Begrunn at bglgelengden for det spredte fotonet er stgrre enn bglgeleng-
den for fotonet fgr vekselvirkningen (spredningsvinkelen forutsettes & veere
stgrre enn null).

Et foton er spredt en vinkel 0 etter a ha vekselvirket med et fritt elektron
som fgr vekselvirkningen hadde en bevegelsesmengde som var like stor
som fotonets bevegelsesmengde, men motsatt rettet. Hvor stor blir fotonets
bglgelengdeforandring i dette tilfellet? Vi antar at elektronet kan beskrives
ikke-relativistisk.

Kan et foton overfgre hele sin energi og bevegelsesmengde til et fritt elekt-
ron? Begrunn svaret.

Oppgave 2.10 Et foton med bglgelengde A = 1.00 x 10~ m treffer et fritt
elektron i ro. Fotonet blir spredt i en vinkel 6, og far en bglgelengdeforandring
gitt ved Comptons formel AN = X" — X\ = A, (1 — cosf), hvor Comptonbglge-
lengden er A\, = 2.426 x 107'2 m. I denne oppgaven skal vi bare se pa det
som observeres i en vinkel § = 60° (se figur 2.9). Energi og bevegelsesmengde
beregningene skal uttrykkes ved enheten eV.

a)
b)

Beregn energien og bevegelsesmengden til det innkommende fotonet.

Finn bglgelengden, bevegelsesmengde og den kinetiske energien til det
spredte fotonet.
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) foton

A: foton
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elektron

Figur 2.9: Comptonspredning i vinkel § = 60°.

¢) Finn den kinetiske energien, bevegelsesmengden og spredningsvinkelen for
elektronet.

Oppgave 2.11 (Eksamen V-1992) Vi skal i denne oppgaven gjore bruk av
det relativistiske uttrykk for energien til en partikkel
E =\/E? + (pc)2.
Som energienhet bruk eV, og ¢V /¢ som enhet for bevegelsesmengde.
a) Gjor kort rede for de stgrrelser som inngar i relasjonen ovenfor.

b) Anvend relasjonen ovenfor pa et foton og finn fotonets energi og bevegel-
sesmengde nar bglgelengden er 500 nm = 5.00 x 10~7 m.

Et foton med energi E = hvg = he/ )\ spres en vinkel § ved Comptoneffekt mot
et elektron som antas a ligge i ro for spredning.

¢) Tegn en prinsippskisse for et Compton eksperiment og angi sprednings-
vinklene for fotonet og elektronet etter spredningen.

d) Formulér de prinsipper som anvendes til & beregne det spredte fotonets
bglgelengde N og bruk disse til & utlede Comptons formel

N =X = (1 — cosb)

MeC

Rgntgenstraler med en bglgelengde Ag = 1.21 x 10~! nm treffer en malskive av
karbonatomer. De spredte rgntgenstralene blir observert i en vinkel pa 90°.

e) Beregn belgelengden N for de spredte fotonene ved 90°.

f) Figur 2.6 viser en topp ved bglgelengden \o. Hvilken prosess skyldes denne
toppen?



Kapittel 3

BOHRS ATOMMODELL

3.1 Innledning

Figur 3.1: Dansk frimerke som markerer Bohrs atomteori.

I dette kapitlet skal vi se pa nok en revolusjonerende innsikt som ble dre-
vet fram av eksperimentelle fakta som ikke kunne forklares ved klassisk fysikk.
Aret er 1913, og ideen er Bohrs teori om atomene. Men la oss forst rekapitulere
noen av de fenomenene en ikke hadde noen forklaring pa. Det forste er gans-
ke grunnleggende og dramatisk: Materien i verden rundt oss er stabil! Ifplge
klassisk stralingsteori skulle ikke dette veert tilfelle. Problemet 14 i at en hadde
kommet fram til en forstaelse av at elektronene gar i baner rundt elektronkjer-
nen. Klassisk svarer dette til at elektronene opplever en sentripetalakselerasjon.
Men fra Maxwells teori var det kjent at ladninger som akselereres, sender ut
elektromagnetisk straling. Dette svarer igjen til et energitap for elektronet, med
den konsekvens at elektronet skulle bevege seg i en spiral inn mot kjernen og til
slutt falle inn i den — exit materie!

Bohr fant en vei ut av dilemmaet ved a postulere at klassisk stralingsteori
ikke er gyldig pa atomseert niva. I samme and som Planck og Einstein foreslo

37
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han at de tillatte energiene til elektronene i atomer er kvantisert, i tilstander
(“baner”) som betegnes med kvantetallet n. I neste avsnitt skal vi ta en titt pa
Bohrs teori, men la oss allerede n& papeke at selv om resultatet var av enorm,
fundamental betydning for kvantemekanikkens videre utvikling, sd var Bohrs
ideer rett og slett feil, og er i dag bare av historisk interesse.

En annen type eksperimentelle data en ikke hadde noen god forklaring pa
var spektrallinjene utsendt av grunnstoffene. Allerede mot slutten av 1800-tallet
fantes det store mengder med data pa bglgelengden til forskjellig slags lys. Det
dreide seg i all hovedsak om utsendt (emittert) elektromagnetisk straling fra
bestemte typer atomer. Den viktige observasjonen var at slik elektromagnetisk
straling er konsentrert ved bestemte, diskrete bglgelengder. Disse sakalte linje-
spektrene er forskjellige for hvert grunnstoff og utgjor dermed et slags “finger-
avtrykk” for grunnstoffet. En naer beslektet disiplin er absorpsjonsspektroskopi
— nar lys med en kontinuerlig fordeling av bglgelengder sendes gjennom en
bestemt gass, vil det opptre mgrke linjer i spektret fra det transmitterte lyset;
disse mgrke linjene opptrer ved de samme bglgelengdene som de lyse linjene i
stoffets emisjonsspektrum. Et eksempel der en ser dette er stralingen fra sola —
kurven svarer stort sett til et sort legeme stralingsspektrum med en temperatur
rundt 5800 K, bortsett fra en del mgrke linjer, svarende til grunnstoffene som
finnes i sola.

Et gitt grunnstoff kan altsd bade absorbere og emittere elektromagnetisk
straling ved bestemte, diskrete bglgelengder (fotonenergier). Et av de mest stu-
derte atomer var hydrogenatomet, som bestar av et proton og et elektron. Vi
viser fotonspekteret for hydrogen i figur 3.2.

325 2 15 1 05 eV
T T T
n n Il n n n n n n o n n n Il n n 1
0 500 1000 1500 2000 2500
Lyman  Balmer Paschen Bolgelengde [nm]

Figur 3.2: Fotonspekteret for hydrogen. Bglgelengdene er i nm. De tykke strekene
betyr at linjene ligger sa tett at de ikke kan skilles.

Basert pa disse diskrete verdiene for bglgelengden (spektrallinjer) til den ut-
sendte elektromagnetiske straling fra hydrogen laget Balmer en parametrisering
for de observerte spektrallinjene allerede i 1885, med bglgelengden gitt som

2
A = (3645.6 x 1071 m)

hvor n=3,4,..., (3.1)

n2
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som vi i dag vet svarer til overganger fra hgyere eksiterte tilstander i hydro-
genatomet til den forste eksisterte tilstanden, dvs. n = 2 (se neste avsnitt). Da
Balmer begynte arbeidet sitt, var bare fire spektrallinjer kjent for hydrogen.
Disse 1a alle i det synlige omradet og ble kalt H, (n = 3, rodt), Hg (n = 4,
gront), H, (n = 5, blatt) og Hs (n = 6, fiolett). Men flere linjer ble oppdaget
etter hvert og viste seg & veere i full overensstemmelse med Balmers formel.

Balmer gjettet ogsa at det kunne finnes flere lignende serier av spektrallinjer,
og han hadde rett: I 1890 kom Rydberg med en parametrisering for alle mulige
overganger i hydrogenatomet, nemlig

1 1 1
) "

3

med
1.nyg =1o0gn; =2,3,..., svarende til den sakalte Lymanserien (ultrafio-
lett).
2. ny =2o0gn; =3,4,..., svarende til den sakalte Balmerserien (synlig lys).
3. ny=3o0gn; =4,5,...,svarende til den sakalte Paschenserien (infrargdt),
OSV.

Konstanten Ry er Rydbergkonstanten for hydrogen og gitt ved
Ry = 1.0967757 x 10" m~!. (3.3)

Selv om parametriseringene reproduserte dataene, sd manglet en mer grunn-
leggende teori til beskrivelsen av atomer. Forst med kvantemekanikken var en i
stand til & gi en tilfredsstillende matematisk beskrivelse. Et viktig bidrag i utvik-
lingen frem mot den kvantemekanikken vi kjenner i dag var Bohrs atommodell
fra 1913. Bohr utviklet en teori basert pa kombinasjonen av klassisk mekanikk
og Plancks og Einsteins kvantiseringsteorier fra elektromagnetisk straling.

3.2 Bohrs atommodell

Det var Bohr som klarte a konstruere en modell som ga en forklaring pa noen
av atomets mysterier, og som han fikk Nobelprisen for i 1922. Hva vil det sa
egentlig si & “konstruere en modell”? Man observerer at et fysisk system opp-
forer seg pa en viss méte, og modellen er da en forenklet “teori” (beskrivelse),!
basert pa visse grunnleggende antagelser, som (forhapentligvis) forklarer denne
oppforselen. Antagelsene en gjgr, kan veere basert pa erfaring, i analogi med
andre systemer, eller pa intuisjon. Modellens videre skjebne avgjsres av dens
evne til forutsigelser. En god modell ma kunne testes ved at den forutsier eks-
perimentelle resultater. Hvis den ikke stemmer overens med disse, er modellen
falsifisert, og man vet at en eller flere av de grunnleggende antagelsene ikke var
gyldige. Man ma da ga tilbake og modifisere modellen.

ILegg merke til at i vitenskapelig sammenheng betyr teori noe mer enn “antagelse”, som
er meningen vi ofte bruker i dagligtale. En teori er et komplett og selvkonsistent system av
grunnsetninger, lover eller regelmessigheter innenfor den aktuelle vitenskapen.
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Bohr utviklet altsa en modell som forutsa at elektronet som er bundet til
kjernen pa hydrogenatomet bare kan anta visse, diskrete energier, og som samti-
dig reproduserte Rydbergs formel (3.2) og de andre eksperimentelle fakta omtalt
i forrige avsnitt. I ettertid vet vi at denne overensstemmelsen til en viss grad var
tilfeldig, at Bohr brukte ugyldige antagelser i sin utledning, og at modellen pa
mange mater er ukorrekt. Dette er imidlertid ikke sa rart, med tanke pa at Bohr
gjorde dette arbeidet i kvantemekanikkens spede barndom, lenge for denne var
fullt utviklet. Han var ngdt til & jobbe ut fra det som var kjent pa den tiden
(som er omtrent det vi har gjennomgatt til n& i dette kurset), og baserte seg
pa datidens primitive kvantefysikk kombinert med klassisk fysikk. (Sistnevnte
er kanskje den stgrste svakheten i modellen — klassisk fysikk kan rett og slett
ikke anvendes her.) Det er ingen tvil om at Bohr var en av de mest sentrale
personene i utviklingen av kvantemekanikken. Bohrs atomformel (se nedenfor)
ansees for & veere kvantemekanikkens kanskje viktigste enkeltresultat.

La oss se pa Bohrs antagelser:

1. Et elektron i et atom beveger seg i sirkuleere baner om en kjerne. Kreftene
er gitt ved tiltrekning via Coulombvekselvirkningen mellom elektron og
kjerne.

2. Bare visse elektronbaner er stabile. I disse baner utsender ikke elektronene
elektromagnetisk straling (jf. diskusjonen om materiens stabilitet).

3. Elektromagnetisk straling sendes ut dersom et elektron som beveger seg
i en bane med energi F;, forandrer pa et diskontinuerlig vis sin bevegelse
til en bane med energi ;. Frekvensen til denne stralingen er

L (EBi—Ep)
h
Tilsvarende kan atomet absorbere straling ved at elektronet géar fra et
lavere til et hgyere energiniva.

4. De tillatte elektronbanene er bestemt ved at deres anguleermoment (driv-
moment, banespinn) L rundt kjernen er kvantisert,

L=mvr=mn-h,
der h = h/(27).

La oss dvele litt ved det siste postulatet. Hvor kan en slik antagelse komme
fra? Hvordan “gjetter” man hva som er kvantisert? Legg merke til at igjen er
det Plancks konstant som dukker opp, akkurat som i kvantiseringen av lysets
energi. Plancks konstant er en slags indikator pa nar vi er i kvantefysikkens
domene; den setter en skala som blir “liten” (neglisjerbar) nér en ser pa “store”
(klassiske) systemer. Legg ogsi merke til at i har akkurat samme enhet som
anguleermomentet, Js = kgm?/s! Si hvorfor da ikke prgve seg med & anta
at i kvantedomenet ma angulseermomentet vaere av storrelsesorden h, kanskje h
ganget med et eller annet enkelt, ikke for stort tall. Det er akkurat dette som
er tilfelle — de “enkle tallene” er rett og slett heltall n. Sa lenge n er rimelig
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liten, er vi i kvantedomenet. Blir n veldig stor, begynner systemet & oppfgre seg
klassisk.?

Dette er et eksempel pa korrespondanseprinsippet, formulert av Bohr
som fglger:

Kvanteteoriens forutsigelser om oppfarselen til et fysisk system skal svare
til de for et klassisk system i grensen hvor kvantetallene som bestemmer

en tilstand blir veldig store.

Uten a ga inn pa detaljene, kan vi si at korrespondanseprinsippet var en viktig
ledestjerne for Bohr da han utviklet sin atomteori.

La oss til slutt se pa Bohrs utledning av atomformelen fra de fire pos-
tulatene. Coulombkraften som virker pa elektronet i avstand r fra kjernen er
F. = kee?/r? der k. = 1/(47ep). Denne kraften skal gi elektronets ngdvendige
sentripetalakselerasjon i sirkelbanen, a = v?/r. Newtons 2. lov gir da

kee? o2 kee? 1
€ Mmet eller v? = ez (3.5)

T me T

Videre kan vi sette opp elektronets energi som summen av dets potensielle energi
i Coulombfeltet og dets kinetiske energi,

kee? 1
E = — Te + §me’U2 . (36)
Kombinerer vi dette med (3.5), far vi
kee?
E=- 3.7
2r (87)

Sa langt har vi bare brukt klassisk fysikk. Na innferes det fjerde postulatet,
kvantiseringen,
mevr = nh, (3.8)

som kan brukes til & eliminere v fra (3.5) og lgse ut radien,

h? 9
=r,=——7 =1,2,.. 3.9
rEra=ooegn n=12 (3.9)
Dette skrives gjerne som
rn = agn?, (3.10)

der ag = h?/(mekee?) =~ 0.0529 nm kalles Bohrradien. Her ser vi at elektron-
radiene er kvantisert som kvadratiske heltallsmultipler av Bohrradien. Fra (3.7)
fglger na ogsa energiens kvantisering, som er Bohrs atomformel,

2Legg merke til at, som for energien, s er forskjellen mellom to angulsermoment, AL, delt
pa angulsermomentet
AL/L = [(n+ 1)h —nh]/nh=1/n — 0, (3.4)
for store n, slik at anguleermomentet da blir en kontinuerlig stgrrelse slik vi er vant til i klassisk
mekanikk.
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Bruker vi det tredje postulatet og lyskvantenes (fotonenes) egenskaper 1/\ =
v/ec = E/(hc), reproduseres Rydbergs formel for stralingsoverganger mellom

ulike energinivaer,
1 keoe? 1 1
— = — - — 3.13
A 2aphc <n? n2) ’ ( )

3

der kombinasjonen av naturkonstanter foran parentesen er i forblgffende over-
ensstemmelse med Rydbergkonstanten Ry (sett inn tall og sjekk selv!). Figur
3.3 viser en skisse av noen av de mest kjente stralingsovergangene med ny hen-
holdsvis lik 1, 2 og 3.

" 0.00

-0.54
| -0.85
YYVYY -1.51
Paschen
serien
2 YYY -3.40
Balmer serien

W B~

Lyman serien

1 _yvvy -13.6

Energi (eV)

Figur 3.3: Ulike mulige overganger i hydrogenatomet. Grunntilstanden har
kvantetall n = 1 og energi —13.6 €V, som ogsa svarer til energien som trengs for
a frigjore et elektron i hydrogenatomet.
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Som sagt var det en imponerende bragd av Bohr & konstruere sin modell
ut fra de forutsentningene som var gitt i 1913. La oss likevel avslutte med litt
etterpaklokskap og papeke noen av modellens svakheter:

e Utsagnet “elektronet befinner seg i en radius r fra kjernen” er meningslgst
i kvantemekanikken. Elektronet mé behandles som en bglge, og det eneste
vi kan si noe om, er sannsynligheten for a finne elektronet et visst sted.
Ligningen 7, = agn® fremstar dermed som ytterst tvilsom, og den er tross
alt fundamentet for energiformelen. Men det vil vise seg at disse r,, svarer
til de mest sannsynlige radiene i hydrogenatomet.

e Elektronene har ikke bare rotasjons-kinetisk energi, men ogséa en radiell
komponent som det ikke er tatt hensyn til her.

e Bohrs modell stemmer relativt bra for hydrogenatomet. Men for atomer
med flere elektroner ma en ta hensyn til vekselvirkningen mellom elektro-
nene, og da blir ting betydelig mer komplisert.

e Bohr var heldig pa den maten at Coulombpotensialet er meget spesielt
blant de sentralsymmetriske potensialene. For de fleste andre sentralsym-
metriske potensialene vil energien ikke bare avhenge av kvantetallet n,
men ogsa av angulseermomentet L.

Alt dette vil dere hgre mer om nar vi gjennomgar hydrogenatomet i detalj senere
i kurset.

3.2.1 Franck-Hertz-eksperimentet

I 1914 utferte James Franck og Gustav Hertz (nevgen til den andre Hertz) et
eksperiment som var den fgrste bekreftelse pa eksistensen av stasjonaere tilstan-
der i atomer, dvs. at kun bestemte eksiterte tilstander for elektronene var tillatt,
i motsetning til det kontinuerlige spekteret av tilstander som klassisk fysikk ga.
For dette fikk Franck og Hertz Nobelprisen i fysikk i 1925.

Et eksperimentelt oppsett er vist i figur 3.4. Eksperimentet ble gjennomfegrt
ved & akselerere elektroner gjennom en gass av kvikksglv vha. en pasatt spen-
ning Vix¢ mellom katoden og gitteret. Mellom gitteret og anoden bremses sa
elektronene ned av en motspenning Vg4 som er svakere enn V. Hvis elekt-
ronene ikke taper noe energi pa veien, vil de komme fram til anoden med en
kinetisk energi K, = eV = e(Vkg — |Vaa|). Hvis noen av elektronene der-
imot kolliderer med kvikksglvatomer underveis, vil de miste noe av sin kinetiske
energi; er dette energitapet stgrre enn eV 4 nar de ikke fram til anoden, og
bidrar ikke til strommen gjennom roret.

Okes spenningsforskjellen mellom katode og anode, vil flere og flere elektro-
ner na anoden. Naivt skulle man altsé forvente en monotont gkende strgm som
funksjon av spenningen Vi 4. Dette var ikke tilfelle eksperimentelt. Et plott av
elektrisk strgm som funksjon av det akselererende potensialet viste topper ved
heltallsmultipler av en spenning pa ca. 4.9 V, se figur 3.5.

Det som skjer er at ved bestemte spenninger (og dermed kinetiske energier)
for elektronene, har elektronene en energi som svarer til den fgrste eksiterte
tilstanden i kvikksglvatomet. Nar et elektron kolliderer, og dermed overfgrer sin
kinetiske energi til kvikksglvatomet slik at dette blir eksitert, bremses det ned og
feerre elektroner nar anoden. Derfor faller strgmmen for spenninger rundt 4.9 V,



44 KAPITTEL 3. BOHRS ATOMMODELL

Kvikksglvatomer

Elektoner Minskende Strgm av elektroner

— s M energi
(gkende energi

Katode Gitter

Figur 3.4: Skjematisk oppsett for Franck og Hertz eksperiment med kvikksglv i
1914. Et ror med tre elektroder fylles med kvikksglvdamp. Elektroner akselereres
over et spenningsfall Vi mellom katoden og et gitter. Et mindre spennings-
fall med motsatt polaritet settes opp mellom gitteret og anoden. Strgmmen av
elektroner avhenger av hvordan de vekselvirker med kvikksglv.

selv om noen elektroner gar gjennom uten & kollidere. @Pkes spenningen videre,
gker strgmmen igjen til elektronene har en kinetisk energi pa K. = 2 x 4.9 eV.
Da har elektronet energi nok til & eksitere to kvikksglvatomer, og en observerer
en ny topp i elektronstrgmmen.

Nar kvikksglvatomet gar tilbake til grunntilstanden, males det en elektro-
magnetisk straling med bglgelengde pa A = 254 nm. Det svarer til en energifor-
skjell gitt ved
he 1240 eV nm
A 254nm

i samsvar med den maélte spenningen og dermed den kinetiske energi som elekt-
ronene har.

AE = =4.88eV, (3.14)

3.3 Oppgaver
Oppgave 3.1 Synlig lys har bglgelengder i omradet 4000-7000 A.

a) Fra Bohrs formel for energinivaene i H-atomet, vis at bglgelengden til det
emitterte lyset vil ligge utenfor det synlige omradet ved alle overganger
til laveste niva (Lyman-serien).

b) Hva blir den korteste og den lengste bglgelengden ved overganger til det
nest laveste nivaet (Balmer-serien)?

¢) Hvor mange spektrallinjer ligger i det synlige omrédet i denne serien?

Oppgave 3.2 I den enkleste versjonen av Bohrs atommodell antas det at
elektronet beveger seg i sirkuleere baner rundt en atomkjerne som ligger i ro,
d.v.s. at den har en masse som regnes a veaere uendelig stor. Spesielt for de letteste
atomene er dette ikke en seerlig god antagelse. I H-atomet bestar kjernen kun
av et enkelt proton med en masse m,, som er 1836 ganger tyngre enn elektron-
massen M.
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Figur 3.5: Strommen av elektroner gjennom rgret som funksjon av det akselere-
rende potensialet V. Flere og flere elektroner nar anoden ettersom spenningen
okes. Ved V = 4.9V, 2x 49V, 3x4.9V osv. avtar strgmmen. Det svarer til
at elektronene taper 4.9 eV per kollisjon.

a) Ved & ta med bevegelsen til protonet i H-atomet, vis at den totale bane-
spinnet for atomet i dets massesentersystem er L = uwr?, hvor r er av-
standen mellom elektronet og protonet, w er vinkelfrekvensen til deres
sirkulaere bevegelse og i1 er deres reduserte masse

meMmy

K me +m,

b) Finn energiene til de stasjoneere tilstandene til atomet ved bruk av Bohrs
kvantiseringsbetingelse L = nh, og vis at dette mer ngyaktige resultatet er
identisk med Bohrs energiformel med det unntak at den reduserte massen
1 na inngar i stedet for elektronmassen m..

¢) Hvor mye forandres den lengste bglgelengden H, (n = 3 — n = 2) i
Balmer—serien ifglge denne mer korrekte formelen?

d) Spektrallinjen H, fra deuterium (tungt hydrogen) har bglgelengden \ =
656.029 A. Finn massen til atomkjernen i deuterium.



46 KAPITTEL 3. BOHRS ATOMMODELL

Oppgave 3.3 Et atom med masse M, opprinnelig i ro, emitterer et foton ved
en overgang fra et energiniva F; til et annet niva Fy. Det sies vanligvis at det
emitterte fotonets energi er gitt ved hv = E; — E5, der v er fotonets frekvens og
h er Plancks konstant. Imidlertid vil en liten del av energien overfores til atomet
som kinetisk energi (rekylvirkning), og fotonet far derfor en tilsvarende mindre
energi: hv = E1 — Es — AE.

a) Finn et uttrykk for denne korreksjonen AFE. G& ut fra at fotonet har en
bevegelsesmengde lik hv/c.

b) Gjennomfer en tilsvarende diskusjon for det tilfellet at atomet absorberer
et foton.

¢) Regn ut den numeriske verdien av AE/hv for en overgang E1 — Eo = 4.86
eV i et kvikksglvatomet som har masse lik 200 x massen til et proton.

Oppgave 3.4

a) Hvilke energier har lyskvant som faller i den synlige delen av spektret,
4000 A < X\ < 7000 A?

b) Oppgi noen spektrallinjer av atomaert hydrogen og enkeltionisert helium
som tilsvarer synlig lys.

¢) Finn sterrelsesorden av effekten pa disse dersom man tar hensyn til rekylen
av atomet under emisjonen, og vis at denne effekten er langt mindre enn
isotopeffekten (effekt p.g.a. redusert masse).

Oppgave 3.5 Bruk Bohrs kvantiseringsbetingelse L = nh til & kvantisere
energien av en partikkel i et sentral potensial V(r) = Vy(r/a)*. Beregn den
kvantiserte energien som funksjon av kvantetallet n. Kontrollér n-avhenigheten
for k = —1 som svarer til Bohrs atom modell for hydrogén. Lag en figur som
viser V(r) for store verdier av k. Forklar ut fra figuren verdien av elektronets
bane-radius for k — oo.



Kapittel 4

MATERIENS
BOLGEEGENSKAPER

I kapitlet om fotoner leerte vi at elektromagnetisk straling (lys), som vi er vant
til & tenke pa som bglger, ogsa utviser partikkelegenskaper. Na skal vi se noe
som kanskje er enda mer sjokkerende: All materie utviser, ved siden av de vel-
kjente partikkelegenskapene, ogsé bglgeegenskaper! Grunnen til at vi ikke ser
dette i hverdagen, er at de typiske bglgelengdene for makroskopiske objekter
er veldig sma — jo stgrre masse, desto mindre bglgelengde. Grovt sagt trenger
man nemlig et maleapparat med samme dimensjon som bglgelengden for & av-
slgre bglgenaturen. Imidlertid er f.eks. elektroner sma og lette nok til at man
kan gjgre interferensforsgk med dem, som vi skal se straks. En viktig konsekvens
av innsikten om at materien har bglgeegenskaper, er at disse ikke kan beskri-
ves av klassisk mekanikk (Newtons lover), slik at vi trenger en ny bglgeligning
for & beskrive materien! Denne bglgeligningen heter Schrodingerligningen, og vi
kommer til & stifte vart forste bekjentskap med den rett etter dette kapitlet.

4.1 Dobbeltspalteeksperimentet

Figur 4.1 viser en skisse av et interferensforsgk med en dobbeltspalte der det
brukes koherent lys. Interferens er et bglgefenomen som dere kjenner til, bade
fra videregaende skole og fra FYS2130, hvor det blir beskrevet for klassiske
bolger (f.eks. pd vann) og for elektromagnetisk straling (f.eks. laserlys). Om
man registrerer interferensemgnsteret pa skjermen til hgyre, vil man fa en in-
tensitetsfordeling slik som vist i figur 4.3 (¢). Om vi né tenker oss et analogt
eksperiment der vi bytter ut lyskilden med en kilde for sma klassiske partikler,
slik som illustrert i figur 4.2, kan vi ogsa registrere fordelingen av partikler. Vi
kan tenke oss at det sitter en person med en ertepistol og avfyrer erter gjennom
den fgrste spalten. Presisjonen er ikke sa god, sa av og til treffer ertene kantene
pa spaltene, slik at de som kommer frem, ankommer temmelig vilkarlig. Da vil
de fordele seg pa skjermen slik som vist i figur 4.3 (b). Dersom man stenger for
en av spaltene vil de fordele seg slik det er illustrert i figur 4.3 (a). Slik vil ogsa
fordelingen av lyset se ut dersom man stenger for den ene spalten’.

1Det er sant at lys som passerer enkeltspalter ogsa vil skape diffraksjonsmgnster med
intensitetsminima, spesielt om spaltebredden er stgrre enn lysbglgelengden. Men vi skal anta

47
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Figur 4.1: Dobbeltspalteeksperiment med lys. I 1999 klarte fysikere & observere
interferensfenomen mellom bglgepakker som besto av kun to fotoner. Her vises
bglgefronten til lyset og det resulterende interferensmgnsteret pa skjermen bak.

Figur 4.2: Sma klassiske kuler som skytes gjennom mot to spalter. Det registreres
hvor de treffer pa skjermen til hgyre.

La oss na tenke oss at vi bytter ut ertene med en jevn strgm av monoener-
getiske elektroner og gjor et tilsvarende eksperiment. Skjermen bak kan veere
fluorescerende, slik at den produserer et lysglimt hver gang den treffes av et
elektron. Hva skjer? Figur 4.4 viser resultatet av et slikt eksperiment som ble
utfert 1 2009. Elektronene sendes ut enkeltvis, det gar omtrent et sekund mellom
hvert, og figuren illustrerer hvordan mgnsteret pa skjermen utvikler seg etter
hvert som flere og flere elektroner ankommer. De danner et intereferensmgnster
akkurat som lyset, eller altsa fotonene.

Dekker vi til en av spaltene far vi tilbake den jevne fordelingen av prikker,
som illustrert i figur 4.3 (a). Dette er ogsa blitt gjennomfert eksperimentelt.
Men apner vi begge spaltene igjen, dannes pa nytt interferensmgnsteret. Dette
kan ikke forklares hvis vi ser pa elektronene som partikler, for hvorfor i all
verden skulle de begynne a unnga visse omrader bak spaltene, bare fordi de
har fatt en ekstra apning de kan ga igjennom? Vi har allerede rgpet at dette
henger sammen med at elektronene oppfgrer seg som bglger. Legg imidlertid

at spaltebredden er tilstrekkelig liten til at denne effekten domineres av interferensen mellom
de to spaltene.
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Figur 4.3: Intensitetsfordelingene for klassiske kuler til som passerer gjennom
én spalte (a) og to spalter (b) og bglger som passerer gjennom to spalter (c). I
figur (b) er intensitetsprofilen summen av intensitetene fra de to spaltene. Disse
er vist i stiplede linjer.

merke til en ting til som er merkelig: Elektronene gar gjennom spaltene én og
én. Interferensmgnsteret oppstar etter hvert uansett hvor lenge vi lar det ga
mellom hvert elektron som sendes. Vi er altsa tvunget til & konkludere med at
hvert elektron oppferer seg som en bglge, gar gjeom begge spaltene samtidig og
interfererer med seg selv. Nar elektronet treffer skjermen, oppforer det seg som
en partikkel igjen. Det dreier seg om en instantan energioverfgring, akkurat som
tilfellet er for den fotoelektriske effekt. Elektronet treffer et bestemt punkt og
lys sendes ut fra den fluorescerende skjermen. Derimot vet vi ikke med sikkerhet
pa forhand hvilket punkt som blir truffet Som dere ser i figur 4.4 virker dette
helt tilfeldig til & begynne med. Men etter hvert ser man at det danner seg
noen omrader som blir truffet oftere enn andre, dvs. omrader der det er stgrre
sannsynlighet for at elektronet skal befinne seg.

Som dere kjenner til fra bglgelzeren, er intensiteten I i et interferensmgnster
relatert til kvadratet av amplituden til den innkommende bglgen I o a2, der
amplituden til interferende bglger er additiv. De to amplitudene fra de to spal-
tene, la oss kalle dem aq og as, danner resultantamplituden a = a; + as, som gir
opphav til intensiteten I o |a; 4 as|?. Arsaken til at interferens forekommer er
at amplitudene kan veere bade positive og negative og derfor kansellere, slik at
vi far mensteret i figur 4.3 (c). I figur 4.3 (b) er det intensitetene som adderes
slik at I = I} 4+ I» der I; er intensiteten nar spalte 2 er stengt og visa versa
for Is. For lyset kan vi identifisere amplituden med det elektriske feltet a ~ F,
og for elektronene gir vi den navnet . Dette er den sakalte bglgefunksjonen.
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Figur 4.4: Eksperiment der ett elektron per sekund passerer gjennom en dob-
beltspalte i en gull-dekket silikonmembran. Den gverste figuren viser detektor-
skjermen tidlig i eksperimentet, den nederste sent. Elektronene aksellereres forst
gjennom et potensialfall pa 600 V og spaltene er 62 nm brede og 272 nm fra
hverandre. De er 4um lange. Eksperimentet som er en av en lang rekke lignende
eksperiemnter er utfgrt av Herman Batelaan i 2009.

Den er additiv, varierer i rom og tid, og sannsynligheten for a finne elektronet
er proporsjonal med [¢|2. Hvordan den varierer i rom og tid ma bestemmes av
en bglgeligning, og denne representer en ny naturlov, som vi skal finne i neste
kapittel. Det skal vise seg at, ulikt det elektriske feltet, som kan males som en
kraft pa en testladning, er ikke ¢ direkte malbar

La oss na se litt nsermere pa hvordan elektronene med sine bglgeegenskaper
faktisk oppforer seg. Hva om vi stenger den ene spalten? Da vil elektronene
generere en enkelt klokkeformet intensitetsprofil som illustrert i figur 4.3 (a).
Sa apner vi begge spaltene igjen, men na setter vi oss fore a teste hvilken av
spaltene hvert enkelt av elektronene gar gjennom. Vi kan tenke oss at vi setter
opp en lyskilde som avslgrer hvor elektronen passerer. Siden elektronene passe-
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rer enkelvis og hver méaling viser at de gar enten gjennom den ene eller gjennom
den andre spalten, far vi to klokkeformede bidrag. Elektronene kommer na i to
grupper, en som gar gjennom den ene spalten, og en som gar gjennom den andre.
Hver gruppe ma oppfore seg pa samme mate som den gruppen som bare hadde
en spalte & g& gjennom. Dette er illustrert i figur 4.3 (b). Na er altsa interfe-
rensmgnsteret forsvunnet. Vi endrer altsa elektronenes oppforsel ved & maéle pa
dem. Dette har & gjore med at observasjonen innebzerer en spredningshendelse
mellom et foton og et elektron, og uansett hvilken malemetode vi velger, vil vi
ikke kunne unngé a pavirke elektronene.

Hva om man skrudde ned lyset, sa det ble veldig svakt og bare pavirket elekt-
ronene meget svakt? I sa fall ville faerre av elektronene bli utsatt for spredning.
Men sa ville jo ogsa feerre av elektronene bli observert. Til slutt, ettersom lyset
gradvis blir borte, ville elektronene pa nytt produsere sitt interferensmgnster.

Dette at enkeltelektroner interferer med seg selv kan altsa ikke beskrives
uten & gi dem bglgegenskaper. Spesielt ma man tenke seg at det formidles infor-
masjon gjennom begge spaltene samtidig, selv om elektronene kommer en og en.
Det betyr at hvert enkelt elektron har har en endelig sannsynlighet for & méles
i begge spalter. For Einstein var ideen om at naturen pa denne grunnleggende
maten var vilkarlig uakseptabel, og er kjent bl.a. for utsagnet Gud kaster ikke
med terning®. Hans syn, som ogsa har blitt kjent som den realistiske tolkningen
av kvantemekanikken, innebeerer at elektronene faktisk er underkastet en de-
terministisk oppférsel. Vi kjenner den bare ikke. Denne oppferselen ma dermed
vaere bestemt av ukjente variable og denne sakalte hidden variables teorien har
hatt mange prominente tilhengere. Fgrst pa 1980 tallet ble denne kontroversen
endelig avgjort gjennom eksperimentelle malinger, og da i Einsteins disfavgr.
Men allerede dobbeltspalteksperimentet indikerer at de skjulte variable ikke fin-
nes. For, om slike variable skulle finnes, ville de for hvert enkelt elektron avgjgre
om de skulle gjennom den ene eller andre spalten. Det spiller ikke da noen rolle
om vi kjenner variablene, eller deres prediksjon, elektronene ville pa nytt dele
seg i to grupper, en for hver spalte. Dermed er vi tilbake til situasjonen hvor vi
maler elektronenes posisisjon ved spaltene, og igjen skulle vi miste interferens-
mgnsteret. Men det er i strid med eksperimentelle malinger.

4.2 Dayvisson-Germer-eksperimentet og Braggdif-
fraksjon

Dobbeltspalteeksperimentet er kanskje det konseptuelt enkleste eksempelet pa
interferens med materiebglger, men historisk var det et annet eksperiment som
ble gjort ferst, av Davisson og Germer i 1927. De sendte elektroner mot et nik-
kelkrystall, se figur 4.5. Den innkommende elektronbglgen spres mot atomene
i krystallets gitteroverflate, slik at hvert atom effektivt sett fungerer som en
punktkilde som sender ut bglgen igjen. Detektoren vil da registrere et interfe-
rensmgnster, med konstruktiv interferens for vinkler der

dsinf = m, (4.1)

2Det er i hvert fall slik utsagnet hans alltid blir gjengitt. Det han faktisk sa var 'Det
virker vanskelig & kikke Gud i kortene.. Men at Herren spiller terning og bruker ’telepatiske’
metoder..., det tror jeg ikke pa et gyeblikk. ’
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Elektroner inn

/ 7 Detektor

Figur 4.5: Davisson-Germer-eksperimentet.

der d er avstanden mellom atomene og m er et heltall. Dette tilsvarer at forskjel-
len i veilengde for de deler av bglgen som treffer forskjellige atomer er et helt
antall bglgelengder. Igjen vil interferensmgnsteret oppsta selv om elektronene
sendes inn ett og ett, dvs. elektronbglgen interfererer med seg selv, akkurat som
i forrige avsnitt. Vi har enna ikke sagt hva elektronenes bglgelengde A egentlig
er. Det far dere vite mer om i neste avsnitt.

Et lignende eksperiment er Braggdiffraksjon med elektroner.® Her brukes
elektroner med hgyere energi enn i Davisson—Germers forsgk, slik at elektronene
trenger lengre inn i krystallen og ogsa spres mot dypereliggende lag av atomer,
se figur 4.6. Legg merke til at elektronene na sendes inn i en vinkel 6 i forhold
til overflaten, og detektoren plasseres i samme vinkel pa den andre siden av
normalen. Vi ser na at stralen som spres fra atomlag nummer 2, gar en strekning
som er 2dsin@ lengre enn stralen som spres i overflaten osv. Her har vi altsa
interferens mellom lagene av atomer i krystallen, og kriteriet for konstruktiv
interferens er na

2dsing = mA. (4.2)

Denne ligningen er kjent som Braggs lov. Diffraksjonseksperiment av denne
typen kan utfgres ikke bare med elektroner, men ogsa med f.eks. ngytroner eller
rontgenstraling, og er et viktig verktgy i forskningen pé faste stoffer /krystaller.

4.3 De Broglies hypotese

N& som vi har overbevist oss selv om at materie, som f.eks. elektroner, har bade
partikkel- og bolgeegenskaper, er det pa tide & se nsermere pa disse bplgeegen-

3Vi nevnte sa vidt Braggdiffraksjon for elektromagnetiske bglger i avsnitt 2.3. Det var et
klassisk resultat fordi det bare bygde pa det elektomagnetiske feltets bglgenatur. Braggdif-
fraksjon med elektroner er en kvantefysisk effekt som hviler pa elektronets bglgenatur.
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straler straler
———————— - -0--0--——-————-
]

——————— ° °

Figur 4.6: Braggdiffraksjon. Avstanden mellom atomene i krystallet er d. Spred-
ningsvinkelen for innkommende og utgaende elektroner er 6.

skapene.

La oss minne om skillet mellom partikler og bolger i klassisk fysikk: Klassisk
har en partikkel egenskaper som posisjon, bevegelsesmengde, kinetisk energi,
masse og elektrisk ladning. En klassisk bglge derimot, beskrives ved stgrrelser
som bglgelengde, frekvens, hastighet, amplitude, intensitet og energi. Den vik-
tigste forskjellen mellom en klassisk partikkel og bglge er at partikkelen kan
lokaliseres, dvs. har en skarpt definert posisjon, mens en bglge er spredt ut-
over rommet. Vi skal komme tilbake til dette nar vi tar for oss Heisenbergs
uskarphetsrelasjon i var diskusjon av kvantemekanikken.

Det var Louis Victor de Broglie som i 1923 fgrst foreslo at ogsa materie,
dvs. partikler med endelig masse som f.eks. elektroner, protoner, atomer m.m.,
utviser bade partikkel- og bglgeegenskaper. For fotoner har vi relasjonene mel-
lom bglge- og partikkelegenskaper gitt ved E = hv og p = h/\, med Plancks
konstant som knytter sammen de to egenskapene. De Broglie foreslo at lignende
relasjoner ogsa skulle gjelde for materie og postulerte at f.eks. elektroner kunne
tilordnes en bglgelengde

A= —
p
hvor p er elektronets bevegelsesmengde.

Dette er de Broglies hypotese, som han fikk Nobelprisen for i 1929. Bglgeleng-
den A kalles ofte de Broglie-bglgelengden. Legg merke til at relasjonen (4.3) gjel-
der bade for relativistiske og ikke-relativistiske partikler. For ikke-relativistiske
partikler (dvs. partikler med hastighet mye mindre enn lyshastigheten) bruker
vi den vanlige relasjonen p = mwv. Har partiklene for stor hastighet, kan ikke
denne brukes, og vi ma regne relativistisk, med E? = p?c? + m?2c*.

Tilsvarende ma materiebglger ha en frekvens. Den er gitt ved

: (4.3)
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Det er en ting som er viktig & merke seg her, som vi ogsd kommer tilbake til i
neste avsnitt: For et foton har vi en enkel relasjon som gir oss bade bolgelengde
og frekvens, nemlig A\v = ¢, fra en gitt energi eller bevegelsemengde. For massive
partikler derimot, trenger vi separate relasjoner for bglgelengde A = h/p og
frekvens v = E/h. Produktet v er ikke lik partikkelens hastighet. Hvordan
en identifiserer partikkelens hastighet for en materiebglge, far dere se i neste
avsnitt.

For vi gar videre, vil jeg omskrive de to ligningene over til en form som er
mye brukt og ofte mer praktisk. La oss innfgre bglgetallet k, med definisjonen

21w
k= — 4.5
= (45)
og vinkelfrekvensen w som
w =2, (4.6)
Videre far vi bruk for den mest populaere varianten av Plancks konstant,
h
h=—. 4.7
5 (4.7)

Med disse kan de Broglies bglge/partikkel-relasjoner uttrykkes som

Leer dere disse formlene! De er de fundamentale uttrykkene for sammenhengen
mellom bglge- og partikkelegenskaper for alle fenomener og spiller en sentral
rolle i kvantefysikken.

Dere lurer kanskje pa hva vi har vunnet med var lille omskriving? For det
fgrste har vi fatt ting pa en mer enhetlig og symmetrisk form som vil lette
beregninger. Som dere vet, gar frekvensen som en over perioden. Bglgetallet k
péa sin side kan ses pa som en slags “romlig frekvens”, siden den gar som en over
den “romlige perioden” A. Det er spesielt kjekt i relativistisk kvantemekanikk
og kvantefeltteori, som vi ikke skal ga inn pa i dette kurset. Det finnes ogsa
en annen praktisk grunn: Mens bglgelengden alltid er en skalar, kan bglgetallet
generaliseres til en vektor som peker i den retningen bglgen beveger seg, akkurat
som bevegelsesmengden.

4.4 Oppdagelsen av Schrodingerligningen

Alle de grunnleggende naturlovene ma pa ett eller annet vis gjettes for de kan
gjores til gjenstand for eksperimentell testing. Noen naturlover, slik som beva-
ring av anguleermoment, kan utledes fra andre, mer fundamentale lover— i dette
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tilfellet bevaring av bevegelsesmengde. Men de underliggende lovene sier noe
ikke-trivielt om naturen og kan derfor ikke utledes fra matematiske betraktnin-
ger alene. Prosessen frem til formuleringen av en naturlov er derfor i seg selv
hverken rigorgs eller deduktiv, men méa inneholde et kreativt skritt og genera-
liseringer. Heldigvis er naturlovene i mange henseender storartet generelle, sa
generalisering er en utmerket fremgangsmate.

Som et eksempel kan man tenke seg at man gjetter Newtons andre lov ved &
gjore malinger pa ett enkelt system av en masse og en fjeervekt. Dersom man ak-
sellererer massen ved hjelp av forskjellige krefter fra fjeervekten, vil man kunne
lese av en vakker lineser sammenheng mellom kraften og aksellerasjonen. Man
har selvfglgelig bare malt pa en enkelt masse av et spesielt stoff som utsettes
for en helt spesiell type kraft. Det er derfor direkte grensesprengende & anta at
denne linesere sammenhengen gjelder for alle susbstanser, alle verdier av massen
og alle typer krefter, slik man gjgr nar man generaliserer denne enkeltmalingen
til & gjelde universelt. Likevel er det et empirisk faktum at Newtons andre lov
gjelder for alle typer krefter og systemer. Den gjelder for Merkurs massesenter
som pavirkes av solsystemets tyngdekrefter. Den gjelder for et lite vaeskeelement
som pavirkes av trykkrefter fra den omkringgliggende veesken (formulering av
Newtons andre lov i et slikt kontinuerlig system er kjent under navnet ’hydro-
dynamikk’), og den gjelder for en elektrisk ladd drape som beveger seg mellom
to kondensatorplater under pavirkning av elektromagnetiske krefter.

Newtons lover legger grunnlaget for mekanikken og lar oss regne ut hvordan
masser og krefter utvikler seg med tiden. De har en klar motivasjon i empiriske
malinger, som vi allerede har en intuisjon for. Schrédingerligningen beskriver
hvordan den kvantemekaniske bglgefunksjonen utvikler seg med tiden, noe som
ogsa tillater oss & beregne hvordan masser og krefter utvikler seg med tiden. Men
nar det gjelder utledningen av-. eller motivasjon for denne ligningen, finnes det
ingen rute som er like intuitiv som den som leder til Newtons lover.

Lgsningen ligger i & ta utgangspunkt i beskrivelsen av fotoner, hvor den
aktuelle bglgeligningen faktisk er kjent. Den la i sin tid grunnlaget for & forsta
lys som elektromagnetiske bglger. Na skal vi bruke den til & ta skrittet tilbake
til en beskrivelse av materiens partikkelegenskaper.

Vi skal lete etter en bglgebeskrivelse av massive partikler— la oss tenke pa
elektroner- ved & ta utgangspunkt i bglgeligningen for elektromagnetiske felt,
generalisere denne og sa avslutte med a ta den ikke-reletivistiske grensen. Det-
te leder oss til Schrodingerligningen. Vi skal dermed fglge omtrent den samme
konseptuelle ruten som Erwin Scrodinger selv brukte da han satte seg fore &
komme frem til en bglgeligning som beskriver materielle partikler. Som han,
har vi allerede et utgangspunkt der vi vil tilordne materielle partikler en bglge-
amplitude, som vi kan kalle ). Dobbeltspalte-eksperimentet indikerer allerede
at sannsynligheten for & finne en partikkel oppforer seg som kvadratet av en ad-
ditiv amplitude, altsa [1|2. Vi skal tolke denne som en sannsynlighetstetthet og
starte med & beskrive ting i en dimensjon siden generaliseringen til flere dimen-
sjoner er ganske liketil. Om vi innferer koordinaten z, vil altsa sannsynligheten
for & finne partikkelen mellom z og = + dz veere ||?dx, og siden vi er sikre pa
a finne partikkelen ett eller annet sted ma

/dx|1/}|2 =1, (4.12)
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som vil si at sannsynligheten er normalisert?.

For fotoner er det tilsvarende. Vi vet at antallet per volum, eller tettheten
av dem, er proporsjonal med energitettheten, som i sin tur er proporsjonal med
kvadratet av det elektriske feltet, E?(z,t). Sa, ogsi i dette tilfellet er det en
amplitude som vi ma kvadrere for a fa sannsynlighetstettheten for partiklene.
Det elektriske feltet er beskrevet av Maxwells ligninger, som i det frie, kildelgse
rom gir opphav til bglgeligningen

02, 02

(@ —c @) E(z,t) =0 (4.13)

der cer lyshastigheten. Denne ligningen har planbglgelgsninger av formen e
der w = 27 f er sirkel-frekvensen og k = 27/ bolgetallet til belgen. Vi husker at
eksperimentene med den fotoelektriske effekt viste at fotonenergien kunne skri-
ves € = hw, og eksperimentene med Compton-spredning ga de Broglie grunnlaget
for & tilordne fotonene bevegelsesmengden p = h/A = fik. Disse indentifikasjo-
nene gjor det mulig & skrive planbglgelgsningen som

E(x,t) = Ege' k=) = et (pr—et) (4.14)
som ved innsetting i ligning (4.13) gir

Eq

0 — (pe)?)er =0 =, (4.15)

eller, med andre ord €2 — (pc)? = 0. Dette er den kjente relativistiske sammen-
hengen mellom impuls og energi for en partikkel uten hvilemasse. Som vi vet,
kan denne relasjonen utvides til a4 holde for partikler med endelig hvilemasse
ved & legge til massetermen (mc?)? pa hgyresiden. Alternativt kan vi oppné det
samme gjennom a gjgre erstatningen

82 ) 82 82 (m02)2 5 82

i ligning (4.13). Dette resulterer i den sakalte Klein-Gordon ligningen

82 (mc2)2 9 82 B

som fortsatt har lgsninger pa formen ®ge® ?*~¢") men na med den relativistiske
energien €2 = (mc?)? + (pc)?. 1 ligningen ovenfor har vi erstattet det elektriske
feltet med en bglgefunksjon ®(x,t), som beskriver massive relativistiske partik-
ler.

I den ikke-relativistiske grensen, som er aktuell for energier pa stgrrelse med
ioniseringsenergien til atomer, kan det relativistiske energiuttrykket rekkeutvik-
les i den lille stgrrelsen pe/(mc?)

1/2 2
(pe)? P
€ =mc? (1 + (mc2)? ~ me? + om (4.18)

4Det oppstar et problem, som krever en modifikasjon av dette normaliseringskravet, nar
partikkelen ikke er begrenset til en endelig del av rommet. Men dette problemet er ikke av
fundamental art og endrer ikke p& Schrédingerligningens form.

i(kx—wt)

Y



4.4. OPPDAGELSEN AV SCHRODINGERLIGNINGEN o7

hvor mc? er den konstante hvileenergien og Ej, = p*/2m er den klassiske kine-
tiske energien. Om vi na gnsker en ikke-relativistisk bgjlgeligning, kan det veere
en god ide & skille ut den relativistiske faktoren e~ # ("<t og skrive planbglge-
Igsningen som

B(x,t) = e 7m P PTErl) = omrme’ty,(y 1) (4.19)
der ¢(z,t) ~ en®*=Eit) jkke lenger inncholder c. Legg merke til at siden
e~ %Mt or en ren fasefaktor, pavirker den ikke sannsynlighetstettheten, dvs.
|27 = [y[>.

Hva er s ligningen som tilfredstilles av ¢(x,t)?. For & svare pa dette regner
vi forst ut
0P oY i, _ime?t
- _ [ Z=_ 2 rMC 4.20
= (3 —amev) (20
og ved hjelp av dette resultatet finner vi lett
2 212 2 2 _

0% n (me?) o 9% 2ime* Oy ) (4.21)

ot? h? ot? h Ot

som ved innsetting i ligning (4.17) gir
(82w 2imec? O 2621/1) _0

2 h o o (4.22)

Dersom man bruker tidsavhengigheten ¢ (x,t) ~ e~ #Ert il 4 erstatte 0/0t med
—iE})/h 1 denne ligningen ser vi at de to fgrste termene tar formen

Py 2imc® dp - mc? ( E? )1/1

oy _ Lk _9p
ot2 ho ot 72 k

mc?

(4.23)

og siden vi er i den ikke-relativistiske grensen der Ej/(mc?) < 1, er den forste
termen neglisjerbar i forhold til den siste og kan droppes. Dette svarer til a
droppe 921 /0t? termen i ligning (4.22). Om vi gjgr dette og multipliserer ligning
(4.22) med h?/(2mc?) star vi igjen med

L 0P h* 0%y

ih ot 2m x> (4.24)
som er fgrste orden i den tidsderiverte. Dette er Schrédingerligningen for en fri
partikkel.

Men hva om partikkelen ikke er fri, men befinner seg i et potensial? Den
ngdvendige generaliseringen kan motiveres gjennom fslgende observasjon: Siden
—ihoy /dx = py for en planbglge, kan hgyresiden i ligningen ovenfor idenfiseres
som H(z,t) = p*/(2m)ip(x,t) der p?/(2m) er energien til en fri partikkel og
H = p*/(2m) er Hamiltonfunksjonen. Om partikkelen befinner seg i et potensial
V (z), blir energien i stedet H = p?/(2m)+ V(). Den tilsvarende generaliserin-
gen av ligning (4.24) blir da

Loy (_ﬁ_;a_; +V($)> W), (4.25)

som er den generelle Schrodinger ligningen i én dimensjon. Na kan vi ikke len-
ger anta at lgsningen er en planbglge, men mé generalisere ogsa statusen til
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bolgefunksjonen v (z,t) til & veere lgsningen av ligning (4.25) med de aktuelle
startbetingelsene. Disse gis gjerne ved & spesifisere 1 (z, 0) som samtidig gir den
initielle sannsynlighetsfordelingen |¢(z, 0)|%.

Vi har hele tiden antatt at partikkelen beveger seg langs en linje i én di-
mensjon, men generaliseringen til flere dimensjoner er umiddelbart gitt ved a
erstatningen —hd/0x — —hV og ved & la potensialet avhenge av den romlig
vektoren x. Da kan vi skrive

0 h?
ma—f = (%V2 + V(x)) (%, 1). (4.26)
som er vart endelige resultat. Denne ligningen danner blant annet grunnlaget
for & bestemme bglgefunksjonen og de tillatte energinivaene i hydrogenatomet
og andre bundne kvantetilstander. Disse energinivaene har, ssmmen med mange
andre konsekvenser av Schrodinger ligningen, blitt eksperimentelt verifisert.

4.5 Gruppe- og fasehastighet

Planbglgelgsningene i siste kapittel har en helt skarp definert bevegelsesmengde
p for partikkelen. Vi skal se at dette svarer til at de har en udefinert posisjon.
Kvalitativt kan vi forstd dette allerede na ved & sammenligne med en hvilken
som helst kjent bglgebevegelse, si en bglge pa vann. Dersom bglgen er uende-
lig lang og har mange bglgetopper med samme seperasjon, kan vi enkelt fastla
bolgelengden. I fplge de Broglies relasjon p = h/\ kjenner vi tilsvarende impul-
sen. Men dersom bglgen har form som en enkelt hump, som en Gauss-funksjon
si, kan den veere vel lokalisert i rommet, men det er vanskeligere & tilordne den
en enkelt bglgelengde. Vi skal returnere til dette fenomenet, som gir opphav til
Heisenbergs usikkerhetsrelasjon mellom usikkerheten i impuls og posisjon.

For & forsta hvordan bglgebeskrivelsen henger sammen med partikkelbeskri-
velsen skal vi studere en bglge, som er sammensatt av flere bglger med litt ulik
bglgelengde, en sakalt bolgepakke. Siden Schrodingerligningen er linser star vi
nemlig fritt til & addere flere planbglger €**~** summen vil fortsatt veere en
lgsning av ligningen. For dette formal antar vi at vi har et kontinuerlig spekter
av k-verdier og at det er en k-avhengig amplitude. Denne amplituden tar form
av en tetthet Q(k) slik at bplgepakken kan skrives som et integral

(o]

(z,t) = / dkQ(k)e' @ Rt—kz) (4.27)

—0o

der vi har uttrykt at w generelt er k-avhengig. Det er lett & sjekke at uttrykket

ovenfor fortsatt er en lgsning av Schrodingerligingen ved & anvende operatoren

" 0 . h? 92

e 4+ — =

ot 2m dx?

pa det. Denne operatoren vil passere bade k-integralet og Q-faktoren og virke

direkte pa planbglgen, som vi allerede kjenner som en lgsning.

Dersom Q(k) er sterk sentrert rundt en middelverdi ko, kan vi rekkeutvikle

frekvensen w(k) ~ w(ko) + ‘;—“I:(k — ko), slik at den blir en lineer funksjon av k.
Det er praktisk & representere Q(k) som en Gaussfunksjon av formen

(4.28)

_ (k—kg)?

Q(k) = e 2882 (4.29)
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der Ak bestemmer spredningen i &k verdier: Om (k — ko) > Ak vil Q(k) ~ 0.
Med dette uttrykket kan ligning (4.27) skrives som integralet

W, t) = / dhe™ SR i@ ht—ka) (4.30)
& (k=k)? .
z/ Qo520 i (ko) t-+dw/ dk (k—ko)t— k) (4.31)

Ved & innfgre subsitusjonen k' = k — kg og ordne termer kan dette skrives
Y(x,t) ~ elwot—hoz) / dk e~ ez ik (4 t—2) (4.32)

hvor vi har trukket den k-uavhengige termen e*(“0t=%0%) ytenfor og innfort wy =
w(ko). Dette integralet er det kjente Gauss-integralet

/ dzea ho — \/E ela (4.33)
e a

med a = 1/(2Ak?) og b = —i(z — dw/dk t). Innsetting gir da

Y(x,t) = V2rAk2 ei(wot—kow) P SlCat O (4.34)

Dette er en bglgepakke. Den bestar av to tidsavhengige funksjoner, en planbglge
som avhenger av wot — kox ~ x — vyt der vy = wo/ko og en Gaussfunksjon som
avhenger av x — Z—zt =1z —v4t, der vy = ‘;—‘,‘C’. Planbglgen forplanter seg med den
sakalte fasehastigheten vy, mens Gaussfunksjon forflytter seg i samme retning
med den sakalte gruppehastigheten v,. Dette er illustrert i figur 4.7, som ogsa

1

0.5 r
%o 3
() X
N

AN
,‘,,v 'o \

X
iy ,Xéa'w'».

Figur 4.7: Summen av enkeltbglger slik den er gitt i ligning (4.34) og deres om-
hylningskurve, Gaussfunksjonen i grgnt. Selve bglgepakken er réd og enkeltbgl-
gene den bestar av, bla. Omhylningskurven beveger seg med gruppehastigheten
vy mens de bla og rgd belgetoppene beveger seg med fasehastigheten vy.
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viser enkelte av planbglgene i blatt. Disse forplanter seg ogsd med hastigheten
vy. Legg merke til at bare i midten der de er i fase forsterker de hverandre og
gir opphav til en betydelig sum. Utenfor bglgepakkens utstrekning, som er gitt
ved bredden Az ~ 1/Ak, kansellerer bidragen ved destruktiv interferens. Dette
medfgrer at ¢ (z,t) nd er normaliserbar og tilfredstiller kravet i ligning (4.12).
Det er bare i grensetilfellet at Ak — 0 at normaliserbarheten faller bort. Det
er bare innenfor omradet hvor Gausskurven har betydelige verdier at det er
betydelig sannsynlighet for a finne partikkelen, og jo stgrre spredningen er i k,
jo skarpere blir Gauss-funksjonen.

Dette er uttrykk for en stgrre og dypere sammenheng mellom uskarphet
i bevegelsesmengde og uskarphet i posisjon: Fra uttrykket for Q(k) ser vi at
spredningen i k er omtrent Ak. Siden relasjonen for de Broglie bglgelengden
A = h/p ogsad kan skrives k = p/h, ser vi at en uskarphet i k& medfgrer en
uskarphet 1 p. Om vi ogsa sammenligner med bglgepakken i ligning (4.34), som
viser at spredningen i posisjon er Az ~ 1/Ak og multipliserer med Ap = hAk
far vi relasjonen

ApAz =~ h. (4.35)

Om vi bare bytter ut ’~” med ’>’, er dette Heisenbergs bergmte usikkerhets-
relasjon som vi nevnte innledningsvis. Det viser seg nemlig at A, eller nsermere
bestemt h/2, er den nedre grensen for ApAz. Den sier at usikkerhet i posisjon
er omvendt proporsjonal med usikkerheten i bevegelsesmengde. Riktignok har
vi ved & identifisere Ak med en usikkerhet i faktiske méalinger av p gjort en
antagelse om at Q(k) faktisk svarer til en sannsynlighetsfordeling over mange
skarpe k-verdier, som kunne resultere fra malinger av bevegelsesmengden. At
dette faktisk er en riktig tolkning skal vi komme tilbake til. Men uskarphetsrela-
sjonen stammer uansett fra det bglgefenomen at gkt spredning av bglgelengder
gir redusert spredning i bglge-posisjon.

Nar w = kvy er gruppe- og fasehastighet like. Dette er tilfellet blant annet
for lydbglger og elektromagnetiske bglger i vakuum, men ikke for bglger pa
vann eller altsa lgsninger av Schrédingerligningen der hw = (hk)?/(2m) for en
planbglge. Dette medfgrer at

w E  mw?/2 v
=—=—= == 4.36
v k p mu 2 ( )
der v er partikkelhastigheten. Men siden w ~ k2 er ‘é—“l; = 2w/k, og vi ser at

vy = v, dvs. at partikkelhastigheten samsvarer med bglgepakkens gruppehas-
tighet. Dette gjelder generelt. Ogsa for vannbglger forflytter energien seg med
bglgepakken, som beveger seg med gruppehastigheten.

4.6 Bpglge eller partikkel?

Vi avslutter kapitlet med & svare litt mer inngaende pa spgrsmalet vi stilte
tidligere: Hvorfor oppferer materien (og lyset) seg iblant som bglger (interferens
0sv.), og iblant som partikler? Svaret er at det er eksperimentet som avgjor. For
vi observerer er det meningslgst & spgrre om objektet er bglge eller partikkel.
En kan kanskje uttrykke det som at det har begge mulighetene i seg. Det er
fgrst nar vi “forstyrrer” det, ved f.eks. & legge en spalte i veien for det, at det
avgjores om det er partikkel- eller bglgenaturen som observeres. Kriteriet er
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objektets (elektronets eller lysets eller hva det na er) bglgelengde i forhold til
maleapparatets “storrelse” D. Hvis A < D, vil objektet se ut som en partikkel. Er
derimot bglgelengden omtrent lik eller stgrre enn D, fremkommer bglgenaturen.
(Tenk pa en bat pa havet. Blir den truffet av en “bratt” belge, dvs. en bplge med
liten bglgelengde, vil dette fples mer som en kollisjon med et massivt objekt.)

La oss ta spalten som et eksempel: Sender vi lys eller elektroner gjennom
en spalte, ma bredden pa spalten veere liten i forhold til lysets eller elektrone-
nes (de Broglie) bglgelengde. Er spalten for bred, kan vi ikke skille bglge- og
partikkeloppfersel — begge gar bare rett igjennom spalten. Dette forklarer ogsa
hvorfor vi ikke ser bglgeoppforsel hos dagligdagse objekter. Anta for eksempel
at vi ser pa en stein som veier 1 kg og beveger seg med en hastighet pa 10 m/s.
Den vil da ha en de Broglie-bglgelengde

Astein = b 6.6 x 107° m. (4.37)
p  mu

For & observere et diffraksjonsmgnster for denne steinen, matte man hatt en
spalteapning pa 1073° m, 25 stgrrelsesordener mindre enn et atom! Hvis vi
derimot sender elektroner med kinetisk energi pa Fi;, = 100 eV mot en nikkel-

krystall, hvor d = 0.91 A, har vi
Wb ke
p Vv 2TneCQE‘kin

og vi vil veere 1 stand til & observere et diffraksjonsmgnster.

Nar vi skal angi en “stgrrelse” for eksperimentet ma vi imidlertid tenke oss
litt forsiktig om. I fotoelektrisk effekt er det selvfglgelig ikke stgrrelsen pa det
rent konkrete eksperimentet, dvs. den elektroniske kretsen, som er tellende. Det
er imidlertid heller ikke stgrrelsen pa atomene, eller det omradet i metallet elekt-
ronene er bundet til som er viktig, den er ganske mye mindre enn bglgelengden
pa lyset. Det som teller her er den frekvensen, og i tur bglgelengden, som sva-
rer til bindingsenergien (arbeidsfunksjonen) til elektronene — malingen er jo
nettopp det at elektronene observeres lgsrevet.

=1.2x10"" m, (4.38)

4.7 Oppgaver

Oppgave 4.1 1 et elektronmikroskop far elektronene stor kinetisk energi ved
at de akselereres i et elektrostatisk potensial V.

a) Vis at de Broglie bplgelengden for et slikt ikke-relativistisk elektron er gitt
ved formelen

1.23

A= —— nm

VvV

nar V er antall volt (uten enheter!)
b) Hva blir den tilsvarende formelen hvis elektronet er relativistisk?

¢) For hvilken spenning V gir den ikke-relativistiske formelen et svar som er
5% feil?

Oppgave 4.2 FEn partikkel med ladning e og masse mg akselereres av et
elektrisk potensial V' til en relativistisk hastighet.
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a) Vis at de Broglie bglgelengden for partikkelen er gitt ved

h eV o\ V2
A= (1 + )
V2meeV 2moc?

b) Vis at dette gir A = h/mov i den ikke-relativiske grensen.

c¢) Vis at for en relativistisk partikkel med hvileenergi Fy er de Broglie bglge-
lengden gitt ved

5= 1.24 x 1072 /(1 —pB?) .

Eo(MeV) B

hvor 5 =wv/c og Ep(MeV) er hvileenergien malt i MeV.

Oppgave 4.3 Fra optikken vet vi at for & observere sma objekter med lys,
ma bglgelengden maksimalt veere av samme stgrrelsesorden som objektets ut-
strekning.

a) Hva er den laveste frekvensen pé lys som kan benyttes til & undersgke et
objekt med radius 0.3 nm i et mikroskop?

b) Hva er den tilsvarende energien?

¢) Hvis man i stedet ville bruke et elektronmikroskop, hva er da den laveste
energien elektronene kan ha for at objektet skal kunne studeres i detalj?

d) Er lys- eller elektronmikroskop & foretrekke for denne typen arbeid?

Oppgave 4.4 Lyd med frekvens 440 Hz og hastighet 340 ms—! sendes vinkel-
rett pa en smal spalte i en vegg. Spalten har en slik bredde at lydintensiteten
har avtatt til det halve i en retning pa 45° fra innfallsvinkelen bak veggen. Hvor
bred er spalten?

Oppgave 4.5 Et fysisk system beskrevet ved hjelp av bglgeligninger som
tillater y = Acos (kz — wt) som lgsninger, der sirkelfrekvensen w er en reell
funksjon av bglgetallet k, kalles for et linezert, dispersivt system. Funksjonen
w(k) kalles for dispersjonsrelasjonen til systemet.

a) Vis at dispersjonsrelasjonen for frie, relativistiske elektronbglger er gitt

ved
w(k)=c-\/k%+ (%)2,

der m er elektronets hvilemasse.

b) Finn et uttrykk for fasehastigheten vs(k) og gruppehastigheten v, (k) til
disse bglgene, og vis at produktet vy (k) - vy(k) er en konstant (uavhengig
av k).

¢) Fra uttrykket for vy ser vi at vy > ¢! Kommenter dette fenomenet og hva
det har & si for tolkningene av vy og v, ut fra den spesielle relativitets-
teorien.
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Oppgave 4.6 1 denne oppgaven skal vi finne estimater for noen typiske uskarp-
heter, bade for mikroskopiske og makroskopiske objekter. Vi antar at tilstandene
til partiklene i oppgaven er gitt ved gaussiske bolgepakker.

a) En partikkel med masse 1 g har en uskarphet i hastigheten pa Av =
1075 ms~!. Hva blir den kvantemekaniske uskarpheten i posisjonen? Kom-
menter svaret.

b) Et elektron med energi 10 keV er lokalisert i et omréade med utstrekning
0.1 nm. Hva blir uskarpheten i bevegelsesmengden til elektronet?

¢) Hva blir uskarpheten i elektronets energi?

d) Et proton i en atomkjerne kan bevege seg i et omrade med en utstrek-
ning av stgrrelsesorden 10~ 1'% m. Hvis vi antar at protonet er “fanget” i
et uendelig potensial, hva er den minste kinetiske energien det kan ha?
Ansla en stgrrelsesorden for styrken av potensialet hvis dette likevel kan
antas a veere endelig.

Oppgave 4.7 Eksamen H-1995 Den relativistiske sammenhengen mellom
en partikkels bevegelsesmengde p og energi E er gitt ved

E =\ E§ + (pe)?,

hvor ¢ er lyshastigheten.

a) Forklar hva E, = FE — Ej star for. Hva er Ey og E}, for et foton? Finn
sammenhengen mellom bglgelengden A\ og bevegelsesmengden p for et fo-
ton.

b) Gjor kort rede for de Broglies ideer om materiebglger og sett opp uttrykket
for de Broglie bglgelengden for en materiell partikkel med bevegelsesmeng-
de p.

¢) Finn de Broglie bglgelengden for et elektron som funksjon av elektronets
kinetiske energi. Bruk i dette tilfelle det ikke-relativistiske uttrykk for den
kinetiske energien.

En mono-energetisk elektronstrale blir sendt skratt inn mot overflaten pa et
krystall, og spres i visse retninger fra krystallen. Under behandlingen av et slikt
spredningsproblem gjgr en bruk av den sakalte Braggbetingelsen

2dsinf = n\

d) Forklar de stgrrelsene som inngéar og lag en enkel skisse av det eksperi-
mentelle oppsettet.
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Kapittel 5

Kvantemekanikkens
formalisme

Quantum mechanics: Real black magic calculus. Albert Einstein

Dette avsnittet er en oppsummering av kapittel 3 i Griffiths om den ikke-
relativistiske kvantemekanikkens formelle basis, som dekker noe videre enn det
som er ngdvendig & kunne pa eksamen i FYS2140. I det som fglger vil vi formu-
lere kvantemekanikken gjennom fem postulater—med kommentarer—som dan-
ner et formelt grunnlag for alt vi gjgr.! Man bgr merke seg at disse postulatene
ikke har latt seg bevise fra noe mer grunnleggende (i alle fall ikke i alle mu-
lige tilfeller), og at de er, som f.eks. aksiomatiseringen av de reelle tall er i
matematisk analyse, de grunnleggende byggestener som vi utleder kvantemeka-
nikken fra, som et selvkonsistent matematisk system. Hvorvidt dette har noe
med virkeligheten a gjore, kan man bare finne ved a sammenligne malinger med
kvantemekanikkens forutsigelser.

5.1 Tilstander

I kvantemekanikken beskriver vi fysiske systemer ved hjelp av tilstander.

Postulat 1: Tilstanden til et system bestemmes av en bglgefunksjon
U(x,t) som er en lgsning av Schrodingerligningen (SL):

- 0
HY =ih—=U 2
zhat , (5.2)

hvor H er systemets Hamiltonoperator. U(z,t) inneholder all informa-
sjon om systemet.

Vi vil sa gi et par kommentarer til dette utsagnet:

1. Vi star fritt til & multiplisere ¥ (z, t) med et vilkirlig, (generelt) komplekst
tall, uten at dette endrer fysikken for systemet. For eksempel vil vi gjerne

1Vi vil her holde oss til én romdimensjon for & forenkle skrivearbeidet.

67



68

KAPITTEL 5. FORMALISME

gjore dette for & normere bglgefunksjonen slik at

/ U*(x,t)U(x,t)de = 1. (5.3)
Dersom dette komplekse tallet z har lengde 1, det vil si at vi kan skrive
det ved hjelp ev Eulers formel som z = €% hvor 6 er et reeelt tall, s& kalles
det en fase, og tilsvarer en rotasjon av ¥ pa 6 radianer i det komplekse
planet.

. Lgsningene av SL, tilstandene W, kan beskrives som abstrakte vektorer i et

kompleks (uendeligdimensjonalt) indreproduktrom, med indreproduktet?
mellom to tilstander |¥;) og |¥,) definert ved

Notasjonen for indreproduktet stammer fra Paul Dirac, og de to involverte
vektorene kalles henholdsvis for “bra” ((¢|) og “ket” (|¢)). Vi bruker gjerne
denne notasjonen nar vi vil vektlegge vektoregenskapene til tilstandene.

Som for alle vektorrom har vi et valg nar det gjelder hvilken basis vi skal
bruke. I FYS2140 er vart valg av basis, nar vi bruker bglgefunksjonsbe-
skrivelsen, den sakalte koordinatbasisen, hvor basisvektorene er gitt ved
deltafunksjonen |x) = §(x — y). Dette er en uendelig og kontinuerlig basis
hvor belgefunksjonen er gitt fra projeksjonen av tilstanden pa basisvekto-

I’eIl63

Wat) = (o10) = [ da =)0y (5.5)

. Det finnes alternativer til denne basisen som vi ikke skal ga sa mye naerme-

re inn pa i dette kurset:* eksempel er den sakalte bevegelsesmengdeba-
sisen og energibasisen. I bevegelsesmengdebasisen er bglgefunksjonen
en funksjon av tid og bevegelsesmengde, ®(p,t).5 Denne er gitt av en
Fouriertransformasjon av bglgefunksjonen i koordinatbasisen

1 <
e~/ (2. t) da. (5.6)
V4 27Th /700 ,

En invers Fouriertransformasjon gir tilbake bglgefunksjonen i koordinat-
basis:

®(p,t) =

1 o
W(z,t):m / e/ (p, 1) dp. (5.7)

Du kan finne Fouriertransformasjoner for de fleste enkle funksjoner i Rott-
mann, men merk deg at Rottmann bruker en irriterende definisjon som
ikke deler retteferdig pa 27 mellom transformasjonen og den inverse. Den
statistiske tolkningen av bevegelsesmengdebasisen er at |®(p,y)|*dp gir
sannsynligheten for & finne en partikkel med bevegelsemengde i intervallet
[p, p + dp] ved tiden t.

2Vi minner om at indreprodukt er en generalisering av det vanlige skalarproduktet mellom

to vektorer.

3 Akkurat som du kan finne lengden av en vanlig romvektor langs en basisvektor ved & ta

skalarproduktet mellom de to vektorene.

4Men deilig mye mer om dette i FYS3110 Kvantemekanikk.
5Vi bruker ® her istedet for ¥ bare for & huske at vi er i en annen basis.
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5.2 Operatorer

Kvantemekanikken knytter det vi maler pa i eksperimenter, observabler, til ope-
ratorer.

Postulat 2: Til enhver observabel () svarer det en hermitisk ope-

rator Q

La oss igjen komme med noen klargjgrende kommentarer:

1. Slike operatorer er linesere nar de virker pa tilstander, det vil si at de
virker pa fglgende mate:

Qlavi + biyj) = aQui +bQY;, (5:8)
eller det samme sagt ved hjelp av Dirac-notasjon
Qalthi) + blabs)) = aQlen) + bQ;). (5.9)
2. At operatorene er hermitiske betyr at
| wi@uidn= [ (@uy e (5.10)
eller, med Dirac-notasjon,
(il Qui) = (Qvilwn). (5.11)
Merk at dette er ekvivalent med at
(il Q) = (Quiliy)- (5.12)
3. De kanoniske variable x og p har operatorer & = x og p = —iha% i

p
koordinatbasisen. Operatoren til en observabel Q(x,p) er Q(z,p).

4. Operatorer er linegertransformasjoner pa vektorene (tilstandene), i en dis-
kret basis kan de skrives som matriser.

Det erketypiske eksempelet pa operatorer henter vi fra selve Schrédingerlignin-
gen i Postulat 1: . .
HY = EV, (5.13)

som er en operatorligning hvor H = H (&, p) = % +V (&) er Hamiltonoperatoren

og F = ih% energioperatoren.

5.3 Malinger

Postulat 3: De eneste mulige resultatene av en maling av observabelen
Q er egenverdiene ¢, til operatoren Q:

Qlton) = qnltn), (5.15)

hvor |¢,,) er egentilstandene.
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Her méa man legge merke til folgende:

1. Umiddelbart etter en slik méling vil systemet befinne seg i tilstanden |, ).
Dette kalles gjerne litt upresist for kollaps av bolgefunksjonen.

2. Settet {g,} kalles operatorens spektrum og kan vaere endelig, diskret
uendelig, eller kontinuerlig.

3. Hvis flere egentilstander har samme egenverdi, er egenverdien degene-
rert. Antall tilstander med samme egenverdi kalles degenerasjonsgra-
den.

4. Sannsynligheten for 4 male den n—te egenverdien for en superposisjon
av tilstander [¢) = "¢, |vn) er |en|?, hvor ¢, kan bestemmes ved hjelp
av Fouriers triks:

on=(li) = [ v da. (5.16)

For et kontinuerlig spektrum sa er de tilsvarende relasjonene:

1 o0
W) == [ ol (5.17)

0og
1 oo
k) = (Y(k = — *(k)y duw, 5.18
o) = W) = —= [ v (b (5.15)
hvor sannsynlighetstettheten er |¢(k)[?. Selv om vi over har brukt
notasjonen for energiegenverdier for bundne tilstander (diskret spektrum)
og bglgetall for spredningstilstander (kontinuerlig spektrum), sa gjelder
disse relasjonene generelt for alle spektra.

5. Operatorer som kommuterer, det vil si [A, B] = AB — BA = 0, har felles
egenfunksjoner og kalles kompatible observable.®

6. To operatorer A og B som ikke kommuterer, kalles inkompatible ob-
servable og har en uskarphetsrelasjon for de observable:

2
1 -~ 4
0408 > (y[A,B]) . (5.19)
i
La oss se pa operatorene for de kanoniske variable som et eksempel, og la
tilstanden veere fripartikkeltilstanden 1 (z) = ¢***. Da er
o . .
P = —ih—-e*® = hke't™ = py. (5.20)
Oz

Altsa er ¥ en egenfunksjon for bevegelsesmengde, med kontinuerlige egenverdier,
p = hk. Vi har videre at

i = wett (5.21)
slik at 1 ikke er en egenfunksjon for posisjon. Dette er ingen overraskelse da &
og p er inkompatible operatorer med [, p] = ifi. Hadde de hatt felles egenfunk-
sjoner, ville disse brutt med uskarphetsrelasjonen (se under om skarpe verdier).

6Dessverre er det ikke slik at om du har en egenfunksjon til A s& er den automatisk en
egenfunksjon til B dersom de to kommuterer. Alt kompatible observable granterer er at det
finnes slike felles egenfunksjoner. Det du ofte mé gjgre er & ta ett sett med egenfunksjoner for
den ene operatoren og skrive lineserkombinasjoner av disse for & finnes det felles settet.
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5.4 Forventningsverdier

Postulat 4: Et ensemble (samling) av systemer preparert i tilstan-
den [|¢)) vil ha forventningsverdi (gjennomsnitt av mange méalinger) for
observabelen @) pa:

Q) = (W|Qy) = /_OO Qi) da. (5.23)

1. Variansen til (Q defineres som

Il
—~
—
O

\
—~
Q
~
~—

V]
~

(@) —(@)*. (5.24)

2
9Q

2. Dersom o = 0, er storrelsen () skarpt bestemt for tilstanden [¢). Q er
skarpt bestemt hvis og bare hvis [1) er en egentilstand til Q.

Stasjonaere tilstander V(z,t) = w(x)e_i%t, altsd separable lgsninger av SL,
har skarpt bestemt energi fordi disse tilstandene er egentilstander til energiope-
ratoren (Hamiltonoperatoren):

AY(z,t) = BV (z, 1) = m% (w(z)eﬂ%t) = BU(z,t) (5.25)

Denne egenverdiligningen, H () = E1)(z), kalles den tidsuavhengige SL (TUSL).

5.5 Kompletthet

Postulat 5: Hvis Q er en hermitisk operator til en observabel () og
{|1n)} er settet av alle egentilstander til @), s& er dette settet komplett
(fullstendig), det vil si at en vilkarlig tilstand |¢) kan skrives

1. Summasjonstegnet ma tolkes symbolsk. For et kontinuerlig spektrum er-
stattes det av en integrasjon over spektrumet (sakalt Dirac-kompletthet)

1 o0
) == [ o) dk (5:25)

2. For diskrete egenverdier er settet av egentilstander ortonormalt

<1/}n|wm> = Onm, (5.29)

hvor

1 for n=m
67”":{ 0 for n#m ’ (5-30)
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er det sakalte Kroneckerdeltaet, for kontinuerlige egenverdier er settet Di-
racortonormalt, det vil si

(R (K)) = o(k — k). (5.31)



Kapittel 6
Spinn

Dette avsnittet sammenfatter forelesningene om elektronets egenspinn. Det er-
statter dermed avsnitt 4.4 i Griffiths—som ligger pa et mer abstrakt niva—med
en mer eksamensrettet oppsummering.

6.1 Stern-Gerlach-eksperimentet

Eksperimentet som fgrst ble utfgrt av Otto Stern og Walther Gerlach i 1922 3]
var egentlig ment & teste hypotesen i Bohrs atommodell om at angulsermomen-
tet L er kvantisert. Sglvatomer ble sendt gjennom et inhomogent magnetfelt,
altsa et magnetfelt som ikke er like sterkt over alt, hvor tanken var at kvan-
tiseringen burde gi et bestemt mgnster etter at atomene hadde passert feltet.
Eksperimentet er illustrert i figur 6.1. Sglv ble brukt, fordi dette atomet har et
lgst bundet ytre elektron som oppferer seg—er i en tilstand bgr vi kanskje si
som kvantemekanikere—som om det er i et slags overvektig hydrogenatom, med
kjernen og de 46 andre elektronene innenfor som har en totalladning pa +e og
en masse pa omlag 47 ganger hydrogenatomet. Forsgket ble senere gjentatt med
ordentlige hydrogenatomer i 1927, men dette er teknisk mer utfordrende.

Som vi s& da vi lgste Schrodingerligningen for sentralsymmetriske potensial
i tre dimensjoner, fglger det naturlig av formalismen at angulsermomentet for
dette elektronet ma veere kvantisert, med stgrrelsen pa angulsermomentet

L=|L| =+/I(l+1)A, (6.1)

og stgrrelsen pa komponenten langs z-aksen
L. =mh, (6.2)

der I =0,1,..., 0g m = —l,—l+1,...,1 —1,1. Det en da kan spgrre seg, er
om denne kvantiseringen kan observeres direkte i et eksperiment. Ideen i Stern-
Gerlach-eksperimentet er at et hydrogenatom (eller sglvatomet som stand-in
for hydrogenatomet) ma ha et magnetisk dipolmoment som er direkte relatert
til elektronets anguleermoment, og dermed er kvantisert. Siden en magnetisk
dipol pavirkes av en kraft i et inhomogent magnetfelt, regnet man derfor med &
observere en forskjellig grad av avbgyning, avhengig av verdien pa L, ndr man
sendte atomene gjennom et slikt felt. Vi kan allerede rgpe at eksperimentet

73



74 KAPITTEL 6. SPINN

Classical
rediction
p What was Silver atoms
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Figur 6.1: Skisse av Stern-Gerlach-eksperimentet. Fra [4].

ikke oppferte seg helt som forventet, noe som skyldtes eksistensen av en til
da ukjent fysisk stgrrelse: Elektronets egenspinn (som ofte bare kalles spinn).
Oppdagelsen av dette kom altsa som en uventet bieffekt av eksperimentet.

For & beskrive det magnetiske dipolmomentet til elektronet la oss for enkel-
hets skyld se pa dipolmomentet til en ladet partikkel med ladning ¢ som gar
i en sirkelbevegelse i xy—planet, med periode T og hastighet v = 27r/T, der
r er sirkelens radius. Vi vet fra FYS1120 Elektromagnetisme at dette gir et
dipolmomentet som etter hgyrehandsregelen peker langs z-aksen, med verdi

q_ 2 q 2 _ qur g

K 7" 27r7"/vﬂ-r 2 2m’

(6.3)

der L = mur er det klassiske angulsermomentet for en sirkelbevegelse. I er her
strommen rundt z—aksen, og A er sirkelens areal. Selv om denne utledningen
var rent klassisk, viser det seg at et helt analogt uttrykk er gyldig kvanteme-
kanisk. Vi kan derfor skrive det magnetiske dipolmoment for et elektron i et

hydrogenatom som
(& -

0= — 6.4
= (6.4)
Den potensielle energien for en magnetisk dipol i et eksternt magnetfelt er kjent
som

U=—ji-B. (6.5)

Er feltet inhomogent, det vil si har forskjellig styrke ulike steder i rommet,
pavirkes dipolen av en kraft!
F=-VU. (6.6)

For vi gar videre med selve Stern-Gerlach-eksperimentet, skal vi se hvilken inn-
virkning ligning (6.5) har pa hydrogenatomets energispektrum. Dette kalles den
normale Zeeman-effekten.

1Om feltet er homogent er kraften null fordi de deriverte av potensialet er null.
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6.2 Den normale Zeeman-effekt

Ligning (6.5) gir oss et uttrykk for den potensielle energien til en magnetisk
dipol i et ytre B—felt. La oss her anta at dette feltet er konstant og rettet langs
z-retningen. I var kvantemekaniske formalisme far vi inn denne energien som et
ekstra ledd i Hamiltonoperatoren:

= . e

N ~ . N B, >
Hy— Hy—fi-B=Ho+ -

L-B=Hy+ L., (6.7)

2Me 2Me

der Hy = (—h2?/2m)V? + V(r) er Hamiltonoperatoren uten ytre magnetfelt.
Hva er sa egenfunksjonene til denne utvidede Hamiltonoperatoren? Svaret er
enkelt—de samme som for Hy, det vil si

Ynim (T, ¢,0) = R(T)Ylm (¢’ 9)’ (6'8)

der Y, (¢,0) er de sfeerisk harmoniske. Grunnen er at lgsningene (6.8) blant
annet var egenfunksjoner for z—komponenten av anguleermomentet, L,. Siden
tilleggsleddet bare gar som ﬁz, “fungerer” disse egenfunksjonene fortsatt. Den
teknisk korrekte maten & si dette pa, er & se pa kommutatorene. Husk: For at
to operatorer skal kunne ha felles egenfunksjoner, dvs. veere “kompatible” med
hverandre, ma de kommutere. For det opprinnelige problemet med hydrogen-
atomet uten ytre felt hadde vi

[Ho, L] = [Ho, L) = [L.,L*] =0, (6.9)

og vi fant felles egenfunksjoner for alle disse tre operatorene, (6.8). Det er lett &
se at den utvidede Hamiltonoperatoren (6.7) fortsatt kommuterer med alle disse,
men energiegenverdiene vil selvsagt endre seg. De far et L,—avhengig tillegg,

EO eB

Enm = 5
n? + 2me

mh (6.10)

der Fy = 13.6¢€V.

Legg merke til det nye som har skjedd her: Tidligere var energien bare av-
hengig av kvantetallet n, og for en gitt n hadde derfor alle tilstander med de
forskjellige tillatte verdiene til [ og m samme energi. Vi viste pa en tidligere fore-
lesning at degenerasjonen til niva n var d(n) = n?. Det som har skjedd her, er
at energien ogsa avhenger av kvantetallet m: Det ytre magnetfeltet splitter opp
degenerasjonen. For eksempel vil en p-tilstand, dvs. [ = 1, na splittes opp i tre,
med tre forskjellige energier tilsvarende henholdsvis m = —1, m = 0 og m = 1.
Tilsvarende forventer en ogsa en oppsplitting av spektrallinjene for stralings-
overganger i det aktuelle atomet; f.eks. har vi na tre litt forskjellige muligheter
for overganger mellom 2p og 1s, dvs. tre spektrallinjer i stedet for én.2 I praksis
viser det seg at oppsplittingen av spektrallinjene blir litt mer komplisert enn
en skulle forvente utfra dette enkle bildet. Dette skyldes elektronets egenspinn
som vi skal hgre mer om straks.

2Generelt er det bare tillatt med overganger der endringen i m er 0 eller 1. Disse utvalgs-
reglene skyldes at man ma ta hensyn til bevaring av egenspinn i denne prosessen, inkludert
spinnet til det utsendte fotonet. Utledningen er ikke pensum i vart kurs.
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6.3 Stern-Gerlach-eksperimentet og oppdagelsen
av spinn

Ideen bak Stern-Gerlach-eksperimentet var som sagt a benytte seg av avbgy-
ningen en magnetisk dipol opplever i et inhomogent magnetfelt for a skille de
ulike m-tilstandene og observere kvantiseringen av angulsermoment. Antar vi at
feltet er parallelt med z—aksen (dvs. B, = B, = 0) og at det er inhomogent
bare i z-retningen (dvs. 9B, /0x = 0B, /0y = 0), blir kraften (6.6)

B
eLaz

F= 6(/LIBJ; + py By + p.B;) = T om. zWéa (6.11)

der L, tar verdiene mh og Z er enhetsvektoren langs z—aksen. Med andre ord,

eh 0B,
F,=— ) 12
2m, 0z mn (6.12)

Vi ser her at kraften er proporsjonal med kvantetallet m. Anta na at en strale
med atomer passerer gjennom et omrade med et slikt magnetfelt og treffer en
skjerm bak, som antydet pa figur 6.2.

4/3‘/=1
—

Skjerm

Figur 6.2: Skisse av resultatet av Stern-Gerlach-eksperimentet. Atomene avbgyes
nar de kommer inn i omradet med inhomogent magnetfelt. Kraften de pavirkes
av, avhenger av verdien pa L.

Figur 6.3 antyder hva slags fordeling av “treff” man ville forvente for hen-
holdsvis klassiske partikler (ingen kvantisering av L, L # 0), en s—tilstand (bare
m = 0 tillatt, dvs. én linje) og en p-tilstand (tre verdier pa m, dvs. tre linjer).
Tilsvarende 2] 4+ 1 linjer for hgyere [. Bruker man hydrogenatomer i grunntil-
standen i dette forsgket, vet vi at de befinner seg i 1s—tilstanden, og man skulle
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derfor fa én linje. Men, som antydet i figuren, det en faktisk observerer er to
linjer! Hvor kommer na denne oppsplittingen fra? Ikke bare er det for mange
linjer, men det er ogsa et like antall, sa det passer ikke engang inn i vart mgnster
med 2] + 1 stykker. Dere har sikkert gjettet det: Dette har a gjore med en ny
fysisk egenskap som kalles (egen)spinn:

Elektronet (og alle andre elementerpartikler) har et “innebygd” mag-
netisk dipolmoment og dermed et egenspinn. Denne egenskapen er
ulgselig knyttet til partikkelen, pd samme mdte som dens ladning
eller masse.

Eksistensen av spinn kan ikke utledes fra ikke-relativistisk kvantemekanikk
— vi méa bare postulere den. Derimot dukker spinn opp pa en naturlig mate
i relativistisk kvantemekanikk. Formelt sett har spinn en rekke analogier til
anguleermoment, men forskjellen er at egenspinn er en ren kvantemekanisk effekt
som ikke har noen analogi i klassisk mekanikk.

C Klassisk
Forventet, 1=0

: : Forventet, 1=1

: : Observert, 1=0

Figur 6.3: Skisse av forventet fordeling av treff pa skjermen i Stern-Gerlach-
eksperimentet. Qverst: Klassisk, ingen kvantisering av L. De to neste viser for-
ventet resultat for henholdsvis [ = 0 (m = 0) ogl =1 (m = 1,0,—1). Den
nederste boksen viser hva man faktisk observerte for [ = 0.

Som klassisk analogi for & forestille seg egenspinn, brukes iblant en kulefor-
met, partikkel som snurrer om sin egen akse. Men husk at dette er en darlig
analogi. Elektronet antas f.eks. & veere punktformet (uten utstrekning), slik at
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hele konseptet blir meningslgst. Dessuten kan spinnet som sagt ikke “bremses
ned” eller forandres pa annen mate. Det er en fast fysisk egenskap som karak-
teriserer partikkelen.

6.4 Viktige fakta om spinn

Elektronets innebygde dipolmoment er gitt ved

Hs = 7962L7;16S7 (6.13)
der konstanten g, kalles elektronets gyromagnetiske faktor og er nesten ngy-
aktig lik 2. Dette ligner veldig pa uttrykket vi hadde for angulsermoment, bort-
sett fra at g. dukker opp. Det finnes som sagt ingen klassisk forklaring pa denne
forskjellen.

For alle partikler med spinn har vi kvantiseringsbetingelsen

S =15 =/s(s + 1)h. (6.14)

Igjen ligner dette veldig pa uttrykket vi hadde for L. Generelt har de ulike
elementaerpartiklene enten heltallige eller halvtallige verdier pa s. Spesielt har
elektronet s = 1/2, dvs. S = v/3h/2. Vanlig (om enn litt sloppy) sprakbruk er &
si at “elektronet har spinn en halv”. Legg merke til at det er verdien pa “s”, ikke
“S” en refererer til da. Et annet viktig eksempel er fotonet, som har “spinn en”
dvs. s =1 o0g S = V2h.

I analogi med L, = mh har vi at

S, = msh, (6.15)
der mg generelt lgper fra —s til s i heltallssteg: ms = —s,—s+1,...,s — 1, s.
For elektronet betyr dette

ms = :I:%. (6.16)
(For fotoner har vi at mg = —1,0,1 siden fotonet har spinn 1.) S& her har vi

fatt inn et nytt kvantetall mg som karakteriserer elektronets tilstand sammen
med kvantetallene nim.

N&a kan vi ogsa forklare oppsplittingen av [ = O-linjen i Stern-Gerlach-
eksperimentet: Inkluderer vi spinn, har elektronet na et totalt magnetisk mo-

ment
e

S SR L+g.9). 6.17
Mot = HL + [s Qm( + geS) ( )

€

I avsnittet om Stern-Gerlach-eksperimentet diskuterte vi spesielt tilfellet | =
0, slik at den avbgyende kraften ikke fikk noe bidrag fra angulsermomentet.
Derimot har vi na et bidrag, i analogi med ligning (6.12),

_9e€ 0B, geeh 0B,

2me Oz Sz = C 2m,. Oz MMs: (6.18)

F. =

Siden mg tar verdiene +1/2, far vi to linjer!

Legg ogsa merke til at degenerasjonen for hvert energiniva i hydrogenatomet,
som vi tidligere sa var lik n2, blir dobbelt sa stor, d(n) = 2n? hvis vi tar hensyn
til elektronets spinn. For hver tillatte kombinasjon nlm har vi to muligheter for
ms.
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6.5 Den anomale Zeemanneffekt (dvs. med spinn)

Bruker vi det totale magnetiske moment (6.17) i uttrykket (6.5) for den poten-
sielle energien, blir denne

- eB eBh
U= —[itot - B = L. eS.) = M ). 6.19
Htot 2me( + geS-) om. (m + gems) ( )

Vi ser at oppsplittingen av nivaer i Zeeman-effekten er litt mer komplisert enn
vi antok tidligere. For eksempel vil 1s—nivaet splittes i to i et ytre magnetfelt
pga. de to mulighetene for mg, selv om altsa m = 0.

6.6 Boglgefunksjon med spinn

Den bglgefunksjonen vi fikk ved a lgse Schrodingerligningen i tre dimensjoner,
var karakterisert av tre kvantetall nlm. Siden vi na har leert at vi i tillegg ma ta
hensyn til spinn (som ékke folger fra Schrodingerligningen, men ma postuleres i
tillegg), har vi na fatt et fjerde kvantetall som mé spesifiseres for & beskrive en
tilstand i for eksempel hydrogenatomet: m,.®> En vanlig mate & skrive dette pa
(notasjon) er

Vntmm, = Yot (7, 6, 0)Xm, - (6.20)

Forste del her, ¢y, omtaler vi som romdelen av bglgefunksjonen. Andre del,
Xm., er spinndelen. De “romlige” operatorene (H, p, L,...) virker kun pa
romdelen, mens spinnoperatorene bare virker pa spinndelen,

S’mes =s(s+ 1)52Xm5 og Sszs = MshXm. - (6.21)

Men hva er x,,, og spinnoperatorene? Dette spgrsmalet vil vi komme tilbake
til i FYS3110 i grusom detalj. Na vil vi bare nevne at den enkleste maten &
skrive tilstandende pa, og operatorene som virker pé, en spinn-1/2 partikkel—
den sakalte fundamentale representasjonen—er & bruke todimensjonale vektorer

for tilstandene
1 0
X§5X+=(O) og X%EX—Z(l)a (6.22)

og matriser for operatorene

A h(o 1 A h(fo —i A h(i1 0

Sjekk na gjerne at egenverdiligningene i (6.21) holder i spesialtilfellet s = %

Du lurer kanskje pa hvordan normering og forventningsverdier skal virke na
som bglgefunksjonene i (6.20) har fatt en vektordel? Svaret er: pa enklest mulige
mate. Vi definerer sannsynlighetstettheten til & veere

2 = ¢lems Z/}nlmms = |1/}nlm|2 Xjns Xmygs (624)

hvor x = (x er den sadkalte hermitiske konjugerte, altsa bade kompleks-
konjugering og transponering. Denne definisjonen fglger definisjonen for skalar-
produkt for komplekse vektorer som vi finner i linesralgebra; vi ser altsa pa

W}nlmms

T)*

3Husk at s = 1/2 er en fast egenskap ved elektronet, sa den trenger vi ikke oppgi eksplisitt
hver gang.
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sannsynlighetstettheten for en tilstand som skalarproduktet av tilstanden med
seg selv, noe som alltid gir et reelt tall ut av en kompleks vektor. P4 samme
méte er forventningsverdien til en operator A, som né generelt er en matrise,
gitt ved

(A) = /_ zpllmms AYpimm, de. (6.25)

6.7 Spinn-bane-kobling

Til n& har vi snakket om elektronets angulaermoment L og dets egenspinn S som
to uavhengige stgrrelser. Det vi na skal se er at disse to faktisk vekselvirker med
hverandre, noe som gir opphav til den sakalte spinn-bane-koblingen, ogsa kalt
LS-kobling. Denne fgrer til en korreksjon (oppsplitting) av atomets energinivéer,
selv uten ytre magnetfelt til stede. Denne korreksjonen er imidlertid veldig liten.
En mate a anskueliggjore koblingen mellom L og S er fglgende halvklassiske
resonnement:* Vi tenker oss en klassisk variant av hydrogenatomet der elekt-
ronet gar i sirkelbane rundt kjernen med et anguleermoment L. Men sett fra
elektronets stasted er det kjernen som gar rundt elektronet. Elektronet “opp-
lever” altsa kjernen som en sirkuleer strgmslgyfe som da setter opp et internt
magnetfelt
_ ol
oo
Bruker vi samme resonnement som i ligning (6.3), ser vi at strgmmen kan ut-
trykkes som

(6.26)

e

I=—L,, 6.27

2rmer? - ( )

slik at det interne magnetfeltet, indusert av kjernens bevegelse rundt elektronet,

er gitt ved
5 Ho€ 7
By = —1L.
R ——

(6.28)
Igjen viser det seg at et tilsvarende uttrykk kan brukes kvantemekanisk, dvs.
Bint o L. Dette interne magnetfeltet vekselvirker da med elektronets innebygde
magnetiske dipol (spinnet), og ifplge (5) blir den potensielle energien

Ups = —jis - Bint = aL - S, (6.29)

der « er en konstant. Dette forer som nevnt til en oppsplitting av energinivaene
som gjerne omtales som “finstruktur”. Sterrelsen pa denne korreksjonen ligger
imidlertid pa promilleniva eller mindre, og vi skal ikke legge videre vekt pa denne
effekten i vart kurs.

6.8 Addisjon av anguleermoment

Siden, som vi sa i forrige avsnitt, L og S er koblet (vekselvirker med hverandre),
er disse to stgrrelsene strengt tatt ikke bevart/kvantisert hver for seg. Det som
derimot er kvantisert, er det totale angulzermoment, dvs. summen av dem,

J=L+5. (6.30)

4Spinn-bane-koblingen er en relativistisk korreksjon og kan utledes formelt vha. relativistisk
kvantemekanikk. Men dette er utenfor pensum i FYS2140.
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Addisjon av anguleermoment fglger helt bestemte kvantemekaniske regler. Det
er viktig & merke seg at disse reglene er de samme enten vi legger sammen to
spinn, to angulzermoment, eller ett spinn og ett angulseermoment. Det reglene
sier noe om, er at det er begrensninger for hvilke “vinkler” (retninger) vi kan
legge sammen de to vektorene i. En har fglgende betingelser:

J=J1=ViG+Dh j=l—s||l—s/+1,....,0+s (6.31)

og
Jo=hm;, mj=—4,—j3+1,...,]. (632)

Kvantiseringen av det totale angulsermoment J tar altsd samme form som vi er
vant til, men med visse begrensninger hva gjelder dets tillatte lengder, ligning
(6.31).

Vi har her bare satt opp reglene for addisjon av angulseermoment, slik at dere
har sett dem og kan bruke dem. En mer formell gjennomgang av dette overlates
til videregaende kurs.

6.9 Kombinasjoner av to spinn: singlet og triplet

Vi skal senere undersgke den kvantemekaniske oppfgrselen til systemer med mer
enn en partikkel til stede; i den sammenhengen kommer vi til & oppdage at
det er viktig & holde rede pa symmetriegenskapene til systemets bglgefunksjon
nar en lar partiklene bytte plass. Med henblikk pa dette vil vi her diskutere
mulige kombinasjoner av to spinn—1/2 partikler. Hvis definisjonene her virker
litt mystiske og umotiverte, sa vend tilbake til dem etter at vi har gjennomgatt
topartikkelbglgefunksjoner. Da skjonner dere (forhépentligvis) hensikten med
det hele.

La meg forst innfere en ny notasjon: Som dere vet, har en s = 1/2 partikkel
to mulige spinntilstander, nemlig ms = +1/2. Disse to mulighetene kalles gjerne
for henholdsvis “spinn opp” (symbol: 1) og “spinn ned” (symbol: |). Har vi to
spinn, finnes da folgende fire kombinasjoner:

(W {1 (6.33)

der venstre pil symboliserer den forste partikkelen, hgyre pil den andre. Av ar-
saker som forhapentligvis blir klare senere i kurset, gnsker vi & gruppere disse i
symmetriske og antisymmetriske kombinasjoner. Med en symmetrisk kombina-
sjon mener vi at uttrykket forblir uforandret om vi lar de to pilene (partiklene) i
hvert par bytte plass; en antisymmetrisk kombinasjon skifter fortegn nar pilene
(partiklene) bytter plass. Ser vi pa kombinasjonene i (6.33), sa legger vi merke
til at den fgrste og den siste allerede er symmetriske. De to midterste derimot, er
verken symmetriske eller antisymmetriske: Bytter vi om pilene, blir {1} til {1/}
og omvendt. Derimot er summen av disse to slik at ombytte av pilene gir tilbake
samme uttrykk, sa vi har folgende tre mulige symmetriske kombinasjoner:

{44}
{411+ {1} (6.34)
{1}
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Dette settet med symmetriske kombinasjoner av to spinn, (6.34), kalles gjerne
for en triplet. Pa lignende méte kan vi lage oss en antisymmetrisk kombinasjon,

{1} - (11} (6.35)

Denne kalles singlet. Sjekk gjerne selv at ombytte av pilene i hvert av de to pa-
rentesene resulterer i samme uttrykk, men med motsatt fortegn. Dere mistenker
kanskje at det finnes en sammenheng mellom det vi har gjort her, og addisjons-
reglene i forrige avsnitt, og det gjgr det: Adderer vi to spinn—1/2 partikler, har
vi ifplge ligning (6.31) to muligheter, j = 0, 1. Tripletten tilsvarer j = 1, dvs. de
tre tilstandene er henholdsvis m; = —1,0, 1. Singletten tilsvarer j = m; = 0.
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Kapittel 7

Molekyler

De fleste grunnstoffer (med unntak av edelgassene) deltar i formeringen av mole-
kyler. Molekyler er sammensatt av enkeltatomer som holdes sammen av kjemiske
bindinger. Det finnes flere forskjellige slags bindingsmekanismer, som vi skal si
litt mer om i neste avsnitt. Det disse mekanismene har til felles, er imidlertid
at det er elektrostatiske krefter som sgrger for & holde atomene sammen.

Molekylers fysiske og kjemiske egenskaper er bestemt bade av egenskapene til
enkeltatomene som inngar og hvordan disse vekselvirker med hverandre i mole-
kylet. En god mate a studere disse egenskapene pa er spektroskopi. Dere husker
fra atomteorien at man kunne observere tillatte overganger mellom elektrone-
nes energinivaer ved hjelp av emittert eller absorbert elektromagnetisk straling,
og at et slikt stralingsspektrum var et slags fingeravtrykk for grunnstoffet. Det
samme gjelder molekyler, men situasjonen blir litt mer sammensatt: I tillegg
til slike elektronoverganger kan molekyler emittere/absorbere straling ved over-
ganger mellom andre slags energinivaer; molekyler kan nemlig rotere og vibrere,
og som vi skal se, er bade rotasjonsenergien og vibrasjonsenergien kvantisert.
Emisjons- eller absorpsjonsspektra for molekyler er derfor mer kompliserte enn
vi er vant til fra atomene, men de inneholder ogsa mye mer informasjon. De
kan blant annet fortelle om styrken til de kjemiske bindingene, og om geome-
trien i atomene, det vil si, hvordan atomene er plassert i forhold til hverandre.
Vi begynner som sagt med en kort diskusjon av de vanligste bindingene som
forekommer i og mellom molekyler. Deretter vil vi utlede uttrykkene for de
kvantiserte rotasjons- og vibrasjonsenergiene, og se pa hva slags stralingsover-
ganger en kan ha mellom disse. Til slutt blir det en liten diskusjon av de fysiske
egenskapene en kan lese ut av slike molekylspektra.

7.1 Bindingsmekanismer

Vi begynner med bindinger internt i molekyler.

Kovalente bindinger

Den vanligste kjemiske bindingen kalles kovalent og bestar av at to atomer
“deler” elektroner med hverandre. Et standardeksempel er Ho, hvor de to elekt-
ronene fra H-atomene befinner seg i en felles sakalt molekyl-orbital der begge
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er i en ls-tilstand. De ma da ha motsatt spinn, det vil si veere i singlettilstan-
den, pa grunn av Pauliprinsippet. Elektrontettheten er da stgrst mellom de to
H-atomene. Andre eksempler pa kjente molekyler som holdes sammen av kova-
lente bindinger er CH,, HoO og COs.

Tonebinding

I en kovalent binding mellom to ulike atomer vil elektrontettheten ikke fordele
seg jevnt mellom atomene. Det er fordi de to kjernene trekker ulikt pa elekt-
ronene. Den skjeve ladningsfordelingen gjor at molekylet blir polart: Den ene
siden har mer negativ ladning mens den andre har mer positiv ladning. I eks-
tremtilfeller vil det ene atomet i praksis gi fra seg sitt elektron til naboen, slik
at det blir et positivt ladet ion. Mottageren vil da bli et negativt ladet ion,
og bindingen kalles en ionebinding. Det er en glidende overgang mellom polare
kovalente bindinger og ionebindinger.

Et standardeksempel er vanlig bordsalt: NaCl. Natrium har elektronkonfi-
gurasjon 1522522p%3s, det vil si ett elektron i ytterste skall. Det vil derfor lett gi
fra seg dette enslige valenselektronet. Ved & tilfgre en energi pa 5.14 €V ioniserer
vi Na, og vi far Na+ med fullt ytre skall, som edelgassene. Pa tilsvarende méate
har klor elektronkonfigurasjon 1522s22p53s23p°, og mangler ett elektron for & fa
et komplett ytre skall; det avgir en energi pa 3.61 eV nar det tar opp et elektron
og danner en ionisert form, Cl—. Vi kan regne litt pa dette: Bindingsenergien
mellom Na+ og Cl— i NaCl er 7.9 eV, og skyldes potensialet fra Coulombtiltrek-
ningen mellom ionene, som har en avstand pa r = 2.81 A. Den totale energien
som frigjeres ved & forme NaCl fra grunnstoffene er da (7.9—5.14+3.61) eV = 6.4
eVv.

Metallbindinger

I metaller sitter de ytterste elektronene lgst, det vil si at det kreves lite energi
for & ionisere atomene, og atomene deler sine ytterste elektroner med hverandre.
Dette gir en svakere binding enn kovalente- og ionebindinger, men god elektrisk
ledningsevne.

Vi skal sa se pa bindinger mellom molekyler:

Hydrogenbindinger

Nar hydrogen inngar i en kovalent binding med for eksempel oksygen, fluor eller
nitrogen, vil bindingen bli polar, elektrontettheten er stgrst nsermest det tunge
atomet. Da far hydrogenatomet en liten positiv ladning, og O, F eller N en tilsva-
rende negativ ladning. For eksempel i vann, H2O, vil de litt positive H-atomene
tiltrekkes av de litt negative O-atomene pa nabomolekylene, og det dannes bin-
dinger mellom molekylene. Dette gjor at vann har et relativt hgyt kokepunkt,
fordi det trengs energi for a rive molekylene fra hverandre og danne damp. Det
er ogsa dette som gjor at vann har en hgy overflatespenning. Hydrogenbindin-
ger kan ogsa oppsta mellom ulike deler av samme molekyl i store molekyler, da
kan de bidra til a gjore at molekylet folder seg pa en bestemt mate. Det er for
eksempel hydrogenbindinger som holder de to tradene i DNA sammen. Imid-
lertid er bindingsenergien i hydrogenbindinger ganske liten sammenlignet med
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for eksempel ionebindinger (av stgrrelsesorden 0.1 €V), og bindingen er derfor
sarbar.

Van der Waals-bindinger

Andre atomer enn hydrogen kan ogsa danne polare bindinger. Van der Waals-
krefter er krefter basert pa Coulombtiltrekning som virker mellom molekyler
med dipolmoment, og gjgr at de tiltrekkes av hverandre. Van der Waals-kreftene
er ansvarlige for at gasser blir til veeske og etter hvert til et fast stoff nar tem-
peraturen senkes. Egentlig kunne vi plassert hydrogenbindingene inn under van
der Waals-krefter, men de er mye sterkere enn alle andre, sa vi pleier & skille
dem ut. Van der Waals-krefter kan virke mellom to molekyler med permanente
dipolmoment, men et polart molekyl kan ogsa indusere et dipolmoment i et el-
lers ikke-polart molekyl, hvilket igjen forer til en elektrostatisk tiltrekning. En
tredje type van der Waals-krefter forekommer faktisk mellom ikke-polare mole-
kyler. I dette tilfellet er det ladningsfluktuasjoner som gir opphav til effektive
dipolmoment; vi gar ikke naermere inn pa detaljene her.

7.2 Rotasjon og vibrasjon

Det er tre bidrag til et molekyls “indre” energi, dvs. den energien som assosieres
med stralingsoverganger: Elektroniske, som de vi er vant til fra atomer, samt
rotasjon og vibrasjon.! Fgrstnevnte er komplisert fordi hvert elektron vekselvir-
ker med alle andre, samt med alle atomkjernene i molekylet. Vi gar ikke inn pa
dette her. Derimot skal vi ta for oss de to andre, og vi begynner med rotasjon: Vi
ser for enkelhets skyld pa et diatomisk molekyl, f.eks. CO, se figur 7.1. Siden vi
er interessert i ren rotasjonsenergi, gnsker vi & studere rotasjon rundt massesen-
teret (all annen rotasjon ville i tillegg inkludere translasjonsenergi). Vi starter
med en klassisk utledning av rotasjonsenergien, uttrykt ved molekylets angu-
leermoment. Dette oversettes sa til kvantemekanikk ved at angulsermomentet
blir kvantisert pa vanlig mate.

Vi gnsker altsa a sette opp et klassisk uttrykk for den rotasjonskinetiske
energien, uttrykt ved angulsermomentet L. Siden hastigheten til atom 1 er v =
wry, og tilsvarende vo = wro, blir anguleermomentet rundt z-aksen

L = mqviry + mavory = (mlrf + mgrg)w = lw, (7.1)

der I er treghetsmomentet rundt z-aksen. Dermed kan den kinetiske energien
uttrykkes som

1 1 1 L?

Erot = —=myv? + —maov? = ZTw? = =—.

oL T ML gty = g 21

La oss ogsa utlede et uttrykk for Icyr, dvs. treghetsmomentet rundt massesen-

teret (CM er en vanlig indeks og star for “Center of Mass”). Siden massesenteret

er gitt ved at mir; = mars, kan avstanden mellom atomene, Ry = ry + 7o,

skrives som
Ry = (1+@) = (@H) ra, (7.3)
ma mi

11 tillegg kommer massesenterbevegelse, som ikke er relevant i denne sammenhengen.

(7.2)
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Figur 7.1: Skisse av diatomisk molekyl som roterer rundt z-aksen med vinkel-
frekvens w.

slik at treghetsmomentet blir

-2 -2
Ien = m1<1+ﬂ) Rg+m2<1+@> R?
mo my
— ™2 po
my+my °
= uR}, (7.4)

der p er den reduserte massen.

Som tidligere viser det seg at ligning (7.2) kan oversettes til et tilsvaren-
de kvantemekanisk uttrykk ved & erstatte det klassiske anguleermomentet med
det kvantiserte, dvs. L? = [(I + 1)h?. Vi far derfor fglgende resultat for den
kvantiserte rotasjonsenergien,

Ikke overraskende kalles [ ofte rotasjonskvantetallet. Figur 7.2 viser en skisse av
disse energinivaene.? Til slutt en kommentar om rotasjonsakser. Et diatomisk

2Energinivéene vist her, gjelder for diatomiske molekyler der de to atomene er forskjellige,
som CO. Er de to atomene identiske, som i f.eks. Oq, viser det seg at bare like verdier pa [
er tillatt, mens de odde faller ut av spektret. Begrunnelsen for dette ligger utenfor pensum i
FYS2140.
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1 Energi (Ek)
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Figur 7.2: Tillatte rotasjonsenergier for et diatomisk molekyl, i enheter av Er =
B/ (2Icwm).

molekyl har to uavhengige rotasjonsakser, ikke tre, som man kanskje skulle
tro: Tenker vi oss at molekylet i figur 7.1 ligger langs z-aksen, har vi to muli-
ge rotasjonsmoder: Rotasjon rundt y-aksen og rundt z-aksen, men ikke rundt
molekylets akse. Grunnen til dette er at treghetsmomentet rundt xz-aksen er
forsvinnende lite, siden atomenes utstrekning er sa liten. Man sier da ofte at
molekylet har to rotasjonsfrihetsgrader. Telling av frihetsgrader spiller en viktig
rolle i termodynamikken, sa de av dere som skal ta FYS2160 vil komme bort i
dette der.

La oss na se pa vibrasjon. Figur 7.3 viser den typiske formen pa det effektive
potensialet mellom atomene i et diatomisk molekyl, dvs. den totale energien som
funksjon av avstanden mellom atomkjernene. Vi ser at denne energien gar mot
uendelig for sma avstander, dvs. at atomene opplever en sterk frastgtning nar
de kommer for naer hverandre. Dette skyldes at de to positivt ladde kjernene
vil oppleve Coulombfrastgtning nar de nsermer seg hverandre. Vi ser ogsa at
potensialet har et minimum, som svarer til likevektsavstanden Ry. For r ncer
Ry, kan V (r) skrives som en Taylorutvikling,

V(r) = V(Ro) + V!(Ro)(r — Ro) + 5V"(Ro)(r — Rof’ 4. (1.7)

Fgrste ledd er bare en konstant, mens andre ledd er null fordi potensialet har
et minimum i Ry. For sma (r — Rp) kan potensialet derfor tilnsermes med en
harmonisk oscillator med fjeerkonstant k = V' (Rg)—atomene oppforer seg som
de var forbundet med en fjaer, og de kan vibrere langs molekylaksen. Ser vi bort
fra konstantleddet, har vi altsa et effektivt potensial

1
Vveff(r) = §ﬂw2p2a (78)
der p = r — Ry er utslaget fra likevektsposisjonen, i er den reduserte massen og
w = /k/u. “Fjerkonstanten” k er et mél pa molekylets stivhet, dvs. bindings-



90 KAPITTEL 7. MOLEKYLER

! Kasse potensial

Harmonisk oscillator

by

Molekylpotensial

potensiell energi

Figur 7.3: Skisse av effektivt potensial mellom atomene i et diatomisk molekyl.

styrke. Fra gjennomgangen av den harmoniske oscillator tidligere i semesteret
vet vi at de tilhgrende energinivaene er kvantisert,

der n gjerne kalles vibrasjonskvantetallet. Vi merker oss at grunntilstandsener-
gien (for n = 0) ikke er lik null. Dette er en kvantemekanisk effekt: Nullpunkt-
svibrasjoner er alltid til stede.

For & fa et begrep om energiskalaen her, nevner jeg at hw, dvs. energifor-
skjellen mellom to nabonivaer i oscillatorens spektrum, typisk er rundt 0.25
eV. Dette er mye stgrre enn avstandene mellom de laveste rotasjonsnivaene i
figur 7.2. Det skal altsa mye mindre energi til for a eksitere rotasjonsmoden
enn vibrasjonsmoden. Dette er ogsa noe dere vil komme bort i dersom dere tar

FYS2160.

7.3 Molekylspektra og stralingsoverganger

Det som gjenstar na er & sette sammen rotasjons- og vibrasjonsspektrene og
studere mulige stralingsoverganger mellom disse. Kombinerer vi (7.6) og (7.10),
far vi det fulle Rotasjons-vibrasjons-spektrum,

2

2Icm

Erot —vib =

I0+1)+ <n+ %) Fw. (7.12)
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Figur 7.4: Skisse av rotasjons-vibrasjonsspektrum

En skisse av dette spektret er vist i figur 7.4. Legg merke til energiskalene her:
Det er plass til ganske mange (i denne skissen 6) rotasjonsniviaer mellom hvert
par av vibrasjonsnivaer. Vi ser at grunntilstanden svarer til at bade n og [
er lik null. At ikke alle molekyler i naturen befinner seg i denne grunntilstan-
den, skyldes bade temperatur (hgy temperatur betyr hgy kinetisk energi, og
frihetsgradene kan eksiteres) og vekselvirkning med elektromagnetisk straling
(eksitasjoner ved absorpsjon av fotoner). Vi skal her konsentrere oss om stra-
lingoverganger, ogsa kalt optiske overganger. Som i atomer kan en ha emisjon
eller absorpsjon av fotoner med frekvens v = |E; — Es|/h, der E; og Es er
to energinivaer i spekteret. Men ikke alle overganger er tillatt. Begrensningene
skyldes at spinn/anguleermoment mé veere bevart i prosessen, og det kan vises
at tillatte stralingsoverganger ma oppfylle

|l1 — l2| =1 dvs. Al=1 (713)

og samtidig
[ng —mng|=1 dvs. An=1. (7.14)

Vi ser da spesielt at det ikke er mulig & ha rene vibrasjonsoverganger eller rene
rotasjonsoverganger — bade vibrasjonskvantetallet og rotasjonskvantetallet ma
endres i overgangen.

For & fa et konkret bilde av spektrallinjene i absorpsjonsspektret, ser vi na
pa mulige overganger mellom de to laveste vibrasjonsnivaene, dvs. mellom n = 0
og n = 1, hvilket er tillatt ifplge (7.14). Ifglge regelen (7.13) ma kvantetallet [
enten gke med 1 eller avta med 1 i overgangen. Ser vi forst pa tilfellet Al = +1,
dvs. overgang fra en vilkarlig [ til [ + 1, blir energien til det absorberte fotonet

AE = hw+t SM[(1+2)(1+1>1(1+1)]
s 20+ 1), (7.15)

IS
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der hw er energigapet mellom vibrasjonsnivaene. I motsatt tilfelle, Al = —1,
dvs. overgang fra en vilkarlig [ til [ — 1, blir energien til det absorberte fotonet

2

AE = hw+ (1=l —1(141)]
2Icm
FL2
hw S lons l (7.16)

Figur 7.5 illustrerer disse overgangene, sammen med en skisse av de tilsvarende
spektrallinjene. Vi ser at vi far to sett med spektrallinjer, ett med fotonenergier
litt over Aw, og ett litt under. Avstanden mellom spektrallinjene er konstant,
h?/Icm.

Det nyttige med absorpsjonsspektrene er at de kan brukes til & bestemme
noen av molekylenes fysiske egenskaper, f.eks.

e Siden den konstante energiavstanden mellom spektrallinjene f.eks. pa over-
siden av hw er A% /Icy kan man, ved 4 lese av denne, bestemme molekylets
treghetsmoment Icy.

e Dersom man vet hvilket stoff det dreier seg om, dvs. kjenner massene til
atomene i molekylet, kan man fra dette estimere avstanden Ry mellom
atomene, siden Icy = pRZ, der p er den reduserte massen.

e En kan ogsa lese av verdien pé hw, som er midt imellom de to seriene av
spektrallinjer (se fig. ). Fra dette kan vi fa informasjon om bindingsstyrken
k til molekylet via k = pw?.

Eksempler

1) Avstanden 6E mellom to spektrallinjer for CO-molekylet er lik 4.76 x
10 * eV. Finn molekylets treghetsmoment og avstanden Ry (dvs. leng-
den pa bindingen). Svar: Treghetsmomentet er Icy = h%/6E = 9.09 x
1072 eVs? = 1.46 x 1076 kg m?. Siden Icy = uR3, ma vi beregne den
reduserte massen. Den er

momc (16w)(12u) —26
= = =6.85Tu=1.13 x 10"k 7.7
H mo + mg (16+ 12)u b ” & ( )

der vi har brukt at den atomaere masseenheten er lu = 1.66 x 10727 kg.
Finner da at bindingslengden er

/1
Ry =/~ =0.113nm. (7.18)
o

Sé& bare ved & titte pa spektrallinjene (og i det periodiske system), har vi
klart & finne ut stgrrelsen pa CO-atomet. Ikke verst, eller hva. ..

2) For CO finner vi, igjen fra absorpsjonsspekteret, at gapet mellom vibra-
sjonsmodene er fw = 0.266eV. Hva er fjeerkonstanten k for molekylets
svingninger? Svar: w = 0.266 eV /h = 4.03 x 10'* s™1. Far derfor

K = pw? = 1.86 x 10°> N/m, (7.19)

der vi har brukt verdien pa u fra forrige eksempel.
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Figur 7.5: Noen mulige overganger mellom n = 0 og n = 1, samt en skisse av

tilsvarende spektrallinjer.
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Kapittel 8

NMR

Kjernemagnetisk resonans, eller Nuclear Magnetic Resonance (NMR)! pa en-
gelsk, er en metode som er mye brukt for & undersgke molekylstrukturen til
stoffer og oppbyggingen av en gjenstand, f.eks. et menneske. Mest kjent er det
kanskje som et utmerket “rontgenapparat”, med sveert detaljerte bilder av det
indre av menneskekroppen. Prinsippet bak NMR bygger pa det vi har leert om
spinn i dette kurset.

Vi har tidligere sett at den potensielle energien til en dipol i et magnetfelt er
gitt ved ligning (6.5). I var diskusjon av spinn har vi ogsa sett at elektroner har
en “innebygd” dipol pa grunn av sitt egenspinn. Se kapittel 6, avsnitt 6.4. Dette
gjelder selvsagt for alle partikler med egenspinn, ogsa for protoner og ngytroner
i atomkjernen, som begge har spinn—1/2. La oss ta det aller enkleste eksemplet
med hydrogenkjernen, som bare er et proton, og som det finnes sveert mange av i
kroppene vare, f.eks. i form av vann og organiske molekyler med C-H-bindinger.

Med et sterkt konstant magnetfelt B = By i z-retningen (vi star fritt
til & velge akser) vil de to spinntilstandene til protonet med kvantetall my =
:I:% ha en forskjell i energi avhengig av hvilken retning spinnet er orientert i
forhold til magnetfeltet, med “4” eller mot “~”. Denne forskjellen er gitt ved
dipolmomentene fra egenspinnet,?

. e = . e =
Ao = GpgpS= 08 [ = gpg -5 (81)
P P

hvor m,, er protonets masse og g, dets gyromagnetiske faktor, satt inn i ligning
(6.5)

_ gpeh

AE = —jii B (—fiy-B)= 255, By - 29”6 S_.Bo Bo, (8.2)

2m,, my my

Protoner med spinnet rettet mot magnetfeltet har altsa hgyest potensiell energi,

og splittingen er proporsjonal med styrken pa magnetfeltet. Dette er illustrert i
figur 8.1.

Denne energisplittingen er imidlertid liten av stgrrelse med de stabile mag-

netfelter vi kan produsere pa jorden. Konstanten uy = eh/2m,, er det sakalte

1Sensitive sjeler har blitt skremt av ordet “Nuclear” i dette begrepet, og det refereres ofte
til som MR i stedet.

2Merk at dipolmomentet har motsatt fortegn i forhold til elektronets (6.13), da protonets
elektriske ladning har motsatt fortegn.

95
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mg = - 1/2
>
o AE=E-1/2-Ep2
L]
mg =+1/2
By=0 By#0 Magnetic Field

Figur 8.1: Energisplittingen mellom de to spinntilstandene til et proton i et
eksternt magnetfelt By. Tatt fra [5].

kjernemagnetonet med verdi uy = 3.152 x 10714 MeV/T. Med et realistisk
magnetfelt pA By = 1 T (Tesla) og en gyromagnetisk faktor for protonet som er
malt til g, = 2.793 sa far vi

AFE = gyunBo = 2.793-3.152 x 107" MeV/T - 1 T ~ 8.646 x 10 %eV. (8.3)

Dette er en av hovedfordelene med NMR brukt til medisinsk avbildning av
kroppen: Energiene involvert er sma i forhold til for eksempel Rontgenenergier
pa 10* — 10% eV og i forhold til energien som skal til for & gdelegge molekyleere
bindinger, pa rundt 1 eV.

Men hvordan kan man bruke denne splittingen til & ta bilder? Hvis vi setter
pa et sekundeert, mye svakere, og oscillerende magnetfelt med vinkelfrekvens w,
slik at w = AF/h, s& har fotonene i dette feltet akkurat nok energi til & flippe
spinnretningen til protonet. Nar det sekundeere feltet sa skrus av, vil de eksiterte
tilstandene eksponentielt fort falle tilbake til en likevekt med tilstandene med
lavest energi. Samtidig sendes det ut straling med samme frekvens w, og denne
stralingen males. Dette er i utgangspunktet helt likt atomspektroskopien som
er beskrevet tidligere.

Hvor fort spinnene faller tilbake til likevekt avhenger av vekselvirkninger
mellom spinnene, og mellom spinnene og omgivelsene. Gjennom disse veksel-
virkningene gar noe energi tapt til vibrasjons-, rotasjons- og translasjonsenergi,
slik at likevekt mellom spinntilstandene oppnés fortere. En typisk tidskonstant
(halveringstid) for denne prosessen er pa 1000 ms, men avhenger sterkt av typen
stoff protonene befinner seg i. Fra tiden det tar & oppna likevekt, relaksasjons-
tiden, utledes det hva slags stoff man ser pa.

Det konstante magnetfeltet i MR-maskinen har en gradient (varierer) over
utstrekningen til det man skal studere, for eksempel en kropp, slik at eksita-
sjonsenergien er forskjellig fra sted til sted. Da kan ogsa posisjonen til forskjellige
stoffer utledes. Det sekundaere feltet struktureres ogsa som pulser fra forskjelli-
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ge retninger og med forskjellig tidsintervaller. Etter avansert databehandling av
signalene ved hjelp av fouriertransformasjoner gjor alt dette at man kan skape
et bilde av menneskekroppen med god opplgsning.

I tillegg til avbildning brukes NMR av kjemikere til strukturbestemmelse av
kjemiske stoffer. Da benytter de seg av at protoner bundet i forskjellige moleky-
ler har forskjellig effektivt dipolmoment, og derfor forskjellig eksitasjonsenergi.
Dette skyldes at magnetfeltet som protonet ser til en viss grad blir utlignet av
magnetfelt fra elektroner bundet i det samme molekylet, som igjen stammer fra
deres egenspinn og angulzermoment, sakalt kjemisk skift. Dette argumentet har
vi allerede sett i avsnitt 6.7 om spinn-bane-kobling.
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Kapittel 9

Elementaerpartikler

Hva mener vi egentlig med en elementerpartikkel? En fundamental og udelelig
partikkel, i den forstand at den ikke er sammensatt av andre partikler. Likevel,
en massiv elementeerpartikkel kan godt henfalle til lettere partikler, gitt at alle
de bevaringslover vi kjenner er oppfylt. Vi kan selvsagt ikke vite med sikkerhet
om noe faktisk er en elementserpartikkel. En gang i tiden har bade atomer® og
protoner /ngytroner veert sett pa som udelelige, men undersgkelser har vist at de
er sammensatt av enda mindre bestanddeler. Vi méa derfor relativisere begrepet
til var naveerende forstaelse av fysikken.

I dette kapittelet skal vi se litt pa hvilke elementeerpartikler som finnes og hva
slags egenskaper de har, og sa skal vi leke oss litt med den kvantemekanikken
vi har leert for & beskrive noen av de fenomenene vi kan observere, slik som
henfall av partikler (massive partikler omvandles spontant til lettere partikler)
og det underlige fenomenet som kalles mesonoscillasjon, hvor partikler blir til
antipartikler og vise versa, alt i en svimlende fart.

9.1 Partikkelzoo

I den sakalte standardmodellen i partikkelfysikk regner vi med partiklene i fi-
gur 9.1 som elementaerpartikler. Vi grupperer de kjente elementaerpartiklene
i materiepartikler (fiolett og grgnt),? som alle er fermioner med spinnfé, og
kraftbaerende partikler (r¢dt), som er bosoner med spinn—1. For fermionene ek-
sisterer det ogsa antipartikler med, sa vidt vi vet, identiske egenskaper bortsett
fra motsatt ladning(er).?

I tillegg til materiepartiklene og de kraftbeerende partiklene forutsier stan-
dardmodellen ogsa eksistensen av det sakalte Higgsbosonet, et spinn—0 boson
uten elektrisk ladning, som er en konsekvens av Higgsmekanismen: opphavet til
massen til elementaerpartiklene i standardmodellen. Oppdagelsen av Higgspar-
tikkelen ble annonsert 4. juli 2012 ved Large Hadron Collider eksperimentet ved
CERN [7, §].

Selv om vi kjenner et stort antall elementeerpartikler, er det bare et fatall av

LFra gresk atomos, udelelig.

2Den siste av disse, toppkvarken, ble funnet ved Fermilab sa sent som i 1995.

30gsa ngytrinoene, som ikke har elektrisk ladning, har antipartikler, da snakker vi om en
mer abstrakt form for ladning.

99



100 KAPITTEL 9. ELEMENTARPARTIKLER
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Figur 9.1: Elementeerpartikler i standardmodellen med tilhgrende masse (med
konvensjonen ¢ = 1), elektrisk ladning i forhold til stgrrelsen pa elektronets lad-
ning e, og spinn. Merk at verdiene for massene er oppdatert 2012. For ngytrinoer
kjenner vi bare en gvre grense for massene, men vi vet at minst to ngytrinoer
har masse. Tatt fra [6].

disse som er virksomme ved de energier, eller temperaturer om du vil, vi lever
ved. Dette betyr at kunnskap om mange av elementzerpartiklene er kunnskap
om universets bestanddeler ved sveert hgye energier, eller sagt pa en annen
mate: om tiden rett etter Big Bang. Det universet vi observerer i dag, bestar
for det meste av elektromagnetisk stréling, hydrogen og helium, ispedt noen
tyngre grunnstoffer her og der, hvilket vil si at universet for det meste bestar
av protoner, ngytroner, elektroner, fotoner og, kanskje litt mer overraskende, en
helt utrolig mengde med ngytrinoer. Protonene og ngytronene er i sin tur bygd
opp av kvarker, protonet av kombinasjonen uud og ngytronet udd.

I tillegg til disse velkjente komponentene vet vi i dag at det finnes mer
materie som ikke har elektromagnetiske vekselvirkninger, og som derfor kalles
mgrk materie. Vi kan ikke observere dette stoffet direkte, men vi kjenner til dets
gravitasjonspavirkning pa galakseskala, og vi vet at det ikke bestar av noe som
finnes i standardmodellen. Det finnes altsa flere elementeerpartikler & jakte pa!

9.2 Henfall

Vi har tidligere sagt at ikke-relativistisk kvantemekanikk med Schrédingerlig-
ningen (SL) ikke handterer henfall eller produksjon av partikler. I det folgende
skal vi gjgre en overraskende modifikasjon av Hamiltonoperatoren som likevel
gjor oss i stand til & beskrive henfall ved hjelp av en bglgefunksjon. Prisen vi
ma betale er at Hamiltonoperatoren ikke lenger er operatoren til en observabel.

Vi tar utgangspunkt i en partikkel med masse m i et gitt potensial V med
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Schrédingerligningen

- 0
HoyV =ih—T 1
0 ? ot ) (9 )

hvor Hy er den vanlige Hamiltonoperatoren i én dimensjon:

. h? 0?
0="5-53 + V(x). (9.2)
Vi definer na en ny Hamiltonoperator H = H, — %F, hvor T er et reelt tall,
slik at det vi adderer til Hamiltonoperatoren er et rent imagineert tall. Merk
at dette ikke er en gyldig Hamiltonoperator i den forstand vi har snakket om
slike operatorer tidligere, den er f.eks. ikke hermitisk, men den resulterende
bglgefunksjonen vil fortsatt vise seg & veere nyttig.4
Vi vil nd, som vanlig, anta en separabel lgsning av SL, ¥(x,t) = ¥ (z)d(t).
Dette gir:

0

HU = ih—U

"ot
. o T
HWU = ih(—+=]|0
0 zh(at+2)

o0) Fowle) = wia)-in (g + 3 ) olt)

1 - ih 0 r
L) - W<§+5> o(t). (9.3)

De to sidene av likhetstegnet avhenger na av to forskjellige uavhengige variable x
og t, hvilket betyr at de begge ma vaere konstante. Hvis ikke kunne vi endret bare
den ene siden ved & endre pa bare en av variablene. Vi kaller denne konstanten
FEy. Dette gir

~tmsn) = 2494 Ta

ot
do(t) i r

e = (—ﬁE —5) o(t), (9.4)

hvor denne fgrsteordens differensialligningen har lgsningen
$(t) = Ae”wEI=El = AemRFute 5, (9.5)
Integrasjonskonstanten A kan vi absorbere inn i normaliseringen til romdelen

1 (x) av den separable bglgefunksjonen. Om vi n& antar at romdelen er norma-
lisert, sa kan vi finne sannsynligheten for & observere partikkelen pa et vilkarlig

4Man kan se denne utvidelsen av hva vi kaller en Hamiltonoperator som et forsgk pa &
nzerme seg en relativistisk kvantemekanikk, men den fulle beskrivelsen far man forst gjennom
den sakalte Diracligningen, som erstatter Schrédingerligningen.
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sted pa x—aksen:

P = / V(. t)de = / () P16 ()Pde
o G
_ |67%Egt|2|efgt|2:€fﬁ' (9.6)

Sannsynligheten for & finne partikkelen er altsa ikke lenger bevart, den minker

med tiden, og partikkelen kan forsvinne (henfalle til andre lettere partikler).

Var belgebeskrivelse reproduserer et eksponentielt henfall, slik som vi finner

ved radioaktiv straling, med en sannsynlighet for at partikkelen fortsatt finnes
ved en tid t pa P(t) = e~*/7, hvor levetiden T er gitt ved

1

= —. 9.7

r== (9.7)

En alternativ formulering av utledningen over for eksponentielt henfall er a

tillate komplekse egenverdier for energien til en ordinser Hamiltonoperator.

Denne lgsningen av Schrodingerligningen har ogsa andre interessante egen-

skaper. Vi kan nemlig vise at tidsdelen i bglgefunksjonen gitt i (9.5) kan skrives

som et integral over tidsdelen e~ #Ft i lpsninger av den orginale Schrodingerlig-
ningen, med Hy som Hamiltonoperator og E som energi:

FATTRS N S R EY R
—o0 2T E — Eo + 2T

Dette ser vi enklest ved a gjgre en omskrivning

/OO Y gwemggg = L [T L iy,
— 2T E — By + 2T 21 J_o hx + 2T
1 [ ,
— _ ? i efzxtdx
2 J_o x+ 5T

= e 2, (9.9)

ol

hvor vi har brukt variabelbyttet = (E— Ey)/h, og hvor den siste likheten er en
Fouriertransformasjon, se f.eks. Rottmann. Fysisk betyr det at en partikkel som
henfaller har en fordeling av energier, hvor sannsynligheten for & male en bestemt
energi svarer til absoluttverdikvadratet av faktoren fgr eksponentialfunksjonen i
integralet (9.8). Denne faktoren er det vi kan kalle en bglgefunksjon i energiba-
sisen. Selv egentilstander av H har ikke lenger skarp energi nar vi manipulerer
Hamiltonfunksjonen pa denne maten.

For en partikkel i ro er energien gitt ved hvilemassen. Det betyr at massen m
ogsa har en sannsynlighetsfordeling rundt en sentralverdi mg. Vi skal ikke vise
det her, men den kan finnes fra (9.8), og er gitt ved den sékalte ikke-relativistiske
Breit- Wigner-fordelingen:

S 1

f%(mme)QjL(%)Q-

P(m) (9.10)

Storrelsen Al' kalles ofte bredden til en partikkel som kan henfalle, og angir da
en iboende spredning av de malte massene som ikke skyldes imperfeksjoner i
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den eksperimentelle rekonstruksjonen av partiklen. For eksempel er massen til
Z-bosonet malt til & veere mz = 91.187640.0021 GeV /c?, mens bredden er malt
til 2.4952 £ 0.0023 GeV /c? [9).

9.3 Oscillasjon av ngytrale mesoner

P& grunn av egenskaper ved den sterke kjernekraften kan kvarker ikke opptre
alene i naturen. Vi finner de i kombinasjoner av tre kvarker, sakalte baryoner,
slik som protonet og ngytronet, og i kombinasjoner av en kvark og en antikvark,
sakalte mesoner. Fire av disse mesonene, som utgjor alle de mulige ladnings-
ngytrale kombinasjonene av to forskjellige typer kvarker, har en meget spesiell
egenskap: De oscillerer meget hurtig mellom en partikkel- og en antipartikkel-
tilstand. De fire er K° (ds), D° (cii), BY (bd) og BY (b3), hvor vi har angitt kvar-
kinnholdet i parentes (antikvarker skrives med et strek eller “bar” péa toppen).
Disse oscillerer da frem og tilbake til antimesonene K° (ds), D° (eu), BY (bd) og
BY (bs).

Disse oscillasjonene har fatt mye oppmerksomhet fordi det ved observasjon
av denne prosessen er mulig & bestemme graden av sakalt CP-brudd. CP er en
(brutt) symmetri som sier at om vi i en prosess bytter ut partikler med anti-
partikler (C), og speilvender koordinatsystemet vart (P), si skal vi f4 samme
sannsynlighet for at prosessen skal skje. Dette bruddet pa CP-symmetrien som
mesonene utviser, er en av ingrediensene vi vet méa finnes i enhver forklaring pa
hvorfor det finnes mer materie enn antimaterie i universet. De beregninger som
er gjort avslgrer for lite CP-brudd i standardmodellen, det spekuleres derfor i
at det finnes utvidelser av standardmodellen som gir mer CP-brudd, noe som
ogsa burde kunne pavises i malinger av CP-brudd for de oscillerende ngytrale
mesonene.

Med denne motivasjonen i hende skal vi na beskrive fenomenet ved hjelp av
Schrédingerligningen

. 0
HYy =ih— 9.11
v=indy, 0.)
hvor vi i stedet for bglgefunksjonen innfgrer en bglgefunksjonsvektor
_( E°(t)
00 = ( Jeolt) ) (9.2
hvor komponentene angir bglgefunksjonen for K°- og K%partiklene i oscillasjo-

nen mellom de to tilstandene.® For & beskrive bade oscillasjonen og henfall av
mesonene antar vi en Hamiltonoperator pa formen

- ih
H=M- %F, (9.13)
hvor M og I' er hermistiske 2 x 2-matriser,® altsa
My Mo Iy Tae
m=| M r—| it , 9.14
[ My Ma ] o8 [ 12 D22 } (9.14)

5Vi kunne selvsagt valgt en av de andre oscillerende mesonene som eksempel, men historisk
ble K9-oscillasjon oppdaget forst.

6Vi minner om at en hermitisk matrise A er en matrise hvor AT = (AT)* = A, altsa en
matrise som er uendret etter transponering og komplekskonjugering av alle elementene.
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hvor de diagonale elementene Miq, Mao, I'11 og oo er reelle tall og de ikke-
diagonale elementene generelt kan veere komplekse. At matrisene mé veere her-
mitiske har en ikke-triviell sammenheng med at vi tidligere krevde av operato-
rer som skulle tilsvare observable at de matte vaere hermitiske. Det viser seg at
hermitiske Hamiltonoperatorer som kan skrive som matriser, kan skrives som
hermitiske matriser.

Fra diskusjonen rundt ustabile partikler kan vi kanskje mistenke at ['-matrisen
er ansvarlig for henfall, og det er tilfelle, med I' = 0 vil vi kun fa oscillerende
mesoner, som ikke henfaller. Matrisen M henger, som forventet for en Hamilton-
operator, sammen med energien til partikelen. Vi vil arbeide i et hvilesystem
hvor den ligger i ro. Energien er altsa hvileenergien, som forklarer symbolbruken.

I tillegg til kravet om at H mé veere hermitisk s vil vi innfgre to andre krav
til H. Forst det sakalte CPT -kravet, nemlig at diagonalelementene er like,

M11 = M22 =M og Fll = F22 =T. (915)

M og I' ma her ikke forveksles med matrisene, de er bare reelle tall og en tradi-
sjonell, men forvirrende, konvensjon i notasjon. CPT-symmetrien er en utvidelse
av CP-symmetrien hvor retningen pa tiden snus (T). Det at alle prosesser skal
veere identiske om du bytter partikler og antipartikler, speilvender koordinatsys-
temet og snur tidsretningen har blant fysikere mye av den samme statusen som
energibevarelse og bevarelse av bevegelsesmengde har.” Vart krav til matrisene
innebeerer at CPT-symmetrien automatisk bevares.

Det andre tilleggskravet vi vil gjgre her, for & forenkle den kommende reg-
ningen, er a kreve at CP-symmetrien er bevart. Dette gjores ved a kreve at Mo
og I'1o er reelle tall. Det kan virke litt underlig & gjgre dette til et krav, nar
poenget var & undersgke CP-brudd. Da bgr vi tenke pa at eventuelle avvik fra
den modellen vi na skal lage, nettopp kan tolkes som mulige CP-brudd, og kan
brukes til & kvantisere stgrrelsen pa CP-brudd i naturen.

Til sammen s& gir vare krav fglgende Hamiltonoperator skrevet som en ma-
trise:

M — 8T My — 2Ty,

H= ) :
My + 49T, M-—49T

(9.16)

Vi kan med en gang skrive ned de stasjonzere tilstandene som er lgsningen av
Schrédingerligningen:

Un(t) = e~ 5ty (0), (9.17)

hvor E,, er egenverdiene til Hamiltonoperatoren®

og 1, (0) er de tilhgrende egentilstandene.

Fordi (9.18) er en egenverdiligning for en matrise, s& finner vi egenverdiene
ved hjelp av standardteknikker fra lineseralgebra. Ligningen kan skrives som
(H — En 1)1, (0) = 0, og vi finner den tilhgrende karakteristiske ligningen ved &

7Til & begynne med virker kanskje all denne byttingen & veere litt som avansert voodoo for
viderekommende, den har likevel en dypereliggende arsak som finnes i Lorentzinvarians, altsa
det at Einsteins spesielle relativitetsteori skal gjelde.

8Merk at pa grunn av muligheten for henfall er ikke egenverdiene reelle tall.
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kreve at determinanten til H — EI er null:

det (H — EI)
M—%F—E M12f%1—‘12
My + 4T, M-27-F

M — @F—E M — @F—E
2 2
ih ih
— <J\412ﬁL §F12> <M12 - §F12>
) ih in \? , W2,
B2 2B (M= 5T )+ (M= 5T = (M- 1%, ), (919)

som gir en kvadratisk ligning, det (H — ET) = 0, med to lgsninger for egenver-
dien

h i i
Bio=M— %F + (Mu - %Fu) = M+ My — % (C+T).  (9.20)

De tilhgrende egenvektorene (egentilstandene) kan skrives som

no=x20 = (5 )+ ()] (9.21)
wo=r30 = =|(F)-(H) e

I litteraturen kalles ofte K9 for K, (“K-long”) og K9 for Kg (“K-short”). Vi har
altsa to stasjonaere tilstander for var Schrodingerligning

Yn(t) = e 7D (0), (9.23)

hvor n =1, 2.

Vi har lgst Schrodingerligningen for var modell av K—meson oscillasjon. For
& se det fysiske innholdet i lgsningen, sa kan vi anta at vi begynner med et K°-
meson ved tiden ¢ = 0. Starttilstanden kan da skrives som den fglgende summen
av de to egentilstandene

1

w0 = 55 (4w = (). (9.21)

Ved hjelp av de stasjonzere tilstandene kan vi skrive ned tidsutviklingen til
starttilstanden:

b(t) = (e—%EltK? + e—%EZtKS)

2
i) (1)

1 i i
S (e7iP— i) ( 130 ) (9.25)

Sannsynligheten Pgo(t) for & finne et K%-meson, og ikke K°, ved en maling
ved tiden t er da som vanlig gitt ved absoluttverdikvadratet av den numeriske

PR
-

_|_
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faktoren for tilstanden (K°,0). Vi regner ut absoluttverdikvadratet:

PKo(t)
_ %(e—%E1t+e ﬁEgt) ( Eft y  +B; t)
_ ! (e—%wl—Er)t 4o kBB | (BBt |~ (Ba— Bt
4
_ i (e—(F+F12)t 4 e (@Mi2)t =Tt | o~ (2Mo)t ~Tt +e—(F—F12)t)
_ i [e—(m-ru)t 4 e (P-Tw2)t =Tt (e%(QJVIu)t +e—%(2]v112)t)}
1 2M
= 1 [e_(m'r”)t 4 e T2t 4 96T g (Tut)] , (9.26)
hvor vi har brukt at
. ih ih .
E1 _El = —5 (F+F12) - 3 (1"—}—1"12) = —zh(I‘+F12), (927)
. ih ih
EQ_EQ = —5( _F12)_3( —Flg) :—zh(l" Flg) (9 28
ih
Ey,—Ef = M—Mm—?(l—‘—rm) (M+M12+— (T +T12) )
= —2My, —ill, (9.29)
i
Ele; = M+M12%(F+F12)<M M12+—F F12>
= 2My —ihl. (9.30)

Eksponentialkomponentene i (9.26) beskriver henfallet av partikkelen ved at
bglgefunksjonen blir mindre med tiden, mens cosinusfunksjonen gir oscillasjon
mellom K° og K°. Tiden for en full oscillasjon er

2mh

Tosc. = AN
AFE

(9.31)

hvor sterrelsen AE = 2M;4 er forskjellen i hvileenergi mellom egentilstandene.

Oscillasjonstiden er malt eksperimentelt til & veere Tosc. = 1.16ns. Dette
kan sammenlignes med den gjennomsnittlige levetiden, som for Kg er 7, =
8.95 x 102 ns, og for K, Trg = 51.1 ns.? De fleste K -mesoner vil altsé henfalle
fgr de oscillerer, men noen klarer kunststykket. For de andre ngytrale mesonene
er gjerne oscillasjonstiden av samme stgrrelsesorden som levetiden, eller mindre.
Vi kan bruke en malt oscillasjonstid til & bestemme masseforskjellen mellom Kg
og Kp:10

2rh 2mhe 27 - 193.7 MeV fm
AE = = = =3.50x10" 12 MeV, (9.32
Toe.  Towc 1.161s-3.00 x 10 fm/ns 8 eV, (9:32)

en sveert liten del av massen til et K-meson, som er malt til my = 497.614 MeV /c?.

9Derav navnene “K-short” og “K-long”.
10Egentlig er M hvileenergi og ikke masse, derfor bruker vi enheten MeV i svaret.
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9.4 Oscillasjon av ngytrinoer

Vi som bor her pa jorda blir daglig truffet av milliarder pa milliarder av ngytrino-
er fra sola, helt uten & merke noe til de. Dette er i hovedsak elektronngytrinoer,
Ve, som produseres i de fusjonsprosessene som driver sola, slik som for eksempel

p+p—2H+et +u,, (9.33)

hvor to protoner blir til et dgytron (en kjerne med ett proton og ett ngytron),
et positron og et ngytrino. Det var lenge et mysterium at var beste modell for
solas fysikk forutsa at vi burde bli truffet av en strgm (fluks) pa ¢ = 5 - 10°
ngytrinoer cm~2 s~!, mens det vi méler er ¢ = (1.75 4 0.14) - 10° ngytrinoer
cm~2 s7!. Det er altsa som om vi har mistet noen ngytrinoer et sted.

Dette kan forklares ved at ogsa ngytrinoer oscillerer, men da mellom de tre
typene — vi sier ofte generasjonene — ngytrinoer: elektronngytrino ., myonngy-
trino v, og taungytrino v;. Det kan beskrives med det samme kvantemekaniske
maskineriet som for mesonene, men siden ngytrinoene, sa vidt vi vet, ikke hen-
faller, sa kan vi gjgre den forenklingen at matrisen I" = 0.

Da ngytrinoene er relativistiske, ma vi i tillegg bruke relativistisk kvanteme-
kanikk, som vi ikke har veert inne pa i dette kurset. Vi kan imidlertid gjgre et lite
triks ved & rekkeutvikle energien F; til et ngytron av type i i bevegelsesmengden

Pi,
2.4 1 m2c
Eizq/p?CQ—f—m?c‘l:pic 1+m210 ’;’pic—f——mzc + ... (934)
pic? 2 pic

7 K2

Hvis vi na antar, som rimelig er, at ngytrinoene har mye mer bevegelsesmengde
enn hvileenergi,!! sa er p;c > mc? og dermed kan vi med god samvittighet slgyfe
alle leddene som kommer etter det andre. Det vil si at forskjellen i energi mellom
to ngytrinoer produsert med samme bevegelsesmengde, som skyldes forskjellen
i masse, er , b
(mj — mj)c
5E . (9.35)
Vi kan na gjenta den samme betraktningen som for mesoner over, men med
tilstander som er vektorer med tre komponenter, en for hver av ngytrinoene.
Riktignok med enda mer sglete algebra. Det vil igjen vise seg at sannsynlig-
heten for & finne den sammen tilstanden, v,, etter en tid ¢, oscillerer som en
cosinusfunksjon, se for eksempel ligning (9.26). Sannsynligheten for oscillasjon
mellom to ngytrinoer med masse m; og ms er pa formen

AE =

AE 2 _ 2
P(t) o cos <?t) = cos (%t) . (9.36)
Underskuddet pa elektronngytrinoer fra sola gjgr oss da i stand til a si at

det ma finnes en masseforskjell mellom to av ngytrinoene pa Am? = m3 —m3 ~

5 x 107%eV2. Dersom ngytrinoene hadde lik masse ville det ikke veert noen
oscillasjoner. Konklusjonen er at minst en av ngytrinoene har masse, selv om vi
ikke vet hvilken, eller hva denne massen er.'?

1T prosessen (9.33) er gjennomsnittsenergien E ~ 0.4 MeV.

12Vi har senere malt en annen slik oscillasjon for ngytrinoer produsert i atmosfseren fra
kosmisk straling, som involverer forskjellige ngytrinoer, slik at vi vet at minst to av ngytrinoene
har masse.
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