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Mer kombinatorikk og litt ahstrakt
dlgebra
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Note: Fikk ikke gatt giennom sG mange oppgaver i timen denne uka, og heller ikke laget
lesningsforslag pa forhdnd, jeg kan oppdatere med losning pd enkelte oppgaver pa ettersparsel,
send meg en mail (tirilagi@uio.no) eller melding pd mattermost sa fikser jeg &
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Dette lerte vi for pdske (kombinatorikk)

e Multiplikasjonsprinsippet
o Brukes dersom vi har en rekke uavhengige valg
o Produktet av antall muligheter ved hvert valg
e Permutasjon
o Narvi har alle elementene, og skal se pa rekkefalgen
o nl
e Ordnet utvalg (uten repetisjon)
o Viskal velge k elementer fra n mulige i rekkefglge
o 'h=g z!1.-)! T —Ili!]! M= (/1) K
e Uordnet utvalg (uten repetisjon)
o Viskal velge k elementer fra n mulige, uten a se pa rekkefglgen

o ny n!
(l‘ T n—=k) k!




Kapittel 19 - Litt mer kombinatorikk

e Pascals trekant
e Summen av antall stier til et gitt punkt, er summen av antall stier til de
punktene rett over

©) (11 + 1) ~( n ) (7 1
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Systematisering av opptellingsproblemer

Hyvis vi skal velge k elementer fra en mengde med n elementer, kan det gjores pa folgende
madter:

ordnet utvalg uordnet utvalg

med repetisjon nk )
uten repetisjon "Px (%)
w . { x K %

e Uordnet utvalg med repetisjon

o Vioverfgrer problemet til et tilsvarende problem, som vi vet hvordan vi kan lgse

o “stars and bars". Vi skal plassere k stjerner i n baser. Til det trenger vi k stjerner og n-1
skillevegger.

o  Problemet vilgser nd er, pa hvor mange mater kan vi plassere skilleveggene, og det kan vi se pa
som en streng av lengde (n-1 + k), der vi skal velge k av dem til & vaere stjerner.

o  Detvil finnes en en-til-en korrespondanse mellom vart opptellingsproblem, og problemet vi
l@ser nar vi finner mulige steder a sette skilleveggene.



Oppeave kombinatorikk

Oppgave

19.2 Visier at en streng er et palindrom (eng: palindrome) dersom resultatet blir det
samme om den leses forlenges eller baklengs. For eksempel er abba og 1234321
palindromer. Hvor mange palindromer av lengde m er det over et alfabet med
n tegn?

e Vikansiat et palindrom er en streng pa formen sxs'’
o serenstreng pa m/2 tegn (rundet av nedover)
o s'ersreversert

o x kan vaere et tegn (derfor m er oddetall), eller en tom streng (dersom m er partall)
Hvis vi vet hva s er, sa er s’ ogsa bestemt.
Antall tegn i s + x er m/2 (rundet av oppover), dette er antall valg vi ma gjere
For hvert av disse valgene, har vi n muligheter, siden det er n tegn i alfabetet
Dette gir totalt n™?2 muligheter



Kapittel 20 - Abstrakt algebra

e Invers
o Relasjon
m  {<1, 2> <2, 3>}sininvers er {<2,1>, <3, 2>}
o  Funksjon
m l|kke alle funksjoner har en invers | {<1, 2>, <2, 2>}
m  Kun bijektive funksjoner har en invers

e Kommutativ
o XxX*y=y*x
o Eksempel:
m 5+2=2+5|4
m 5-222-5 X
e Assosiativ
o X*(y*z)=(x*y) *z
o Eksempel:
m 5:-4-3)=(5-4)-3 |4
m 5-(4-3)2(55-4)-3X



Kapittel 20 - Abstrakt algebra

e Idempotent
o Unare operasjoner
m f(f(x) = f(x)
m Eksempel: Funksjonen f runder opp til naermeste heltall. f(f(5,5)) = f(5,5)
o Binaere operasjoner
m X*X=X
m Eksempel:{1,2,3} U {1,2,3}={1,2,3}
e Identitetselement
o Hvisx*e=e*x=xsa er e identitetselementet til operasjonen *
o Eksempel:
m O for +-operasjonen
m 4+0=0+4=4
e Inverse elementer
o Omx*x'=x"*x=e, saerx’' ogxinverse (der e er identitetselementet til *)
o Eksempel:
m + pa heltall har identitetselement 0, sidenx +0 =0+ x = x
m Inversentil5erer-5,siden5+(-5)=(-5)+5=0
o Ikke alle elementer har en invers |



Kapittel 20 - Abstrakt algebra

e Grupper
o  Gitt en binaer operasjon * pa en mengde G er{G, *)en gruppe dersom:
m *erassosiativ
m  * har et identitetselement
m Alle elementeri G har eninvers

e Gruppe eller ikke gruppe?

o ( N/

e assosiativ ), identitetselement X, invers X
o ({0, 1},

e assosiativ |4, identitetselement [ /4, invers X
o ( R=

e assosiativ ), identitetselement X, invers X



Oppeave kapittel 20

20.10 For hvert av felgende valg for G og e, avgjer om (G, ) blir en gruppe.

(c) LaGveereZ,oglaaceb=a-b
(d) LaGveereR,oglaaceb=a+b

(f) LaGvere R\{0},oglaaeb =2

e () Nei
o Assosiativ |4
o Identitetselement: 1 | 4
o Invers X 0 haringen invers

o Assosiativ |4
o Identitetselement: 0 | 4
o Invers:x+(-x)=(-x)+x=0 .4

o Assosiativ: X
o Identitetselement: )
o Invers X



Oppeaver kapittel 19

Oppgave

19.10 Anta at alfabetet {0, 1, 2} er gitt, og la oss si at en streng er sortert (eng: sorted)
hvis sifrene ikke synker i verdi. For eksempel er 001122 og 002 sorterte, men
221100 og 201 er ikke det.

(a) Finn alle sorterte strenger av lengde én, to og tre.

(b) Hvor mange sorterte strenger av lengde fire og fem finnes det?
(c¢) Hvor mange sorterte strenger av lengde m finnes det?

(d) Hva er svaret pa forrige sporsmal hvis det var n tegn i alfabetet?



Lgsning 19.10

Alfabet = {0, 1, 2}

a) Her kan vi ramse opp:

) Lengde 1:0, 1,2 (3 strenger)

i) Lengde 2:00, 01,02, 11, 12, 22 (6 strenger)

iii)  Lengde 3:000, 001, 002,011, 012,022,111, 112, 122, 222 (10 strenger)

b)
i) Lengde 4: 15 strenger
i) Lengde 5: 21 strenger

c) Forafinne lengde m, ma vi generalisere.

i) Vikan se pa dette som et uordnet utvalg med repet|SJon Siden strengene ma veere sortert, sa er strengen
entydig bestemt nar vi vet antall av hvert tegn, sa vi er kun interessert i hvor mange ganger hver tall er
valgt, og hver tall kan velges flere ganger.

ii)  Viharlengde m, og antall tegn i alfabetet =3. (n =3, k=m)

iii)  Vikan nd tenke oss at vi har m stars, og 2 (3-1) bars. Vi finner da antall stjerner ved a regne ut “(m+2) velg
m” eller tilsvarende “(m+2) velg 2"

d) Dersom det er n tegn, ma vi bytte ut 3 med n, da far vi “(m+n-1) velg m".



Oppeaver kapittel 19

Oppgave

19.5 La M veere mengden {1, 2, 3,4, 5}.

(a) Hvor mange delmengder av M inneholder enten 1, 2 eller begge deler?

(b) Hvor mange funksjoner fra M til M er det, og hvor mange av disse er
bijeksjoner?



Oppeaver kapittel 19

Oppgave

19.9 P& hvor mange ulike mater kan seks karakterer fordeles pa ti studenter? Vi er
na ikke interessert i hvilken karakter en bestemt student far, men kun antallet
av hver karakter i fordelingen.



Oppaaver kapittel 20

20.2

La R ={(3,2),(2,3),(1,a)}og f ={(1,2),(2,3),(3,a),(a,b), (b,2)}.

(a) Hva er den inverse relasjonen til R?
(b) Forklar kort hvorfor funksjonen f ikke har en invers.




Oppaaver kapittel 20

20.6
La f : R — R veere en funksjon definert pa de reelle tallene. Vi sier at f er en
like-funksjon dersom f(—x) = f(x), og en odde-funksjon dersom f(—x) = —f(x), for
alle x € R.

(a) Vis at funksjonen f(x) = x* er en like-funksjon.
(b) Vis at funksjonen g(y) =y er en odde-funksjon.

(c) Anta at en odde-funksjon f : R — R er en bijeksjon. Vis at den inverse
funksjonen f~' er en odde-funksjon.

(d) Hvorfor har ikke en like-funksjon noen invers?



Sant/usant

11 Abstrakt algebra [6 poeng]

(a) Operasjonen NEG pa utsagnslogiske formler slik at NeG(F) = —F, har en invers. (Sant / Usant)
(b) En bijektiv funksjon er bdde en-til-en og pa. (Sant / Usant)

(c) Hvis (G, o) er en gruppe, mé o veere en assosiativ operasjon pa G. (Sant / Usant)

(d) Hvis (G,0) er en gruppe og a € G, sd mé det finnes b € G slikataob =boa. (Sant / Usant)
(e) Tallet 1 er identitetselementet til addisjonsfunksjonen pa naturlige tall. (Sant / Usant)

(f) Den tomme strengen, A, er identitetselementet til konkateneringsfunksjonen pa strenger. (Sant / Usant)

Eksamen v19



