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Tolkning i 0g resonnering om
modeller



Plan for timen

1. time
e (Gjennomgangen

Pause =

2. time
e Selvstendig jobbing



Kapittel 15 - Tolkning i modeller

e Hvaerenmodell? &

o En modell er en “oppskrift” pa hvordan vi skal tolke et sprak.
o Domenet, D
m |kke tom mengde. Skrives ofte | M |
o Tolkning av symboler
m Konstantsymboler, kM
e Alle konstantsymboler i signaturen til spraket blir tolket i modellen
m Funksjonssymboler, f™
e Alle funksjonssymboler i signaturen blir tolket i modellen
e Enfunksjondra D"til D
m Relasjonssymboler, RM
e Alle relasjonssymbolder i signaturen blir tolket i modellen
e Enn-arrelasjon, en delmengde av D"



Definisjon (Modell)
En modell (eng: model) M for et gitt forsteordens sprak bestdr av en

ikke-tom mengde D, kalt domenet (eng: domain) til modellen, og en
funksjon som tolker alle ikke-logiske symboler pa folgende mate:

— Huvis k er et konstantsymbol, er k™ € D.
— Hvis f er et funksjonsymbol med aritet n,
er f en funksjon fra D™ til D.
— Hvis R er et relasjonssymbol med aritet n,
er RM en n-ar relasjon pa D, det vil si en delmengde av D™.

Vi skriver IM| for domenet D til modellen M.



Kapittel 15 - Tolkning i modeller

Vilar M veere en modell, t_er termer, f(...) er en funksjon, R(...) en atomaer formel

e Tolkning av termer
o Ma veere lukket (4 (ingen variabler)
o flt, . t )M=MeM ..,
m  Modellen forteller vi hvordan vi tolker f* og t M

e Tolkning av formler
o Rekursivt definert
m Basissteg: Atomeere formler
m Rekursjonssteg: Sammensatte formler
o Enformel R kan vaere sann eller usanni M

m <t,.,t>€ RM



Definisjon (Tolkning av en lukket atomaer formel)

— Anta at M er en modell for et forsteordens sprak,
ogla R(t1,...,tn) veere en lukket atomeer formel.

Vi sier at formelen R(t,...,tn) er sann (eng: true) i M
og skriver M = R(ty,...,tn) hvis felgende holder:

(e R

R representerer atomaere formler

Alle argumentene til R er termer (t )

¢ og | representerer sammensatte formler
Modellen M ma alltid spesifiseres for at vi kan
tolke formlene.

Vi kjenner igjen maten vi kan bygge opp
formler fra tidligere. Vi kan sette dem
sammen med hjelp av konnektiver og
kvantorer.

Vi tolker konnektiver og kvantorer pa samme
mate som far

Fra tidligere har vi lzert a tolke relasjoner
som mengder av tupler, det gjar vi fortsatt

o  Unaere relasjoner beskrives som en

mengde med elementer (uten tupler)

For & avgjere om en formel er sann eller
ikke, ma vi finne ut om tuppelet som blir
presentert finnes relasjonen R, slik R er
tolket i modellen
Modellen gir oss tolkningen av R

Definisjon (Tolkning av lukkede formler)

Anta at M er en modell for et gitt forsteordens sprak. Vi definerer
rekursivt hva det vil si at en lukket formel ¢ er sann (eng: true) i M.
Skrivematen M = ¢ betyr at ¢ er sann i modellen M.

MER(t1,...,tn)
ME—o

ME oAV
MEeVY
MEo -1

M E Vxo@

M E Ixo

hvis (t],...,tM) € RM,

hvis det ikke er tilfellet at M = .
hvis M |= ¢ 0g M = 1.

hvis M | o eller M = 1.

hvis M = ¢ impliserer M = .

hvis M = ¢[x/a] for alle a i |M].
hvis M = ¢[x/a] for minst en a i |M]|.

Nar ¢ er sann i M, sier vi ogsa at M er en modell for (eng: model for) @, at
M gjor ¢ sann og at M oppfyller (eng: satisfies) @. Alt dette betyr det

oarmrmn




Kapittel 15 - Tolkning i modeller

° M er en modell med domenet {1, 2, 3}
e  Konstantsymbolet a tolkes som 2

o aM=2
e  Konstantsymbolet b tolkes som 3
o bM=3

e  Funksjonssymbolet f tolkes som en funksjon med aritet en pa {1, 2, 3} som gir 2 hvis argumentet er et partall og 1 hvis det er et
oddetall

o faM=MaM=MQ2)

o flb™=MbM) =M3)

=2
=1
e Relasjonssymbolet R tolkes som {{1, 3), {2, 3), {3, 3)}

e  Tolkning av lukkede formler
o  Atomeere formler

[ RabM
e SanniMfordiaM=2,bM=30g(2,3)e RM
n RbaM

° Ikke sann i M fordi aM = 2, bM = 3 0g(3, 2)¢ RM
o Sammensatte formler
n Vv xRxbM 3 xRbxM IxRbx A VxRxbM

m  For atolke disse...
e HvaerbM?pM=3
° Hva er alle x? Hele domenet, altsa {1,2,3}.
e  Erbade 1,2 og3relatert til 37 Ja
° Finnes det noen elementer som 3 relaterer til? Ja, 3.



Gyldige, oppfylibare, falsifiserbare og kontradiktoriske formler

e Gyldig
o Hvis alle modeller gjgr denne formelen sann
o VX(PxV =Px)

e Oppfyllbar
o Det finnes en modell som gjar formelen sann
o VXxPx

e Falsifiserbar

o Detfinnes en modell som gjgr formelen usann
o VxPx

e Kontradiktorisk

o Formelen er usanni alle modeller
o IX(Px A —Px)



Oppeavelgsing kapittel 13

15.2 Vis at felgende formler er gyldige:
(a) Vx(PxV Qx) — (IxPxV Qb)

Vis at folgende formler er falsifiserbare:

(c) (hPxAIx] —> T(Px /AN Qx)



Lgsning 15.2

(a)

e La Mveere en modell som gjer vV x(Px V Qx) sann. Da ma vi vise at denne modellen ogsa gjor
(I xPx V Qb) sann.

Lar b veere en konstant domenet.

Da vet vi at enten sa er Pb sann eller Qb.

Dersom Qb er sann, er (I xPx V Qb) sann, fordi det er slik vi tolker V -formler.

Dersom Pb er sann, er 3 xPx sann og dermed (3 xPx V Qb) sann, fordi det er slik vi tolker

V -formler.

e Her holder det a finne en modell som gjer denne formelen usann.
e Vilager en enkel modell, M, med domenet, D = {1, 2}

e For at denne formelen skal vaere usann ma modellen gjare ...
o .. 3dxPx A IxQx sann
o .. 3x(Px A Qx)usann

e For agjere IxPx sann, kan vi tolke PM = {1}
e For agjere IxQx sann, kan vi tolke QM = {2}
e IX(Px A Qx)erusann, fordi Q1 og P2 er usanne.



Kapittel 16 - Resonnering om modeller

e FEkvivalens

o To lukkede formler ¢ og Y er ekvivalente hvis det er slik at
o For enhver modell M, vil M = ¢ hvis og bare hvis M=

e Logisk konsekvens

o Hvis M er en mengde lukkede formler, og ¢ er en lukket formel, er ¢ en logisk konsekvens
av M hvis det er slik at
o (p ersannienhver modell som gjgr alle formlene i M sanne samtidig.

Dette er akkurat den samme tolkningen av ekvivalens og logisk konsekvens
som vi leerte tidligere i kurset &



Preneks normalform

e Alle kvantorene er utenfor formelen
e Enformel pa formen Q.x,Q,x,...Q_x ¢ er pa preneks normalform,
der hver Q.er enten V eller 3 og ¢ er uten kvantorer.

e Disse reglene er listet opp pa side 188, bruk dem &

Vx(e ANYP) & @ AVxy Ix(e ANP) & e AIxP
Vx(ep V1Y) & VWY Ix(e V) & o¢VIxp
Vx(@p = V) & ¢ —Wx Ix(@ = VP) & ¢ — IxPp
Vx(p = @) & Ixp— e Ix(p — @) & YVxp— @



Oppeaver kapittel 16

Oppgave

16.18 Gjor om Pa A (VxQx V VxRx) preneks normalform.



Vx(@ A

)
Lgsning 16.18 0

Vx(p = @

(1 | A

e N\Vx
eV Vx
@ — Vx
Ixp — @

Pa A (VxQx V VxRx) © (Pa A (VXxQx V VyRy))

& (Pa A VX(Qx V VyRy))

& (Pa A VxVy(Qx V Ry))

& Vx(Pa A Vy(Qx V VyRy))

& VxVy(Pa A (Qx V Ry))

e Bytter ut x med en annen variabel i den ene delen av formelen. Dette er fordi nar
alle star foran hele formelen, sa ma vi bruke forskjellige variabler for a skille.

e Videre er ekvivalens-regler for A og V uttrykk brukt for a flytte ut kvantorene:

o eV Vxy e VX VY
o @ AVXYE VX AY)

Ix(@ A
Ix(@ VY
Ix(@ =Y
Ix(Pp — @

Tt T

—

@ N\ Ixp
@V Ixp
@ — IxP
vxp — @



Fdrsteordens logikk og modellering

e AFrOver(b,a) e B~ IxLiten(x)
e Ar=-Under(c,a) e (Cr VXStor(x) X
e B~ VenstreFor(a,b) X e D+ Vx(Stor(x) — Sirkel(x)) X

Domenetil A: {@), m, 4, .}
Domene til B: {@, [, +}
Domenetil C: {@, m, 4}
DomenetiiD: {@. o. . m, 4,.}

Modell A Modell B Modell C Modell D (Trekantene skal helst vaere grgnne)



Oppaaver

Oppgave

16.16 Se pa formelen ¥x3y(Rxy /A —Ryx).

(a) Spesifiser en forsteordens modell M med domene {1, 2, 3} som gjor denne
formelen sann. Forklar kort hvorfor modellen gjor formelen sann ved &
referere til definisjonen av tolkningen av fersteordens formler.

(b) Kan Ri forrige oppgave tolkes som en refleksiv relasjon? Hvis ja, forklar
kort hvordan det er mulig; hvis nei, forklar hvorfor det ikke er mulig.

(c) Her er noen forsteordens formler. Sett =-piler som angir hvilke formler
som er logiske konsekvenser av hverandre. Sett for eksempel en pil fra F til
G hvis G er en logisk konsekvens av F. Det er ikke nedvendig a sette en pil
fra en formel til seg selv.

Vx(Px V Qx) VxPx V VxQx

YxPx A VxQx ¥xPx



Ldsning 16.16

(a) La RM= {1, 2), (2, 3), (3, 1)}

e Viser at alle elementene i domenet relaterer til noe slik at Rxy er sann for alle x.
e Viser for alle disse tilfellene, er det ikke slik at Ryx er sann.

(b) Ja, R kan veere en refleksiv relasjon.

e For eksempel RM= {1, 2), (2, 3), (3, 1), {1, 1), (2, 2), (3, 3)}
e Deter ingenting som sier at vi ikke kan ha tupler pa formen {x, x), sa lenge formelen er oppfylt

i tillegg.

Vx(Px V Qx) VxPx V ¥xQx

<

vxPx A VxQx vxPx




Sant/Usant

La M vaere en forsteordens modell med domene {1, 2, 3,4, 5} slik at R™ er mengden

{(1,2),(2,2),(2,3), (3,3), (3,4), (4,4)}-

(@) M = VxRxx (Sant / Usant) X

(b) M = VxVy(Rxy — Ryy) (Sant / Usant)

(c) M | IxFy(Rxy A Ryx) (Sant / Usant)

(d) M | —3IxVyRxy (Sant / Usant)

(e) Det finnes en modell som falsifiserer formelen VxPx — 3xPx. (Sant / Usant) X
(f) Formelen 3x—Px V VxPx er gyldig. (Sant / Usant)

Eksamen v2019
L






Andre oppgaver som jeg ikke rekker d ga gjennom :)

15.10 For hver av folgende formler, gi en modell som gjor formelen sann. La domenet
veere {1, 2}. Det er tilstrekkelig a gi tolkningen av relasjonssymbolene R.

(a) VxVyRxy (c) Vx3yRxy A —3IxRxx
(b) IxVyRxy (d) 3IxFy(Rxy A —Ryx) A\ VxRxx

15.14 For hver av folgende formler, gi en modell som gjor formelen usann. La domenet
veere {1, 2, 3}. Det er tilstrekkelig & gi tolkningen av relasjonssymbolet R.

(a) VxVyRxy (¢)/ Vx3yRxy A —3IxRxx
(b) IxVyRxy (d) IxFy(Rxy /A —Ryx) /A VxRxx
Oppgave

16.8 Avgjor hvilke av folgende formler som er logiske konsekvenser av hverandre:

Ix(Px A Qx) IxPx A IxQx IxPx IxPx V IxQx



