Gruppetime 9

Abstraksjon og kombinatorikk



Planen -

e 1 time: Gjennomgangen
e 2 time: Oblig eller hva du vil



Kapittel 17 - Ekvivalensklasser

e Kun for ekvivalensrelasjoner
o Refleksiv, symmetrisk og transitiv

e Fkvivalensklassen til et element x, er alle elementene som er relatert til x

e Eksempel
o S={1,a,3}
o R={<a, 3> <3,a> <3, 3> <a,a> <1, 1>}
e Ekvivalensklassene Qv/-\_% (1‘7
o [1={1} de
o [a]={a, 3}
o [3]1=A{a 3}
e Kvotientmengden
o S/R
o A{[1], [al, [31}
o {{a, 35 {1}}

I



Kapittel 17 - Partisjoner

Definisjon 17.2 Partisjon

En partisjon (cig: partition) av en mengde S er en mengde X av ikke-tomme
delmengder av S slik at felgende betingelser holder:

— Unionen av alle mengdene i X er lik S.
— Snittet mellom to forskjellige mengder fra X er tomt.

e En partisjon er da en mengde av mengder

e lkke-tomme delmengder
o {} er ikke lov d ha med i X.

e Unionen av alle mengdeneiXerlik S
o Alle elementene ma vaere med

e Snittet mellom mengdene er tomt
) Ingen elementer i S forekommer i mer enn en mengde i X

e  Eksempel

S={1,2,3}
X={{1} {2, 31
X={{12}, 31}
X = {1,231

O O O O

ED



Kapittel 17 - Forfining av partisjoner

e XogY erpartisjoner aven mengde M.
e Xeren forfining av Y hvis hvert element i X er en delmengde av et element | Y

e Eksempel 1
o X={{1,3} {2} {43}
o Y={{1,3, 2} {4}
o XerenforfiningavyY

e Eksempel 2
o X={{1,2}, {3, 4}
o Y={{1,3}{2 4}
o ErXen forfining av Y? x ErY en forfining av X? x

e Eksempel 3
o X={{1,4}{2, 3}}
o Y={{1,4}{2 3}
o ErXenforfiningavY? 4 Er Xen forfiningavyY |4



Kapittel 18 - Kombinatorikk

e Inklusjons-og-eksklusjonsprinsippet
o Legge til og trekke fra pa en systematisk mate
o |AUB]|=|A|+|B|-|ANB|

e Multiplikasjonsprinsippet
o Enrekke uavhengige valg
o Produktet av antall muligheter ved hvert valg
m Antall bitstrenger av lenge 3.
o 2:2:2=23=8
e Vihar 2 valgmuligheter, og gjer 3 uavhengige valg
m  Antall “ord” av lengde 3
e 29:29:29=293=w¢
e Vihar 29 valgmuligheter og gjor 3 uavhenige valg



Kapittel 18 - Kombinatorikk

e Permutasjon

o  En permutasjon av en mengde er en ordning av elementene i den.

e M={ab,c}:
o En endring av rekkefelgen pa elementene gir en ny permutasjon o abc, ach,
o Antall permutasjoner for n elementer er n! bac, bca,
e Ordnet utvalg, k-permutasjon cab, cba

o  Du skal velge k elementer fra n mulige, der rekkefelgen spiller en rolle

. _ n! _ n! 0 n .
O P&— I:',,_/“-:,! - |u—1-|'}-| M= </'> o
o  Rekkefglge:

e Kombinasjon 3 _5_g

3—=2)1 1

e Velgto elementer fra M:

o  Du skal velge k elementer fra n mulige, der rekkefelgen ikke spiller noen rolle o Ikke rekkefalge:
o  Binomialkoeffisient . 6

ny ___ nl Goora 20
k) (n— k)R

Legg merke til at (;) er det samme som (” i ,,)

(e}

(e}

I



Oppaaver kapittel 17

17.13

Avgjor om folgende mengder kan veere partisjoner. Hvis det er slik, hva er
ekvivalensrelasjonen som gir opphav til denne partisjonen?

(a) {1},{2},{3}} (b) {14{2,3}} (c) {1,2},{2,3}}



Lgsning 1/.13

Antar M ={1,2,3}
a) {1} {2} {3}}

i) En partisionavM
ii) Ekvialensrelasjonen: {<1,1>, <2,2>, <3,3>}
b) {{1} {2 3}}
i) En partisjonav M
ii) Ekvialensrelasjonen: {<1,1>, <2,2>, <3,3>, <2,3>, <3,2>}

o {1,2}{2 3}

i) Ikke en partisjon, snittet er ikke tomt.



v

Oppeaver kapittel 1/

17.9

La x ~y bety at x er like ggmmel som y.
e Vis at dette er en ekvivalensrelasjon
e Hva er ekvivalensklassene?

Vi kan la ~ veere en relasjon pa mengden alle mennesker.

For at dette skal veere en ekvivalensrelasjon ma den vaere refleksiv, symmetrisk og transitiv.
e Refleksiv: Alle er like gammel som seg selv, derfor ma alle vaere relatert til seg selv
e Symmetrisk: Hvis x er like gammel somy, ma ogsa y vaere like gammel som x
e Transitiv: Hvis x er like gammel somy, og y er like gammel som z, ma x og z ogsa veere like

gamle.
Siden relasjonen er refleksiv, transitiv og symmetrisk, er det en ekvialensrelasjon.

Det vil vaere en ekvivalensklasse for hver alder. Hver ekvivalensklasse vil vaere mengden av alle
personer med denne alderen.



Hvordan vise at noe er en ekvivalensrelasjon?

Vit hva en ekvivalensrelasjon er
o Enrelasjon som er refleksiv, symmetrisk og transitiv

Vit hvordan relasjonen er definert
o Hva skal til for at to elementer er relatert til hverandre
o Hvavet du om elementene dersom du vet at de er relatert til hverandre?

Vis at relasjonen er refleksiv
o Hva ma til for at et element x relaterer til seg selv?
o Har ethvert element x denne egenskapen?
o Hvorfor kan du vite det?

Vis at relasjonen er symmetrisk
o Antaarelatert til b
o Hvavetduom aog b ut fra denne antagelsen (se pa definisjonen til relasjonen)
o  Bruk denne informasjonen til & argumentere for at b er relatert til a.
Vis at relasjonen er transitiv
o Antaataerrelatert til b og at b er relatert til

o Hvavetduom a, bog cutfradenne antagelsen (se pa definisjonen til relasjonen)
o Bruk denne informasjonen til & argumentere for at a er relatert til c.

eo)
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Oppaaver kapittel 18

Oppgave

18.10 (a) Hvor mange forskjellige strenger kan vi fa ved & stokke om pa tegnene i
strengen LOLOLOL?

(b) Hvor mange forskjellige strenger kan vi lage ved hjelp av én 0, én 1-er, to
2-ere og tre 3-ere? Forklar kort hvordan du regner ut svaret.



Lasning 18.10

(a) LOLOLOL bestar av 7 tegn, 3 O-er og 4 L-er.

e Dersom alle 7 tegnene hadde vaert forskjellige, ville vi hatt 7! Mater a stokke dem om
pa.
e Siden noen er like, ma vi kompensere for overtelling.

o  Deter 3! mater a stokke om 3 O-er pa
o  Deter 4! mater a stokke om 4 L-er pa

e Vifarda7!/(3!* 4l
(b) 0122333, vi har totalt 7 tegn

e Det er 7! Mater a stokke om 7 tegn pa.

e Vima kompensere for overtelling
o 2! mater & stokke om 2 2-ere pa
o 3! mater & stokke om 3 3-ere pa

e Totalt7!/(2!* 3!)



Oppaaver kapittel 18

Oppgave

18.11 La L veere spraket {a, b, c}* som bestar av alle strenger over alfabetet {a, b, c}.

(a) Hvor mange strenger i L har lengde 4?
(b) Hvor mange strenger i L har lengde 5?
(c) Hvor mange strenger i L med lengde 5 har minst to forekomster av a?

I
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Ldsning 18.11

(a) Vi har 3 mulige tegn, og fire uavhengige valg. Da far vi 3* mulige strenger.
(b) Vi har 3 mulige tegn, og fem uavhengige valg. Da far vi 3°> mulige strenger.
(c) Vi vet at det er 3° = 243 mulige strenger pa 5 tegn.

e Blant disse finnes alle strenger med 2 eller flere forekomster av a, i tillegg til alle strenger med faerre enn to

forekomster av a.
o Vi gnsker a finne ut hvor mange muligheter vi ma fjerne fra totalen.
o Altsa alle strenger med 0 eller 1 forekomst av a.

e Antall strenger med 0 forekomster av a-er tilsvarer a fjerne a som et mulig tegn,
) Vi far derfor 2 mulige tegn, og 5 uavhengige valg.
o Totalt 25 = 32 mulige strenger med 0 forekomster av a

e Antall strenger med 1 forekomst av a, vil si at vi reserverer 1 plass til a, ogsa har vi 4 uavhengige valg med 2 mulige

tegn for de andre plassene.
o Det finnes 5 forskjellige steder & plasere a-en.
o Da farvi 5 * 2#=5* 16 = 80 muligheter.

e Navetvi hvor mange strenger det finnes totalt, og hvor mange av dem som ikke har 2 eller flere forekomster av a.
e Da kan vi trekke dette fra totalen: 243 - (32 + 80) = 131



Burde vi snakke om disse oppgavene fra obligen?

Oppgave 2. La @ vere relasjonen pé heltallene Z slik at a ® b dersom a og b har samme
fortegn. Altsé vil a@ b dersom a > 0 og b > 0, eller dersom a < 0 og b < 0. For eksempel
har vi at —2 @ —3, men ikke 2 ¢ —3.

(a) Vis at relasjonen @ er en ekvivalensrelasjon, det vil si at relasjonen er refleksiv,
symmetrisk og transitiv.

(b) Hvor mange ekvivalensklasser har heltallene Z under relasjonen &? Hvordan ser
disse ekvivalensklassene ut?

(Dersom du bruker KIgX, far du ¢ ved & skrive \oplus.)

Oppgave 3. La M vaere mengden {a, b, c, d}.

(a) Hvor mange partisjoner P av M finnes det slik at [P| = 3? Det vil si, hvor mange
partisjoner av M har neyaktig tre elementer? Hint: Lag en liste over alle partisjonene.

(b) La = veere relasjonen pé partisjoner av M slik at P 2 Q dersom |P| = |Q|. Det vil
si, dersom P og Q er partisjoner av M og [P| = |Q|, sa vil P = Q. Bevis at 2 er en
ekvivalensrelasjon.

(Dersom du bruker ETgX, far du = ved a skrive \gtrless.)
Oppgave 4. La M og 2 vaere definert som i forrige oppgave.
(a) Hva er ekvivalensklassen til {{a},{b},{c,d}}?

(b) Hvor mange forskjellige ekvivalensklasser finnes det for ekvivivalensrelasjonen =?
Hva er det som skiller én ekvivalensklasse fra en annen?

Oppgave 2:
e  Relasjonen heter ¢, dette er bare et navn
e Relasjon pa mengen av heltall,
{..-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 ... }
e  Hva betyr aeb?
o Ataerrelaterttil b, altsa at <a,b> er et element i
relasjonen e.
o o={.<2-3><100, 200>, <1, 35>, <-100, -4>...}
e  Husker du hva en ekvialensklasse er?
o Hvis nei: Bla frem definisjonen
Oppgave 3 og 4:
e  Husker du hva en partisjon er?
o Hvis nei: Bla frem definisjonen
e |kke la deg skremme av at relasjonen heter 2, dette er
bare et navn
e =erenrelasjon som relaterer partisjoner. Det vil si at
hvert element er en mengde med mengder.
e {{a,b}, {c,d}} = {{a,c}, {b,d}} fordi begge disse mengdene
(partisjonene) inneholder to elementer (som ogsa er
mengder).







6 Partisjoner og kombinatorikk

o Anta at ~ er en ekvivalensrelasjon pé {a, b, c,d, e} slik at ekvivalensklassene er {a, d, e} og {b,c}. Da vil d ~ e.

wmt  Antaat~ eren ekvivalensrelasjon pd mengden M. Husk at [x], hvor x € M, stér for ekvivalensklassen til x. Hvis

[x] = [y], mé& det veere slik at x = y.

wm  Den tomme mengden er en partisjon av {1,2, 3}.

6.4

st Det finnes noyaktig tolv delmengder av mengden {1, 2, 3,4}.

6.5

«nt Det finnes noyaktig atte funksjoner fra {1, 2, 3} til {1, 2}.

6.6

«nt Det finnes noyaktig 24 bijektive funksjoner fra {1, 2,3,4} til {1, 2, 3,4}.

6.7
«nt Det er mer enn femti forskjellige permutasjoner av strengen 001122.

6.8
ant Antall permutasjoner av en mengde med n elementer er n!.

6.9
wn  Antall funksjoner fra en mengde med k elementer til en mengde med n elementer er n*.

6.10
snt  Antall injektive funksjoner fra en mengde med n elementer til en mengde med n elementer er n!.

&
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