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Kapittel 9 oppsummering

Anta at M er en delmengde av A

At M er lukket under en gitt operasjon pa A betyr at nar vi utfgrer
denne operasjonen pa ett eller flere elementer i M, er vi garantert til
a fa et element i M.

Med andre ord vi far ikke noen nye elementer ved & anvende
operasjonen pa elementer i mengden.

Den minste mengden som inneholder M og er lukket under en eller
flere operasjoner kalles tillukningen av M.

Disse mengder er lukket under subtraksjon:
* Mengden av heltall
* Mengden av rasjonale tall

Men mengden av naturlige tall er ikke lukket under subtraksjon. F.eks.

2 -3 =-1, som ikke er et naturlig tall

Anta at R en relasjon

Den minste mengden som inneholder R og har en gitt egenskap
kalles tillukningen av R.

Eksempler pa egenskaper: refleksiv, symmetrisk, transitiv

La A vaere mengden {1,2,3} og R veere relasjonen {< 1,1 >, <

1,2 >}

Da er den refleksive tillukningen avR lik {< 1,1 >, < 1,2 >,< 2,2 >
, < 3,3>}

Men dette er ikke en refleksiv tillukningenavR {< 1,1 >, < 1,2 >

, < 2,2>,<33>,<3,1>}



Kapittel 9 oppsummering (forts)

En induktivt definert mengde er den minste mengde som inneholder en Definisjon (Utsagnslogisk formel)
Mengden av utsagnslogiske formler (eng: propositional formulas) er den
gitt mengde (basismengde) og som er lukket under gitte operasjoner. minste mengden X slik at folgende holder:
R ) ) ) - Enhver utsagnsvariabel er med i X.
A definere en mengde induktivt har tre steg: Disse utgjor basismengden og kalles atomaere formler (eng: atomic

. o .re . formulas).
1. Basissteget: a spesifisere basismengde i FermediX ec—Fmedin

2. Induksjonsteget: A spesifisere operasjonene - HvisFog GermediX,sder (FAG), (FVG)og(F— G)mediX.
3. Tillukningen: 3 ta den minste mengden som inneholder basis

mengde og er lukket under operasjonene.
8 8 perasl Definisjon (Liste)

Eksempler: Mengden av lister (eng: lists) over en mengde A er induktivt definert som

Mengden av partall 4 defineres sann den minste mengden slik at felgende holder:

— () er en liste over A.

1. Basissteget: {0} Dette er den tomme listen (eng: empty list) over A.

2. Induksjonsteget: hvisx € A,sax+2€Aogx—2€A - Hvis x € A og L er en liste over A, er x :: L en liste over A

3. Tillukningen: Denne mengden som vi definerte her er den minste

mengden som har de gitte egenskapene 1:(234) =(1234)



Kapittel 9 oppsummering (forts

Definisjon (Binaert tre)
Mengden av binaere traer (eng: binary trees) over en mengde A er den
minste mengden slik at folgende holder:

— () er et bineert tre over A.

Dette kalles det tomme binaere treet (eng: empty binary tree) eller bare
det tomme treet (eng: empty tree).

- Hvisx € A, og V og H er binaere traer over A, er (V,x, H) et bineert
tre over A.
Elementet x kalles en node (eng: nnode) i det binzere treet.

Ndr et bincert tre er pa formen ((), x, ()), kalles x en bladnode eller
en levnode (eng: leaf node).

* Andre mengder som er definer | boken er alfabet, strenger, sprak,
bitstreng
* Konkatenering er operasjonen som bestar av a slo to stenger s og t til én

st.

Spgrsmal:

1. Kan mengden av primtall defineres induktivt?

2. AntaatA = {1,2,3} og R erenrelasjon pa 4,

larstvei 20:02

|eg tror ikke at det kan gjeres pa en sarlig meningsfull mate.
Alts3, en strukturert mate & konstruere det neste primtallet fra
et tidligere et.

Samtidig tror jeg ikke at vi bryter med noe i definisjonen ved &
la mengden av primtall vaere basismengden, og sa la den
minste mengden som inneholder basismengden og er lukket
under identitetsfunksjonen vaere var induktivt definerte
mengde av primtall.

Merk at det over er et argument for at alle mengder kan
defineres induktivt. Det betyr ikke at det er fornuftig ::

@@

Ja, mengden av primtall kan defineres induktivt.
En mulig induktiv definisjon av mengden av primtall er:

1. Tallet 2 er et primtall.

Jkningen av R?

a R* vaere den

1duktivt.

er binaere traer?

2. For hvert naturlig tall n starre enn 2, hvis n ikke er delelig med noen av primtallene

mindre enn n, er n et primtall.



Kapittel 10 oppsummering

M er en mengde som er induktivt definert. 1. Spgrsmal:
En rekursivt funksjon f med definsjonsomradet M defineres slik: 1. Kan vi definere funksjonen max rekursivt, dvs funksjonen
1. Basissteget: for hvert element x i basismengden, spesifiserer vi en som tar en liste med naturlige tall og returnerer det stgrste
verdi f (x) tallet i listen?
2. Rekursjonssteget: for hvert element x i M som forekommer i F eks: max((l _18 5)) _g

induksjonsteget, definerer vi verdien f (x) ved a bruke de tidligere

2. La f veere en funksjon pa de naturlige tallene definert slik:

f(n) =1+ (—1)", definer f rekursivt.

definerte verdiene for f
La oss definere funksjon f som teller antall 1-ere i en bitstreng, f.eks.
f(10011) = 3.
1. Basissteget: f(0) =00gf(1) =1
2. Lawvvereenbitstreng, daer f(v0) = f(v)og f(vl) = f(v) + 1
3. Feks:
f(10011) =1+ f(1001) =1+ 1+ f(100)
=1+1+f(10)=1+1+f(D)=1+1+1=3
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7 Rekursjon og induksjon [10 poeng]

Vi antar at mengden av DNA-strenger er induktivt definert som den minste mengden D slik at A € D og hvis s i
D, sd er ogsa sA, sT, sGog sCiD.

Vi har ogsa felgende to funksjoner definert pa D:

— Funksjonen rev som reverserer en streng. For eksempel vil rev(TAG) = GAT.
— Funksjonen komp som gir den komplementare strengen, det vil si at A og T bytter plass og at G og C bytter plass.

For eksempel vil komp(TAG) = ATC.

a) Regn ut rev(komp(ACCTGA))

b) Gi en rekursiv definisjon av funksjonen komp



Eksamen 2020 hgst - oppgave 5

5 Induksjon og rekursjon [20 poeng]

L.a A vaere alfabetet {a, b, A, B}. En lovlig streng er en streng som begynner med kun sméa bokstaver og som ender
med kun store bokstaver, nar vi leser strengen fra venstre mot heyre, og hvor det er like mange sma og store
bokstaver.

» Noen eksempler pd lovlige strenger er aB, baBB, babaAAAB og aabbaBBAAB.
e Noen eksempler pd ulovlige strenger er aaB, BAba, aBbB, BAba og aaBBAA.

Tenk pa bokstavene som parenteser som balanserer hverandre i par. Vi kan visualisere dette med piler pa
falgende méate. Her gér det en altsé pil mellom bokstavene som balanserer hverandre:

Strengene baBE og babalAAAB er lovlige.
=1 L=

Videre sier vi at a og A er av samme type og at b og B er av samme type. | strengen baBE bestar det ytterste paret
av b og B, som er av samme type, og det innerste paret bestir av a og B, som er av forskjellig type.

(a) [6 poeng] Gien induktiv definisjon av mengden M av lovlige strenger.
(b) [2 poeng] Gi en rekursiv definisjon av funksjonen N : M — M som teller antall par av bokstaver i en streng

i M. For eksempel har vi at N(babaAAAR) — 4.

(c) [2 poeng] Gi en rekursiv definisjon av funksjonen B som for en streng i M teller antall venstrebokstaver
som balanseres av en hayrebokstav av samme type. For eksempel har vi at B(babaAAAB) = 3.

(d) [2 poeng] Gi en rekursiv definisjon av funksjonen U som for en streng i M teller antall venstrebokstaver
som balanseres av en hayrebokstav som ikke er av samme type. For eksempel har vi at U{babaAAAB) = 1.
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