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Dagens agenda

Introduksjon til differenslikninger
Eksempler på differenslikninger
Løse differenslikninger i Python (liveprogrammering)
Oppgave A.4 fra boka til Langtangen



Matematiske følger

En følge er en sekvens av tall: x0, x1, x2, . . .

En følge kan i praksis være gitt i form av en eksplisitt formel for det
n’te leddet, slik som i disse eksemplene:

xn = n(n+1)
2 , n = 1, 2, . . .

yn = n2 − n, n = 1, 2, . . .
zn = log(1+ 1

n )



Differenslikninger

Noen ganger har vi ikke en eksplisitt formel for det n’te leddet i en
følge, men vi har i stedet en differenslikning.

Dette er en formel som knytter sammen xn med en eller flere
tidligere ledd xn−1, xn−2, . . ., slik som i disse eksemplene:

xn = xn−1 + xn−2, n = 2, 4, 5, . . .
yn = 2yn−1 + 2−n, n = 1, 2, 3, . . .
zn = a1zn−1 + a2zn−2 + · · ·+ arzn−r



Forskjellen på eksplisitt formel og differenslikning

Anta at vi har følgen 1, 4, 9, 16, 25, . . ..

A) Eksplisitt formel for n’te ledd:

xn = n(n+1)(2n+1)
6

B) Differenslikning:

x1 = 1
xn = xn−1 + n2, n = 2, 3, . . .



Differenslikninger dukker opp i mange sammenhenger

Lån(t) = lån(t-1) - avdrag(t-1) + renter(t-1)
Populasjon(t) = populasjon(t-1) + fødte(t-1) - døde(t-1)
Bakterier(t) = 2 * bakterier(t-1)
Posisjon(t) = Posisjon(t-1) + forflytning(t-1)
Smittet(t) = f(smittet(t-1), ...)



Differenslikninger er ofte eneste alternativ

Eksempel:

xn = xn−1(a− xn−1)(b − xn−2)

Her er det vanskelig å finne et eksplisitt uttrykk for det nte leddet.

Dvs: vi klarer ikke å finne en (nyttig) formel for å regne ut xn
direkte, uten å nevne tidligere ledd xn−1, xn−2, . . ..



Differenslikninger kan gi rask beregning av løsning

Eksempel: det er raskere å finne de første 1000 leddene av følgen
1, 4, 9, 16, 25, . . . ved å bruke

x1 = 1
xn = xn−1 + n2, n = 2, 3, . . .

enn ved å bruke
xn = n(n+1)(2n+1)

6



Liveprogrammering: innskudd i banken

Vi setter x0 kroner i banken. Hvis årlig rente er p prosent, er
verdien til innskuddet etter n år:

xn =
(
1+

p

100

)
xn−1

Oppgave: Lag et program som regner ut verdien til innskuddet
etter 1, 2, ..., 20 år! Startbeløpet og renten skal leses fra bruker og
svaret skal skrives ut som en tabell på skjermen.



Liveprogrammering: populasjonsvekst

Ved tid t = 0 har vi x0 harer på Hardangervidda. Etter t = n år er
antall harer tilnærmet

xn = xn−1 + a · xn−1

(
1− xn−1

M

)
hvor a > 0 og M > 1 er kjente parametre.

Oppgave: Lag et program som leser inn x0, M og a som
argumenter til programmet på kommandolinjen, og som regner ut
x1, x2, . . . , x200. Programmet skal også plotte xn som funksjon av n.



Liveprogrammering: skrive ut rasjonale tall

Den såkalte Stern-følgen er gitt slik: x0 = 0, x1 = 1 og

x2n = xn
x2n+1 = xn + xn+1

Det kan vises at x0/x1, x1/x2, x2/x3, ... er en liste over alle positive
rasjonale tall uten gjentakelser.

Oppgave: Lag et program som beregner x2, x3, . . . , x100 og som
skriver ut de rasjonale tallene x0/x1, . . . , x99/x100.



Exercise A.4 (fra læreboka)



Likning (A.16) og (A.17)

yn = p
12·100xn−1 +

L
N

xn = xn−1 +
p

12·100xn−1 − yn


