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LITT MER OM SORTERING




LITT MER OM SORTERING

o | forrige uke sa vi fire sorteringsalgoritmer
© Denne uken skal vi se fire nye
o Men fgrst skal vi leere to nye begreper



STABILITET

o Ofte sorterer vi pa ngkler
© for eksempel kan man sortere et person-objekt etter navn
© En sorteringsalgoritme kalles stabil dersom

o for alle elementer x, y med samme ngkkel k
© hvis x forekom fgr y f@r sortering
© s forekommer x fgr y etter sortering

© Om en sorteringsalgoritme er stabil kan vaere implementasjonsavhengig



IN-PLACE

En algoritme er in-place dersom den ikke bruker ekstra datastrukturer
A mellomlagre resultater i en annen datastruktur er ikke in-place

| konteksten av sorteringsalgoritmer betyr det at algortimen bruker O(1) minne

Alle algoritmene vi s forrige uke var in-place
© men heapsort kan naturlig implementeres uten & veere in-place
© (lag en ny heap, push alle elementer pa, pop dem av)
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MERGE SORT




MERGE SORT — IDE

o |déen bak merge sort er a splitte arrayet i to ca. like store deler

o
O

sortere de to mindre arrayene
sa flette (eller «merge») de to sorterte arrayene sammen

© Litt mer presist:

©

®© 6 0 6 O

la n angi sterrelsen pa arrayet A
hvis n < 1, returner A
lai= |3
splitt arrayet i to deler A[@. .7-1] ogA[i..n-1]
anvend merge sort rekursivt pd A[0..1-1] og A[i..n-1]
flett sammen A[0. .7-1] og A[7..n-1] sortert



MERGE SORT — MERGE

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer A; og As og et array A, der|A1| +|Az| =|Al =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As
Procedure Merge(A1,A2,A)
i+ 0
j<0
whilei <|Ai| and j <|Az| do
ifA1[7] <A2[j] then
AT + J1 < Au[i]
‘ f+—i+1
else
AlT + 31 < A2[7]
j—Jj+1
hilei <|A1| do
AlT + J] < Ar[i]
[+—i+1
hilej <|Az| do
AlT + J1 «A2(7]
Jj=J ARl
return A
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MERGE SORT — IMPLEMENTASJON

ALGORITHM: MERGE SORT

Input: Etarray A med n elementer

Output: Et sortert array med de samme n elementene
1 Procedure MergeSort(A)
2 ifn <1then
3 | returnA
4 i< |n/2]
5 A1 < MergeSort(A[0..7-1])
6 Az < MergeSort(A[i..n-1])
7 returnMerge (A1, Az, A)

© Herangir A[0..17-1] alage et nytt array med elementene
A[O],A[1],...,A[i-1]



MERGE SORT — KJ@RETIDSANALYSE (Merge)

Algorithm: Sortert fletting av to arrayer © Vianalyserer hvor mange iterasjoner som gjgres
1 Pr‘ocedoure Merge(A1, Az, A) totah
2 | <—
e © Merk at hver iterasjon gker i eller j med én
hilei A d j Ao | d . . o . .
DT A e > 0gatviterminerer nar i = 41| 09, = 4|
Al + j] < i g
o [ i2as o Videre er|A1| +|Az| =|A| =n
9 else . .
10 AL 30 = 4203) © Da harviatMergeeriO(n)
1 <)

12
13 | whilei <|Aq|do

14 AlT + j] « A1 1]
15 i<—i+1

16
17 | whilej <|Az|do

18 Al + 31 + A2(7]
19 j+—j+1

20
2 return A
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MERGE SORT — KJ@RETIDSANALYSE (MergeSort)

Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall
Samtidig halverer vi input i hvert kall

Vi gjgr en O(n) operasjoner for hvert kall
Dybden pa rekursjonen er O(log(n))
o fordi det er s& mange ganger vi kan halvere input

Da har vi at MergeSort eriO(nlog(n))

1
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Algorithm: Merge sort

Procedure MergeSort(A)
ifn < 1then
| returnA
i+ |[n/2]
A1 « MergeSort(A[0..7-1])
A2 < MergeSort(A[i..n-1])
returnMerge (A1, Az, A)




QUICKSORT



QUICKSORT — IDE

© |déen bak quicksort er a velge et element, s
© samle alt som er mindre enn elementet til venstre for det
© samle alt som er st@rre enn elementet til hgyre for det
© gjor dette rekursivt
® Litt mer presist:
© vivelgeren 0 < i < nsom kalles pivot-elementet

© sgk fra venstre mot hgyre etter et element som er stgrre enn A[ 1]
© spk fra hgyre mot venstre etter et element som er mindre enn A [ ]
© bytt plass pa disse, og sgk etter nye som kan byttes

© avslutt nar hgyre og venstre sgkene krysser

o fortsett rekursivt pa alle som er hhv. til venstre og hgyre for pivot



QUICKSORT — HASKELL (IKKE PENSUM)

gs [] =[]
gs (x:xs) = gs ys ++ [x] ++ gs zs
where (ys, zs) = partition (<x) xs

©

En enkel (men ikke veldig rask) implementasjon av quicksort i Haskell
Fgrste linje sier at quicksort (gs) av en tom liste gir en tom liste

Andre linje sier at
© x er fgrste elementet i en liste, og xs er resten av elementene
© vi skal rekursivt kalle gs pa ys og zs, og plassere x i midten
Tredje linje sier at
© xs splittes opp i to lister ys og zs

© deraltiys er mindre enn x
© ogaltizs erikke mindre enn x

© 0O

©



QUICKSORT — VELGE PIVOT

©}

©

©

©
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Valget av pivot er avgjgrende for at quicksort skal veere effektiv
Man har ingen effektiv mate a finne det beste pivot-elementet

© Det ideelle pivot-elementet er medianverdien av arrayet
© A finne medianverdien krever sortering, sa vinninga gar opp i spinninga

Vanlige strategier er

© Velg tilfeldig

© Velg medianverdienav A[0], A[[§]] og A[n-1]
A velge forste eller siste som pivot gir verste tilfelle for arrayer som allerede er
sortert

Vi antar en funksjon ChoosePivot som velger pivot etter en rimelig strategi
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QUICKSORT — PARTITION

ALGORITHM: PARTITION

Input: Etarray A med n elementer, Low og high er indekser

Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og stgrre til venstre og hgyre enn en gitt index som returneres
Procedure Partition(A, low, high)

p < ChoosePivot(A, Low, high)

Alpl,Alhigh] < Alhigh],Alp]

pivot « A[high]

left « low

right < high—1

while left < rightdo

while left < right and A[left] < pivotdo
| left+ left+1

while right > left and A[right] > pivotdo
| right <« right—1

if left < right then
| A[left],Alright] « A[right],A[left]

Alleft],Alhigh] < A[high],A[left]
return left
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QUICKSORT — IMPLEMENTASJON

ALGORITHM: QUICKSORT

Input: Etarray A med n elementer, Low og high erindekser
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure Quicksort(A, low,high)

if low > high then

| returnA

p < Partition(A, low, high)

Quicksort(A, low, p - 1)

Quicksort(A, p + 1, high)

returnA

© Vikaller p&d Quicksort(A,0,n — 1) for & sortere hele arrayet
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QUICKSORT — KJZRETIDSANALYSE

PartitioneriO(high — low)

© lineger tid med hensyn til den delen av arrayet vi ser pa
Vi gjgr rekursive kall der high — low stadig blir mindre
| verste tilfelle er p = low eller p = high i hvert kall

© Dette skjer hvis vi velger fgrste element som pivot pa et
array som allerede er sortert

Verste tilfelle er O(n?) fordi vi far O(n) rekursive kall
© og hvert rekursive kall har lineeer tid

| beste tilfelle er pivot-elementet den «midterste» verdien
i arrayet
© da halverer vi arbeidet for hvert rekursive kall, som gir
O(nlog(n))
Quicksort har O(n?) i verste tilfellet

© Men dette skjer sjeldent, s den er som regel sveert
effektiv

1 Procedure Quicksort(A, Low, high)

N o oo s e N

Algorithm: Quicksort

if low > high then

‘ returnA

p + Partition(A, low, high)
Quicksort(A, low, p 1)
Quicksort(A, p + 1, high)
return A




BUCKET SORT




BUCKET SORT — INTRODUKSJON

©

©

©
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Alle sorteringsalgoritmene vi har sett til na er basert pa sammenligning
© slike sorteringsalgoritmer kan ikke bli bedre en O(nlog(n))!
Hvis vi vet mer om verdiene som skal sorteres, kan vi fa til noe bedre
Bucket sort gar ut pa & lage N bgtter
© hvor hver bgtte svarer til en kategori eller sort, der kategoriene er ordnet
Elementene vi skal sortere har en kategori, som vi kaller ngkkelen
| bucket sort plasserer vi hvert element i riktig bgtte basert pa ngkkelen

Sé Igper vi gjennom hver bgtte og plasserer elementene tilbake i arrayet
Merk at man noen ganger gnsker a sortere bgttene hver for seg
© De leerde virker til & strides pa dette punktet



BUCKET SORT — KORTSTOKK

©

Vi kan definere en ordning pa kort, slik at
A<2<3<---<10<Jd<Q<K

Videre har vi at

©

I<O<Md<O

Vi gnsker a sortere kort vi far pa handen, slik at
o alle med samme sort kommer sammen
© hver sort er innbyrdes sortert

Det kan vi oppna ved a gjgre to bucket sort

© sorter fgrst pa verdi
© sa sorter pa sort

©

©



BUCKET SORT — KORTSTOKK (EKSEMPEL)

AQ 20 Ade J& I 6 7O T KO 8O

[AQ AS] 201 ][] [ (6] [7< 7] [8V] 9] [] [Job] [} [K]

AQ Ad 20 65 7O Tde 80 9 Jdo KO

[Ade Tde J] (65 7C] [9] [AD 20 80 KO

Ad T Jd 6O 75 9 AT 20 80 KO



BUCKET SORT — IMPLEMENTASJON

ALGORITHM: BUCKET SORT

Input: Etarray A med n elementer

Output: Et array med de samme n elementene sortert etter ngkler

Procedure BucketSort(A)
La B veere et array med N tomme lister
fori+ 0 to n—1do
La k veere ngkkelen assosiert med A[ 1]
Legg til A[1] pa slutten av listen B [k]
j+<0
fork<+ 0 to N—1do

for hver x i listen B[k] do
AlJ] <X
Jj+—j+1
returnA
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BUCKET SORT — KU@RETIDSANALYSE

Fgrst ma vi ga gjennom alle elementene

© Dette er O(n)
Vi gér gjennom alle bgttene
© Dette er O(N)

For hver bgtte, gar vi gjennom elementene i bgtta
Men det er bare n elementer i bgttene!
© Kun n elementer i alle bgttene tilsammen

Som gir O(N + n)
Hvis N er liten er dette stralende!

7
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Algorithm: Bucket sort

Procedure BucketSort(A)
La B veere et array med N tomme lister
fori« 0 to n— 1do
La k veere ngkkelen assosiert med A[1]
Legg til A[1] pa slutten av listen B[ k]
j<+ 0
fork <+ 0 to N— 1do
for hver x i listen B[k] do
A[§] « x
j+—j+1
returnA




RADIX SORT



RADIX SORT — IDE

©

©}

©

©

Radix sort er neert beslektet bucket sort

® (noen vil ikke engang skille mellom disse algoritmene)
Eksempelet vi s med & sortere kort, er faktisk en type radix sort
En sveert god intuisjon for radix sort er at det er

© suksessiv anvendelse av bucket sort

Radix sort kan brukes for data som kan ordnes leksikografisk

20



RADIX SORT — LEKSIKOGRAFISKE ORDNINGER

©

©

©

©

Leksikografiske ordninger er en generalisering av alfabetisk rekkefglge
© Vikan ordne ord etter bokstavene (som i seg selv er ordnet)
© der fgrste bokstav prioriteres over andre, som prioriteres over tredje, osv...
® Vikan ordne tall pd samme mate
© der fgrste siffer prioriteres over andre, som prioriteres over tredje, osv...

Mer generelt kan vi tenke oss tupler med symboler (a1, as, .. .,aq)
Visierat (a1,a9,...,aq9) < (b1,ba,...,by) hvis

© a1 < by eller

© a; =b; 0og (@s,--.,8q) < (ba,...,by)
Fra korteksempelet har vi for eksempel at 7d < Jé&

© fordide =&, men7 < J

21



RADIX SORT — EKSEMPEL (HELTALL)

1814, 232, 2888, 31, 1455, 2242, 4345, 1470, 515, 3632
1814, 0232, 2888, 0031, 1455, 2242, 4345, 1470, 0515, 3632

[1470] [0031] [0232, 2242, 3632] [] [1814] [1455, 4345, 0515] [] [] [2888] []
1470,0031, 0232, 2242, 3632, 1814, 1455, 4345, 0515, 2888

[} [1814,0515] [] [0031, 0232, 3632] [2242, 4345] [1455] [] [1470] [2888] []
1814, 0515, 0031, 0232, 3632, 2242, 4345, 1455, 1470, 2888

[0031] [] [0232, 2242] [4345] [1455, 1470] [0515] [3632] [] [1814, 2888] ||
0031, 0232, 2242, 4345, 1455, 1470, 0515, 3632, 1814, 2888

0031, 0232, 0515] [1455, 1470, 1814] [2242, 2888] [3632] [4345] [| ] [] [] []
0031, 0232, 0515, 1455, 1470, 1814, 2242, 2888, 3632, 4345

31,232,515, 1455, 1470, 1814, 2242, 2888, 3632, 4345

22
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RADIX SORT — IMPLEMENTASJON FOR POSITIVE HELTALL

ALGORITHM: RADIX SORT FOR POSITIVE HELTALL

Input: Etarray A med n positive heltall

Output: Et sortert array med de samme n positive heltallene
Procedure RadixSort(A)

d + antall siffer i det stgrste tallet
fori<« d—1 down to 0do

| A< BucketSort(A) etter det ite sifferet
returnA

23
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RADIX SORT — KUZRETIDSANALYSE

Vivet allerede at BucketSorteri O(N +n)
Radix sort ma gjgre d antall bucket sort

© | tillegg ma man beregne d (som tar O(n) tid)
Generelt er radix sort i O(d(N + n))
For heltall kan vi sette N = 10

© (dersom vi bruker titallsystemet)
Da farvi O(d(10 +n)) = O(d - n)
Hvis vi vet at tallene ikke blir stgrre enn 10°

© Et naturlig valg, siden 109 < 232

S&farviO(9-n)=0(n)

Algorithm: Radix sort

1 Procedure RadixSort(A)

2 | d < antall siffer i det sterste tallet

3 fori<+ d— 1 down to Odo

4 | A <= BucketSort (A) etter det ite sifferet
5 returnA
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