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Velkommen




Litt om algoritmer

Hvis du gir en presis beskrivelse for hvordan man skal lese et problem, sé har du
beskrevet det vi kaller en algoritme

Algoritmer er en serie med sma og entydige steg

En algoritme ma

terminere etter et endelig antall steg

hvert steg ma veere helt presist definert

ta null eller flere input

produsere et output som star i forhold til input

En algoritme bor veere effektiv



Litt om datastrukturer

En samling av verdier som fglger en fast struktur utgjer en datastruktur
Algoritmer er avhengig av gode datastrukturer for a bli enkle og raske
Datastrukturer er avhengig av gode algoritmer for & opprettholde strukturen
Et godt valg av datastruktur ber gjere data vi trenger ofte lett tilgjengelig



Perspektiv

Vi vil fokusere pa 4 forsta, analysere, anvende og lage algoritmer
Vi vil bygge forstaelse ved a studere, og helst implementere, mange eksempler
Vi vil analysere dem i form av & forutsi hvor effektive de er
Dere vil anvende algoritmer nar dere loser oppgaver
da ma dere finne en algoritme som lgser problemet

Ofte vil dere ikke finne algoritmen dere leter etter, og dere ma lage den selv

da gjelder det a studere lignende problemer
eller lgse et enklere problem forst



Noen rad

Veer en god medstudent

Dra pa gruppetimer

Skriv litt kode hver dag

Finn pa egne oppgaver

Gjor en av disse om til din nye hobby

https://open.kattis.com/
https://leetcode.com/
https://projecteuler.net/
https://cses.fi/problemset/


https://open.kattis.com/
https://leetcode.com/
https://projecteuler.net/
https://cses.fi/problemset/

Undervisningstilbud

Forelesninger mandag kl. 10:15

Opptak vil publiseres etter forelesning
Videoene fra hgsten 2020 kan brukes som ekstra leeringsressurser

Det er ukentlige gruppetimer
Vi har en gjeng med 11 enestdende gruppeleerere og rettere

Det er to storre fellestimer der dere kan jobbe med oppgaver


https://www.uio.no/studier/emner/matnat/ifi/IN2010/h20/ukeplan/

En obligatorisk innlevering

Det vil veere fire innleveringer
Kun den forste innleveringen er obligatorisk
Den forste innleveringen publiseres i lopet av uken, og har frist 28. september
Alt relevant stoff vil veere forelest 4. september
Noen av oppgavene kan lgses sa fort den publiseres

Vi vil benytte oss av samretting i utbredt grad
Der gér vi gjennom oppgaven din sammen, enten fysisk eller over Zoom



Innleveringer

Hensikten med innleveringene er 4 hjelpe deg jobbe jevnt, gi deg et visst
inntrykk av egen progresjon og en mulighet til & {4 verdifull tilbakemelding
En som kjenner faget godt vil lese og gi deg tilbakemelding pa arbeidet ditt
Dersom du ensker 4 adressere kommentarene i tilbakemelding kan du be om &
fa levere en gang til
Som andredrsstudent tror vi du kan ta et sterre ansvar for din egen leering

Den forste obligatoriske innleveringen er der for & hjelpe deg med overgangen
Dette gir deg mer frihet og mer ansvar

Dersom du ikke leverer innleveringene tolker vi deg slik:

Jeg velger d ikke levere. Ved d ikke levere forstdr jeg at jeg frasier meg det som reg-
nes som et helt essensielt undervisningstilbud for de fleste studenter. Jeg skjonner
at ved d trosse dette rddet sd pdtar meg selv et storre ansvar for d oppnd ensket
progresjon i emnet.



Hvorfor levere

A £3 en som kjenner faget godt til 4 lese over arbeidet ditt er et stort privilegium

Oppgavene er gode, leererike og hjelper deg mestre faget og eksamen

I fjor hadde vi to frivillige innleveringer, en pa begynnelsen av semesteret og en
pa slutten av semesteret:

Omtrent halvparten gjorde den forste innleveringen
Blant de som leverte den forste innleveringen var det
over dobbelt sa mange som fikk A
ca. dobbelt sa mange som fikk B
Blant de som ikke leverte den forste frivillige innleveringen var det
over dobbelt s& mange som strgk
ca. dobbelt sa mange som fikk E
Det var bare rundt 10% prosent som leverte den siste frivillige innleveringen

Blant dem var den vanligste karakteren B
De sto for nesten halvparten avdem som fikk A



Ukeplan

Dette er en omtrentlig kjoreplan for semesteret.
Uke Tema
34  Introduksjon, abstrakte datatyper, binarsgk og kjeretidskompleksitet
35  Sortering: Bubble, Selection, Insert og Merge
36  Treer, Binzere sgketraer og Balanserte Sgketraer
37  Prioritetskger, Heaps og Huffman-koding
38  Grafer: Representasjon, traversering og topologisk sortering
39  Grafer: Korteste vei og minimale spenntreer
40  Grafer: 2-sammenhengenende grafer og sterkt ssmmenhengende komponenter
41  Repetisjon
42  Hashing
43  Sortering: Heap, Quick, Bucket og Radix
44  Bonuspensum! (annonseres nar det neermer seg)

Repetisjon og moro!

50

Eksamen 15. desember kl. 09:00



Abstrakte datatyper




Abstrakte datatyper

En abstrakt datatype (ADT) sier om oppforsel, men ingenting om
implementasjon

En abstrakt datatype kan ha flere ulike konkrete implementasjoner
En abstrakt datatype realiseres som en konkret datastruktur
Grensesnitt (interface) er Java sin mate 4 snakke om abstrakte datatyper

En stor del av IN2010 handler om 4 finne effektive implementasjoner for noen
sentrale abstrakte datatyper
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Stack

Legg til elementer pa toppen av stacken: stack.push (x)
Plukk ut elementet som sist ble lagt pa stacken: stack.pop () — x

push(x) pop ()

Kan for eksempel implementeres med lenkede lister eller dynamisk arrayer



Set

Den abstrakte datatypen for mengder kalles Set, hvor vi forventer & kunne

Sjekke om x forekommer i mengden A: x € A
Sett inn i mengden: Insert (A, x)

Fjern et element fra mengden: Remove (A, x)
Operasjonene union, snitt og differanse:

AUB ANB A\ B B\ A

Union(A,B) Intersection(A,B) Difference(A,B) Difference(B,A)

Implementeres oftest som ordnede traer (TreeSet) eller ved hashing
(GE =)

Hverken rekkefolge eller antall forekomster noen rolle i mengder

OrderedSet

Vi forventer a kunne gjore akkurat de samme operasjonene som pa et Set
I tillegg kommer elementene sortert ved iterering
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Map

Et Map, eller ordbok (d1ict), assosierer en ngkkel med neyaktig én verdi

Ml M2
I
I
[

Den abstrakte datatypen for maps krever at vi kan
sette inn: Mp.put(C, e)
slé opp: Mp.get(O) — o
slette: M>.remove(0)
Implementeres oftest som ordnede traer (TreeMap) eller ved hashing
(GEFLET)
OrderedMap
Vi forventer a kunne gjore akkurat de samme operasjonene som pa et Map
I tillegg kommer neklene sortert ved iterering
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Litt om pseudokode




Litt om pseudokode

Vi bruker pseudokode for & formidle algoritmer

Python/Java [ Naturlig sprak
Slideren er posisjonert veldig omtrentlig der vi ensker (ta det med en klype salt)
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Notasjon

Notasjonen vi bruker inneholder:
Aritmetiske uttrykk
Sammenligninger
Tilordninger
Antall elementer i en datastruktur
While-lgkker
For-lgkker

while test do body
for i+ 0 to n—1dobody

Pseudokoden vi skriver skal vaere lett a oversette til et programmeringssprak
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Binaersok



Sek - spesifikasjon

ALGORITHM: SOK (SPESIFIKASJON)

Input: Etarray A og et element x
Output: Hvis x er i arrayet A, returner true ellers false

Dette er en spesifikasjon for en algoritme som avgjer om et element er tilstede i
et array eller ikke

Vi har to input, et array A og et element x

Output er true eller false, avhengig avom x er med i A eller ikke

En algoritme som oppfyller spesifikasjonen méa

terminere pa et endelig antall steg
gi riktig svar uansett hva A og x er
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Rett-frem sgk - implementasjon

ALGORITHM: RETT FREM S@QK

Input: Etarray A og et element x
Output: Hvis x er i arrayet A, returner true ellers false
Procedure Search(A, x)
fori«+ 0 to |A| —1do
ifA[i] = x then
| returntrue
return false

Denne algoritmen oppfyller spesifikasjonen fra forrige slide
I verste tilfelle ma vi lope gjennom hele arrayet

Det vil si vi ma gjore |A| sammenligninger

Her angir |A| sterrelsen pa A

Vi bruker 0-indekserte arrayer

(Merk at boken bruker 1-indekserte arrayer)
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Bineersek - spesifikasjon

ALGORITHM: BINZRS@GK (SPESIFIKASJON)

Input: Etordnetarray A og et element x
Output: Hvis x eriarrayet A, returner true ellers false

Merk ordet ordnet
Detvilsiathvis0 </ <j < |A|,saA[i] <A[]]
Et rett-frem sgk (som pa forrige slide) vil fungere fint!

Ved 4 anta at arrayet er ordnet, kan vi finne pa noe mye lurere
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Bingersok - idé

Vi bruker samme idé som du helt naturlig ville brukt, dersom du skal sla opp et
navn i en ordliste
Utfordringen er & formulere dette som en presis algoritme

Altsa oversette fremgangsmaten din til entydige steg
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Bineersek - eksempel 1
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Bineersek - eksempel 2

29 31 34 39 3 3 45 54 58 3 66 68 70 70

8 20 20

59 63 66 68 70 70

% 27

89

99

hig]

J

100
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Bineersek - eksempel 2

l

high

82 84 85 86

9 40 41 42
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P - N B

R =8

Bineersegk — implementasjon

ALGORITHM: BINARSQOK

Input: Etordnetarray A og et element x
Output: Hvis x eriarrayet A, returner true ellers false
Procedure BinarySearch(A, x)
low < 0
high <« |A] —1
while low < highdo
fae Llow-¢-2h1th
ifA[i] = x then
| returntrue
else ifA[i] < xthen
low<+i+1
else ifA[i] > x then
| high<+i-1
return false
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Bineersek - eksempel 3

64

66
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Bineersek - eksempel 3

low high
4 4

24 35

high low




Introduksjon til kjeretidskompleksitet




Noe mer presist enn raskt

Det er vanskelig a si om et program er raskt eller ikke

Hvordan skiller vi mellom hastigheten til programmet og til maskinen det
kjorer pa?
Det samme programmet kjorer mye tregere pa en gammel datamaskin enn en ny

I stedet for a snakke om hastighet snakker vi om effektivitet
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Effektivitet og ytelse

Vi definerer effektivitet som a ikke gjore unedvendig arbeid

En effektiv algoritme er en algoritme som ikke gjor mange ungdvendige steg
Vi definerer ytelse som d utfore arbeidet raskt

En algoritme kan ikke ha god ytelse i seg selv

Den kan gi opphav til god ytelse under ulike omstendigheter
I dette kurset bryr vi oss primeert om effektivitet, og lite om ytelse

Det er fordi en effektiv losning er effektiv for alltid
For & snakke om ytelse trenger vi vite alt om maskinvaren, kompilatoren,
temperaturen i rommet, og sa videre. ..
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Kompleksitet

Kompleksiteten til en algoritme defineres av hvor mye ressurser den bruker
De viktigste ressursene er
Tid
Minne
Kompleksitet defineres relativt til storrelsen pd input
Tid males i antall steg algoritmen bruker i forhold til hvor stort input er
Vi kaller dette kjoretidskompleksiteten til algoritmen
Minne males i hvor mange elementer som lagres i samlinger

I dette kurset fokuserer vi pa kjoretidskompleksitet
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Sterrelsen av input

Et input kan veere stort eller lite
Vi kan jobbe med en kort eller lang binaerstreng
En liste med fa eller mange noder
Et array med fa eller mange elementer
En mengde med fa eller mange elementer
Et tall med lav eller hgy verdi

Sterrelsen pd input angis konvensjonelt ved en variabel n
Merk at det ikke er noe spesielt med n

27



Telle steg

Vi anser fglgende som primitive steg

Tilordninger

Aritmetiske operasjoner
Sammenligninger
Aksessering pa index i arrayer
Returnering

De koster alle 1 i tidsbruk

En whiile-lgkke arver kostnaden fra testen og kroppen
Der kostnaden ganges med antall iterasjoner

Tilsvarende for for-lokker
Kostnaden arves ogsa fra prosedyre- og metodekall

x<+3
a+b
a<b
Ald]
return a

while test do body
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En enkel omskrivning

Den samme koden som tidligere, der for byttes med while

1 Procedure Search(A, x)
1 Procedure Search(A, x) 2 |i+0
2 | fori< 0 to |A| —1do 3 | whilei < |A| do
3 ifA[i] = x then s a ifA[i] = x then
4 | return true 5 | return true
5 | return false 6 i< i+1
7 | return false
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Telle steg (eksempel)

La n = |A| og anta at x ikke er i arrayet

Vi gnsker a finne antall steg algoritmen bruker som et
uttrykk av n
Variabelen i tilordnes en verdi; det utgjor 1 primitivt steg
Testen til wh1ile-lokken kjores n + 1 ganger
Hver gang gjores det én sammenligning, som er ett
primitivt steg
wh1ile-lgkken vil ha n iterasjoner:
I 1 f-testen sammenlignes A[ 1] med x
En aksessering og en sammenligning utgjer 2 primitive steg
I hver iterasjon gkes / med én
En tilordning og en addisjon utgjer 2 primitive steg

Til slutt returnerer vi, som utgjer 1 primitivt steg

Samlet antall steg blir 5 - n + 3, fordi
1+(n+1)+n-(2+2)+1=3+n+n-4=5-n+3

1 Procedure Search(A, x)
3 i« 0

3 |whilei< |A| do

a ifA[i] = x then

5 | return true

6 i+—i+1
7 return false
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Verste tilfelle

Som regel gnsker vi en verste tilfelle analyse
Det vil si at vi finner det hoyeste antall steg algoritmen kan bruke
En analyse av gjennomsnittet er mye vanskeligere a gjennomfere
Vi ville trengt sannsynlighetsfordelingen for alle mulig input
Med verste tilfelle kan vi finne trygget i at det ikke kan bli verre enn verst!

Det viktigste spersmalet er: Hvordan utvikler kjoretiden seg nar input blir stort?
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Store O

Vi bruker et verktay, kalt store O-notasjon, for a uttrykke kjoretidskompleksitet
Intuisjonen for store O er a se for seg at input blir veldig stort
Da tillater vi oss a gjore alle konstanter om til 1:

OB5:-n+3)=0(1-n+1)=0(n+1)
Og 4 stryke alt bortsett fra det storste leddet:
O(n+1)=0O(n)

Det lar oss regne mye grovere
Og bevare hovedtrenden i hvordan kjgretiden vokser ndr input blir stor

Vi vil med fd unntak foretrekke en algoritme med lavere kjoretidskompleksitet
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Vanlige uttrykk for kjeretidskompleksitet

De fleste algoritmene vi ser pa i dette kurset faller inn under en av disse
kategoriene

Notasjon Uttrykk

O(1) Konstant tid
O(log(n)) Logaritmisk tid
O(n) Linezer tid
O(n-log(n)) Linegeritmisk tid
(’)( n?) kvadratisk tid
C’)(nk ) polynomiell tid
o2m eksponensiell tid
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Vanlige uttrykk for kjoretidskompleksitte (graf)

O_IiO 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n

Bildet er hentet fra Wikipedia
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https://en.wikipedia.org/wiki/File:Comparison_computational_complexity.svg

Kodeeksempler

Ga R W N =

Procedure Constant(n)
| returnn-3 /] O(1)

Procedure Log(n)

i< n

while/ > 0do
Constant (/)

i ] // O(log(n))

Procedure Linear (n)
fori«< 0 to n—1do
| Constant (i) // O(n)

Procedure Linearithmic(n)
fori< 0 to n—1do
‘ Log(n) // O(n-log(n))

A B W N -

Procedure Quadratic(n)
fori< 0 to n—1do
forj< 0 to n—1do
| Constant (i)

/1 O(n?)

Procedure Polynomial(n)
forip < 0 to n—1do
fori < 0 to n—1do

for iy <+ 0 to n—1do
| Constant(i)

/] O(n*)

Procedure Exponential(n)
if n =0 then

| return1
a < Exponential(n—1)
b + Exponential(n—1)
returna+ b

/1 02"
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Oversikt

Denne uken handler om sortering

Denne uken skal vi forst definere og motivere problemet
Sa skal vi leere
Bubble sort
Selection sort
Insertion sort
Merge sort
Om noen uker skal vi leere et par nye begreper, samt studere
Heapsort
Quicksort
Bucket sort
Radix sort



[lustrasjoner

Bubble sort Selection sort

Insertion sort



S



O-notasjon handler om vekst

En algoritme tar alltid utgangspunkt i null eller flere input
og produserer et output som er relatert til input
Spersmalet vi er interessert i er

hva er et gvre estimat for hvor lang tid algoritmen bruker
der vi kan skalere tiden med en konstant

Konstanten kan fange opp mange ulike momenter
for eksempel hastigheten pa maskinen og antall instruksjoner



Hvordan O er definert

La f(n) veere kjoretiden for input av sterrelse n
og la g veere en funksjon fra heltall til positive
tall
f(n) eriO(g(n)) hvis det finnes en positiv
konstant c, slik at f(n) < c - g(n) for alle
tilstrekkelig store verdier av n

Denne sier at 7(n) ikke vokser noe raskere enn

g(n)

g(n) er en ovre skranke for f(n)

f(n) er begrenset av g(n)

f(n) =3n>+5n+2eri
O(n?)
Fordi 4 - n? er storst sa
lenge n > 6



Klassikerene

1 Procedure Constant(n)
2 |returnn-3

/1 0Q)

Procedure Log(n)

i< n

while/ > 0do
Constant (/)

i %]

Ga R W N =

/] O(log(n))

1 Procedure Linear (n)
2 fori<+ 0 to n—1do
3 | Constant (i)

/1 O(n)

1 Procedure Linearithmic(n)
2 fori< 0 to n—1do
3 ‘ Log(n)

/] O(n-log(n))

A B W N -

Procedure Quadratic(n)
fori< 0 to n—1do
forj< 0 to n—1do

| Constant (i) /1 O(n?)

Procedure Polynomial(n)
forip < 0 to n—1do
fori < 0 to n—1do

for iy <+ 0 to n—1do

| Constant(i) // O(n¥)

Procedure Exponential(n)
if n =0 then

| return1
a < Exponential(n—1)
b + Exponential(n—1)
returna+ b

/1 02"




Hvorfor O-notasjon er enkelt

O-notasjon lar oss ignorere konstantfaktorer

O-notasjon lar oss kun fokusere pa det storste leddet

Dette gjor at vi slipper unna utrolig mye utregning

I konteksten av IN2010 ma vi for en inputsterrelse n leere & skille mellom

0(1) konstant tid
O(log(n))  logaritmisk tid
O(n) lineeer tid
O(nlog(n)) linezeritmisk tid
O(n?) kvadratisk tid
O(n¥) polynomiell tid
o(2") eksponensiell tid

Og gjore dette for hvert input
(i tilfellet hvor vi har en algoritme som er avhengig av mer enn ett input)



Sortering



Definisjon av problemet

A sortere gar ut pa 4 ordne elementer fra en datastruktur slik at

akommer for bhvisa < b
alle elementer fra datastrukturen er bevart i output

Vi kommer til a fokusere pa sortering av arrayer



Litt begrepsforvirring

Begrepet sortering har en annen betydning utenfor informatikk
Dele inn, eller grupere, etter sort
Det informatikere mener med sortering er egentlig & ordne elementer
Men a «ordne» er et overbelastet begrep, sa man bruker heller ordet «sortere»



Problemer som lases ved 4 sortering

1. Samle ting som hgrer sammen
Hvis du har ting som faller i ulike kategorier kan vi ordne kategoriene
Sorterer vi etter kategoriene, sa samler vi alt som faller i samme kategori
Dette kalles ogsa partisjonering
Kanskje det er her begrepet har fatt sin betydning i informatikk fra

2. Matche

Gitt to eller flere sekvensielle strukturer, kan vi finne elementer som matcher ved
a lope over kun én gang

3. Sek
Vi har leert hvordan & sgke i sorterte arrayer er dramatisk mye raskere enn usorterte



Hvorfor sortere

Computer manufacturers of the 1960s estimated that more than
25 percent of the running time on their computers was spent on
sorting, when all their customers were taken into account. In fact,
there were many installations in which the task of sorting was re-
sponsible for more than half of the computing time. From these
statistics we may conclude that either (i) there are many impor-
tant applications of sorting, or (ii) many people sort when they
shouldn’t, or (iii) inefficient sorting algorithms have been in com-
mon use. The real truth probably involves all three of these possibil-
ities, but in any event we can see that sorting is worthy of serious
study, as a practical matter.

- Donald Knuth, The Art of Computer Programming
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Bubble sort




Bubble sort - Idé

Idéen bak bubble sort lope gjennom et array og «rette opp» feil

. og bare fortsett sann helt til det ikke er noen flere feil a rette opp!
Litt mer presist skal vi

1. lepe over hvert par av etterfelgende elementer i arrayet
2. bytte om rekkefglgen et par dersom det ikke er ordnet
3. gatil 1. dersom det forekom minst et bytte



Bubble sort - Implementasjon

ALGORITHM: BUBBLE SORT

Input: Etarray A med nelementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
1 Procedure BubbleSort(A)
fori< 0 to n—2do
forj<+ 0 to n—i—2do
if A[j] > A[j + 1] then
| A[G1,ALG + 11« A[F + 11,A[]]

I

Merk at denne varianten ikke er optimalisert

Man kan bryte ut av den ytre loopen dersom det ikke forekommer noen bytter i
den indre loopen
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Bubble sort - Kjoretidsanalyse

Vi itererer fra 0 til n — 2, som svarer til n — 1 Algorithm: Bubble sort
1 ] 1 Procedure BubbleSort(A)
lteras-]oner fori < 0 to n—2do

forj < 0 to n— i — 2do
ifA[j] > A[j + 1] then
| A[31, A5 + 11 « A[J + 11,A[3]

For hver iterasjon lgper vifraOtiln — i — 2

2

3

a
5

For hver iterasjon blir / storre, sd vi itererer over
mindre
I verste tilfelle (nér j = 0) far vi n — 1 iterasjoner
Men nér j = n — 2 far vi ingen iterasjoner!

Hvis vi teller det totale antall iterasjoner fér vi

n—1+n—2+---+1:1+2+...+n_1:n(nzfl)

0g O("3H) = O(752) = O(n? — n) = O(?)
Merk at optimaliseringen nevnt pa forrige slide ikke pavirker verste tilfellet

Altsa har bubble sort kvadratisk kjeretidskompleksitet
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Selection sort - Idé

Idéen bak selection sort er 4 finne det minste i resten og plassere det forst
Litt mer presist skal vi

1. lajveere0

2. finn hvor det minste elementet fra / og utover ligger

3. bytt ut elementet pa plass /i med det minste (hvis ngdvendig)
4. ok ioggatil 2. frem til / nar stgrrelsen av arrayet

14
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Selection sort - Implementasjon

ALGORITHM: SELECTION SORT

Input: Etarray A med nelementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure SelectionSort(A)
fori«+ 0 to n—1do
ki
forj«+ i+1 to n—1do
ifA[j] < A[k] then
| k<«
if i # k then
| AL[i],A[k] < A[k],A[1]

Merk at vi ikke kan bryte ut av den ytre loopen tidlig slik vi kunne med bubble
sort
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Selection sort - Kjeretidsanalyse

Analysen her blir tilnszermet lik den for bubble sort
Den ytre loopen kjorer O(n) ganger

Den indre loopen kjorer O(n) ganger

Da féar vi O(n?) kjeretidskompleksitet

Selection sort kan ikke bryte ut av loopen tidlig
Selection sort vil maksimalt gjere n — 1 bytter!

A bytte om to verdier i et array er forholdsvis dyrt
Sa selection sort er som regel raskere enn bubble sort

Algorithm: Selection sort

1 Procedure SelectionSort(A)
2 fori < 0 to n— 1do

3 k < i

4 forj < i+1 to n— 1do
5 if A[j] < A[K] then

6 ‘k(—j

7 ifi # k then

8 | AL, ALK] < A[K],A[1]
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Insertion sort — Idé

Idéen bak insertion sort er & plassere alle elementene sortert inn i en liste
Dette er antageligvis slik du sorterer kort
Vi lar alt til venstre for en gitt posisjon i veere sortert

Litt mer presist skal vi

1. lajveerel
2. dra det j-te elementet mot venstre som ved sortert innsetting
3. ok ioggatil 2. frem til / nar sterrelsen av arrayet

17
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Insertion sort — Implementasjon

ALGORITHM: INSERTION SORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure InsertionSort(A)
fori«< 1 to n—1do
J—i
while; >0 and A[j-1] > A[j] do
A[j-11,A[3] < A[J]1,A[5-1]
J—=Jj—1

18



Insertion sort — Kjoretidsanalyse

Analysen her blir tilnsermet lik den for bubble- og
selection sort

Den ytre loopen kjorer O(n) ganger

Den indre loopen kjorer O(n) ganger

Da fér vi O(n?) kjeretidskompleksitet

Insertion sort bryter «ofte» ut av den indre loopen
Den er spesielt rask pd «nesten sorterte» arrayer

Dette gjor at den er blant de raskeste algoritmene
for smd arrayer

& wm B ow N =

Algorithm: Insertion sort

Procedure InsertionSort(A)
fori <« 1 to n— 1do
Jj—i

while; > 0 and A[j-1] > A[j] do

A[3-11,A[3] « A[3],A[j-1]
j=Jj—-1
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Merge sort - Idé

Idéen bak merge sort er 4 splitte arrayet i to ca. like store deler

sortere de to mindre arrayene
sé flette (eller «merge») de to sorterte arrayene sammen

Litt mer presist:

la n angi sterrelsen pa arrayet A

hvis n < 1, returner A

laji=|3]

splitt arrayetito deler A[0..7-1] og A[i..n-1]

anvend merge sort rekursivt pA A[0..7-1] og A[i..n-1]
flett sammen A[Q..7-1] og A[i..n-1] sortert

20
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Merge sort - Merge

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer A; og Ao og et array A, der |A1| + |A2| = |A| =n
Output: Etsortert array A med elementene fra A; og A
Procedure Merge(A1, Az, A)
i+~ 0
j<0
whilei < |A1| and j < |Az| do
if A1[1] < A2[j] then
Al + 3] < Au[i]
‘ i<~ i+1
else
Al + J] < A2[]]
j<i+1
while /i < |A;| do
Al + 31 < AulH]
i< i+1
hile < |Az| do
Ali + J1 < A2[7]
Jj+—Jj+1
returnA

£
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Merge sort - Implementasjon

ALGORITHM: MERGE SORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure MergeSort(A)

if n <1then

| returnA

i+ |n/2]

A1 + MergeSort(A[0..17-1])

Az < MergeSort(A[i..n-1])

return Merge (A1, Az, A)

Her angir A[0..17-1] &lage et nytt array med elementene
A[0],A[1],...,A[i-1]
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Merge sort - Kjoretidsanalyse (Merge)

Algorithm: Sortert fletting av to arrayer

Procedure Merge(A;, Az, A)
i<+ 0
j+< 0

whilei < |A1| and j < |Az| do
if A1 [i] < A2[j] then

Al + 3] < Aq[d]

i+—i+1

else

Ali + 3] « Az2[]]

Jj+—j+1

whilei < |A;| do
Ali + j] < A1[1]
i<—i+1

while; < |Az| do
Al + j] < A2[]]
J—Jj+1

returnA

Vi analyserer hvor mange iterasjoner som gjores
totalt
Merk at hver iterasjon gker i eller j med én

Og at vi terminerer nar / = |A;| ogj = |A;|
Videre er |A1| + |A2| = |A] =n
Da har vi at Merge eri O(n)
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Merge sort - Kjoretidsanalyse (MergeSort)

Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall Algorithm: Merge sort
. qe . . P d M Sort(A
Samtidig halverer vi input i hvert kall L i e
.. . 3 | returnA
Vi gjor en O(n) operasjoner for hvert kall s+ i+ Ln/2] _
5 A1 < MergeSort(A[0..7-1])
5 1 As < MergeSort(A[i..n-1])
Dybden pé rekursjonen er O(log(n)) il I e e

fordi det er s mange ganger vi kan halvere input
Da har vi at MergeSort eriO(nlog(n))
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Oversikt

Vi skal leere om binzere sgketrzer
En datastruktur for raskt oppslag

Vi skal lezere om AVL-trzer, som er selvbalanserende varianter av binzere
soketraer

Vi skal nevne rod-svarte treer, som er et alternativ til AVL-treer



Treer



Traer

Det er to store kategorier med anvendelser av traer:

Det du jobber med har en iboende hierarkisk struktur
Effektiv implementasjon for datasamlinger (eksempelvis mengder og ordbgker)

Dere kjenner allerede til lister, som er definert som

en tom liste — ofte representert med null — eller

en node som bestar av en peker til et element og en peker til en liste
Alle lister er trer, men ikke alle treer er lister
Vi kan se pa treer som en enkel utvidelse av lister

der vi tillater at en node har flere neste-pekere



Treer - eksempler

Syntaksen i programmeringsprak utgjer treer

Det forste en kompilator gjer, er 4 gjore koden din om til et abstrakt syntakstre
HTML er et filformat som lar deg uttrykke traer

Sa en nettside kan ses pa som en bestemt mate a vise frem et tre
Filsystemer er treer

Alle mulige sjakkpartier kan representeres som et (enormt) tre



Treer - definisjon

Et tre er definert som

det tomme treet — ofte representert med null — eller
en node v med en peker til

et element
0 eller flere pekere til barnenoder, og
ngyaktig én foreldernode (med mindre v er roten)

Et tre kan ikke inneholde sykler
Altsa: fra en node v kan du ikke na v ved & folge pekere fra v

Merk: Boka tillater ikke tomme traer



Treer - terminologi

Dette er et tre, hver v; er en node



Treer - terminologi

vy er roten av treet



Treer - terminologi

V2, v3 0g v4 er barn av vy




Treer - terminologi

vy er forelder til vo, v3 0g v4




Treer - terminologi

V2, v3 Og va er sosken




Treer - terminologi

Vil, ..., vip er lovnoder, eller
eksterne noder
Nodene v, ..., vig er ikke




Treer - terminologi

v3, V7, Vg, Vi3 Og Vi4 Utgjor et
subtre, hvor v3 er roten




Treer - terminologi

Vi, V3, Vg 08 Via erforfedre av via




Treer - terminologi

vi, V3, Vg Og Vi4 €T etterkommere
av vi




Treer - terminologi

Sekvensen vy, vs, vg, vi4 kalles en
sti




Treer — Datastruktur

null representerer et tomt tre
Anta at v er en node, da gir

v.element dataen som er lagret i noden
v.parent foreldrenoden til v
v.children barnenodene til v
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Treer - dybde

Dybden til en node er én mer enn foreldrenoden
Roten har dybde 0
Siden vi tillater et tomt tre gir vi det dybde —1

ALGORITHM: FINN DYBDEN AV EN GITT NODE

Input: Ennode v
Output: Dybden av noden
Procedure Depth(v)
if v = null then
| return-—1
returnl + Depth(v.parent)
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Treer - hoyde

Hoyden av et tre er gitt av den hgyeste avstanden til en etterkommer
Det vil si dybden av den dypeste lovnoden

ALGORITHM: FINN HOYDEN AV EN GITT NODE

Input: Ennode v
Output: Hoyden av noden
Procedure height(v)
h+ —1
if v = null then
| returnh
for c € v.childrendo
| h <« Max(h, height(c))
returnl 4 h




Treer - traversering

Vi har mater for a systematisk ga gjennom (traversere) et tre pa
Underveis har vi en operasjon vi ensker 4 utfore

For mange operasjoner har rekkefolgen vi utferer operasjonen i en betydning

preorder utferer operasjonen pa seg selv forst, og barna etterpa
postorder utferer operasjonen pa barna forst, og seg selv etterpa

For & kopiere et tre kan man bruke preorder, men ikke postorder

For 4 slette et tre kan man bruke postorder, men ikke preorder
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Treer - preorder og postorder

ALGORITHM: PREORDER TRAVERSERING

ALGORITHM: POSTORDER TRAVERSERING

Input: En node v (som ikke er null)
Output: Utfer en operasjon pa v forst og barna til v
etterpa
Procedure Preorder(v)
if v = null then
| return
Operate on v
for c € v.childrendo
| Preorder(c)

A w AW N e

Input: En node v (som ikke er null)
Output: Utfer en operasjon pa barna til v forst og v
etterpa
Procedure Postorder(v)
if v = null then
| return
for c € v.childrendo
| Postorder(c)
Operate on v

10
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Bineere treer

Et bingertre er et tre hvor hver node har maksimalt to barn

I bineere treer referer vi til venstre og hoyre barn
Hvis v er en node i et binzertre, sé gir

v.element dataen som er lagret i noden
v.left venstre barn av v
v.right hegyre barn av v



Binaere soketraer

Et binaert sgketre er et binaertre som oppfyller folgende egenskap
For hver node v sa er v.element

storre enn alle elementer i venstre subtre, og
mindre enn alle elementer i hoyre subtre

Merk at vi kan si starre eller lik dersom vi gnsker a tillate duplikater

For at vi skal kunne bruke bingere sgketreer ma elementene veere
sammenlignbare

Binzere treer er spesielt gode nar de er balanserte

12



Sammenheng mellom binzersgk og bineere soketreer

Idéen bak binaersegk er & halvere sokerommet hver gang vi gjor en
sammenligning, som gir O(log(n)) tid pa oppslag
Det fungerer stralende, men det forutsetter at vi jobbber pa et sortert array
Et problem oppstar nar vi trenger en dynamisk struktur

En datastruktur hvor vi stadig legger til og fjerner elementer
Et binzert sgketre er en datastruktur

som gjor binarsgk enkelt
stotter effektiv innsetting og sletting

13
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: Ennode v og et element x
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
Procedure Insert(v,x)
if v = null then
| v < newNode(x)
else if x < v.element then
| v.left + Insert(v.left,x)
else if x > v.element then
| v.right « Insert(v.right,x)
returnv

Denne algoritmen har kompleksitet O(h)
der h er hgyden pa treet
Dersom n er antall noder i treet har vi O(n) i verste tilfelle

men hvis treet er balansert,
sé er kompleksiteten O(log(n))

14
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Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: Ennode v og et element x
Output: Dersom x forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
Procedure Search(v, x)
if v = null then

| returnnull
if v.element = x then

| returnv
if x < v.element then

| returnSearch(v.left, x)
if x > v.element then

| returnSearch(v.right,x)

Oppslagi et binaertre har samme kompleksitet som innsetting

15



Sletting

Sletting fra et bineertre er litt vanskeligere enn innsetting og oppslag
men har samme kompleksitet!

Vi ma passe pa a tette eventuelle «hull»

Vi skiller mellom tre tilfeller

Noden vi vil slette har ingen barn
Noden vi vil slette har ett barn
Noden vi vil slette har to barn

16



Sletting - ingen barn

To To
/N N
X T]_ Tl

Nér det ikke er noen barn er det tilstrekkelig 4 fjerne pekeren til x

17



Sletting - ett barn (venstre)

Nar noden har ett barn pa venstre side, erstatt x med T,

18



Sletting - ett barn (hoyre)

Helt tilsvarende, ndr noden har ett barn pa heyre side, erstatt x med T»

19



Sletting - to barn

Nér noden har to barn, erstatt x med det minste elementet y i hoyre subtre

20
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Finn minste

For sletting trenger vi en prosedyre for & finne minste element

ALGORITHM: FINN MINSTE NODE

Input: Ennode v

Output: Returner noden som inneholder den minste etterkommeren av v
Procedure FindMin(v)

| Etterlatt som gvelse!

21
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Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: Ennode v og et element x

Output: Dersom x forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then

| returnnull
if x < v.element then

v.left < Remove(v.left, x)
‘ returnv
if x > v.element then
v.right < Remove(v.right, x)

‘ returnv
if v.left = null then

| returnv.right
if v.right = null then

| returnv.left
u < FindMin(v.right)
v.element < u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)
returnv

22
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AVL-treer

AVL-treer oppfyller de samme egenskapene som ordineere bineare spketraer
I tillegg ma de oppfyle folgende egenskap:

for hver node i et AVL-tre, s ma hgydeforskjellen pa venstre og hayre subtre veere
mindre eller lik 1

Denne invarianten mé opprettholdes ved innsetting og sletting
(oppslag er helt uforandret)

23



Hoyde

Fordi vi ofte vil referere til hoyden i treet, utvider vi nodene i treet
Hvis v er en node i et AVL-tre, sé gir

v.element dataen som er lagreti noden
v.left venstre barn av v

v.right heyre barn av v

v.height hoyden til v

Husk at hayden til et tomt tre er definert som —1
og at hgyden til en node er én mer enn sitt heyeste subtre
Ved innsetting og sletting ma vi vedlikeholde hgydene
Vi antar at vi har en prosedyre Height som for en en gitt node v:

returnerer —1 dersom v = null
returnerer v.height ellers

Vi antar at vi har en prosedyre SetHeight som for en gitt node v:

ikke gjor noe hvis v = null
setter v.height til1 + Max(Height(v.left),Height(v.right)) ellers

24



Overordnet idé

Vi bruker metodene for sletting og innsetting fra ordineere binzere sgketraer

Etter operasjonen er utfert, balanserer vi hver node lokalt fra der operasjonen
ble utfort og opp til roten (hvis det er nedvendig)

Vi balanserer nar haydeforskjellen mellom venstre og hgyre subtre er mer enn 1
For 4 balansere en node, vil vi anvende rotasjoner
Underveis ma vi passe pd a oppdatere haydene

Husk at AVL innsetting og sletting bare fungerer pd AVL-treer!

Altsé kan vi anta at treet ikke har hgydeforskjeller storre enn 1
Ved én innsetting eller sletting i et AVL-tre vil vi bare forarsake
en midlertidig heydeforskjell pa 2

25



Rotasjoner - venstrerotasjon

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: Ennode z
Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure LeftRotate(z)

2 y < z.right
3 T1 < y.left
4 y.left <z

5 zright < T
6 SetHeight(z)
7 SetHeight(y)
8 returny

26



Rotasjoner - hgyrerotasjon

VRN /A N
To Ty To T1 To T3

ALGORITHM: HGYREROTASJON AV ET BINZRTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure RightRotate(z)

y < z.left

T> < y.right

y.right «+ z
z.left «+ T2

SetHeight(z)
SetHeight(y)

returny
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Rotasjoner - doble rotasjoner

RightRotate(y)
V4 V4
VRN /
To y To
/N
X T3 T1
VRN
T1 T2

LeftRotate(z)
X
/N
% z
VAN /\ / \
T3 To Ti T2 T3

P



Rotasjoner - doble rotasjoner

LeftRotate(y)
zZ
/N
y iz
7N\
To X y
VAN VAN

RightRotate(z)

7N\
/\

/\
To T1

T>

IE
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Balansefaktor

ALGORITHM: BALANSEFAKTOREN AV EN NODE

Input: Ennode v
Output: Returner hgydeforskjellen pa v sitt venstre- og heoyrebarn
Procedure BalanceFactor(v)
if v = null then
| return0
return Height(v.left) — Height(v.right)

En hjelpeprosedyre som sier hvor vestre- eller hoyretungt v er
0 betyr at v er balansert

Et positivt tall betyr at treet er venstretungt

Et negativt tall betyr at treet er hoyretungt
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| v.right = RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
if BalanceFactor(v.left) < 0 then
| v.left = LeftRotate(v.left)
return RightRotate(v)
return v
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element x
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
Procedure Insert(v,x)
if v = null then

| v < newNode(x)
else if x < v.element then

| v.left + Insert(v.left,x)
else if x > v.element then

| v.right + Insert(v.right,x)
SetHeight(v)
returnBalance(v)

32



1

O ® N a AW N

B e S

14

16
17

Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element x

Output: Dersom x forekommer i en node v som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then
| returnnull
if x < v.element then
| v.left + Remove(v.left,x)
else if x > v.element then
| v.right < Remove(v.right,x)
else ifv.left = null then
| v voright
else if v.right = null then
| v+ vileft
else
u <+ FindMin(v.right)
v.element < u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)
SetHeight(v)
returnBalance(v)
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Rad-svarte treer

Red-svarte treer er, i likhet med AVL-treer, balanserte bineere soketreer
Likhetene mellom red-svarte- og AVL-treer er:
De er begge selvbalanserende binaere sgketrar
De har begge O(log(n)) pa innsetting, sletting og oppslag
De anvender begge rotasjoner for & bevare et krav om balanse
De store forskjellene mellom red-svarte- og AVL-treer er:
Rad-svarte treer har svakere krav om balanse enn AVL-treer
Rad-svarte treer bruker litt mindre minne, siden vi ikke trenger a lagre hgydene
Rod-svarte treer gjor faerre rotasjoner
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Rad-svarte traer vs. AVL-traer

Red-svarte treer er raskere enn AVL-traer nar innsetting og sletting forekommer
ofte, til sammenligning med oppslag

Dette er fordi red-svarte traer trenger faerre rotasjoner

AVL-treer er raskere enn rgd-svarte treer nar oppslag forekommer ofte, til
sammenligning med innsetting og sletting

Dette er fordi AVL-traer er mer balanserte

35



Invarianter for rod-svarte treer

= 89

Hver node fargelegges rod eller svart (derav navnet)

Roten til treet er svart

En red node kan ikke ha et redt barn

Hver gren fra roten av treet til et tomt tre (eller null) inneholder like mange
svarte noder
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Intuisjon

Verste tilfellet (med hensyn til balanse) for et rodsvart tre er at vi har

en gren med bare svarte noder
en annen gren med annenhver svarte og rade noder

Da har vi en gren som er dobbelt s& lang som en annen!

Men dobbelt sa langt er ikke sa mye lenger
Sa vi bevarer O(log(n)) pa innsetting, sletting og oppslag
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Oversikt

Vi konsentrer oss forst og fremst om prioritetskoer
Vi skal leere om binere heaps, som er en mate & lage prioritetskoer
Vi skal se pa huffman-koding som er en nydelig anvendelse av prioritetskaer



Prioritetskger




Prioritetskoer

En prioritetske er en samling elementer, som stotter folgende operasjoner:
insert(e) — plasserer et element i keen
removeMin () — fjerner og returnerer det minste elementet fra keen
Ofte brukes push (e) og pop () i stedet.
Mulige underliggende datastrukturer:
En usortert lenket liste, hvor minste kan ligge hvor som helst
O(1) painsert, men O(n) pd removeMin
En sortert lenket liste, hvor minste alltid ligger forst i lista
O(n) pa insert, men O(1) pd removeMin
Et balansert binaert sgketre, hvor minste ligger lengst til venstre
O(log(n)) pa insert og O(log(n)) pa removeMin
En heap som vi skal laere om denne uken

Merk at vi ma kunne ordne elementene som skal plasseres i kgen



Litt om totale ordninger

Vi kjenner allerede til mange totale ordninger

Intuisjonen er at dersom du vet hvordan du ville sortert noe
sa tenker du pa en total ordning

Vi klarer for eksempel & sortere personer etter alder

Det er fordi alder vanligvis er representert ved et naturlig tall
og < utgjer en total ordning pa de naturlige tallene



Litt om totale ordninger

Formelt er en total ordning en binzer relasjon < pa en mengde A:
Hvis x, y, z € Asa har vi felgende:
x = x (Refleksivitet)
Hvis x X y ogy < x sd er x = y (Antisymmetri)
Hvis x X y og y < zsd er x = z (Transitivitet)
x = yeller y < x (Total)
Hvis en klasse implmenterer Comparable i Java
s er det en total ordning over objekter av den klassen
...med mindre implementasjonen bryter med kravene ovenfor

Hvis en klasse implmenterer __1t__ i Python

s er det en total ordning over objekter av den klassen
...med mindre implementasjonen bryter med kravene ovenfor
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Bineere heaps

En binzer heap er et binaertre som oppfyller felgende egenskaper:
1. Hver node v som ikke er rotnoden, er sterre en foreldrenoden
2. Binaertreet ma veere komplett

Et komplett bineertre er et tre som «fylles opp» fra venstre mot hoyre

/\
N N N N
/NN /N N /N /N /N AN
ANNNNANNANNMNIL

Hvis treet har hayde h

S4 er det 2’ noder med dybde i for 0 < i < h
Noder med dybde h er plassert sa langt til venstre som mulig



Binzere heaps og balanserte sgketraer

Vi vil se at bineere heaps far O(log(n)) pa innestting og sletting av minste
Det er samme kompleksitet som vi far med balanserte sgketraer
Hva er da poenget?

Heaps stotter faerre operasjoner og har en svakere invariant

Heaps er komplette, sa de er alltid balanserte

De er mer balanserte enn bade AVL- og rad-svarte traer

Vi trenger ingen rotasjoner
Kan implementeres effektivt med arrayer



Binzere heaps - eksempel

Merk at hver node er stgrre enn foreldrenoden
Og at treet er komplett!

Det tilsvarende arrayet ser slik ut:

0O 1 7 2 4 11 10 5 10 6

9 20 14 28 21 19 19 15 22 23
0 1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19



Binzere heaps - idé bak innsetting

Hovedidéen er 4 alltid legge til pa neste ledige plass
Altsa, der neste node md veere for at treet fortsatt skal veere komplett
Hvis noden pé den nye plassen er mindre enn foreldrenoden

sd ma de bytte plass!
(fortsett rekursivt)



Bineere heaps - idé bak sletting

Bytt verdien i rotnoden med verdien i den siste noden i treet
Altsd, den eneste noden som kan fjernes og treet fortsatt er komplett
Hvis noden er storre enn en av barna

sd ma den bytte plass med den minste
(fortsett rekursivt)



Bineere heaps - Tre- vs arrayimplementasjon

Heaps er vanligvis implementert med arrayer

Dette er fordi nodene ligger plassert sa ryddig og pent
Med en tre-implementasjon trenger man
Elementet og venstre- og hayre barn i hver node, som vanlig

I tillegg trenger hver node peker til foreldernoden
Vi trenger en peker til siste node

(dette kan bli litt klgnete)
Alternativt trenger man bare vite storrelsen pa treet

for 4 finne siste node pa O(log(n)) tid
(nett: hvorfor?)
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Bineere heaps - Array representasjon

Husk at vi bygger et komplett tre
La A veere arrayen som representerer heapen
og la n veere elementer pa heapen, der n < |A|
Da gir A[O] roten av treet
A[n-1] korresponderer til siste noden i treet
Sett inn pa plass A[n] og bobbler opp hvis nedvendig
(vi ma passe pé at det er nok plass i arrayet)
Slett ved & flytte A[n—1] til roten og bobble ned hvis nedvendig

1 Procedure ParentOf (/)

2 ‘ return |51

Foreldrenoden til A[i] er pa plass L%J
2

1 Procedure LeftOf (/)
2 |return2.i+1

Venstre barntilA[i] er paplass2-i+1

1 Procedure RightOf (/)

Hoyre barn til A[i] er pa plass 2 -7 + 2 2 | return2.i+2




Bineere heaps - innsetting (eksempel)

0o 1 7 2 4 11 10 5 10 6 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Lag en node pa den siste plassen, som er indeks 20

12



Bineere heaps - innsetting (eksempel)

o 1 7 2 4 11 10 5 10 6 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 3
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Sammenlign med foreldrenoden, som er index Parent0f (20) = L2027—1J =9

13



Bineere heaps - innsetting (eksempel)

0o 1 7 2 4 11 10 5 10 3 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 6
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

3 og 6 bytter plass, fordi3 < 6

14



Bineere heaps - innsetting (eksempel)

o 1 7 2 4 11 10 5 10 3 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 6
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Igjen, sammenlign med foreldernoden, som er index Parent0f (9) =4

15



Bineere heaps - innsetting (eksempel)

0o 1 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 6
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

3 og 4 bytter plass, fordi 3 < 4

16



Bineere heaps - innsetting (eksempel)

o 1 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 6
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Igjen, sammenlign med foreldrenoden, som er index Parent0f (4) =1

17



Bineere heaps - innsetting (eksempel)

0o 1 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 6
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Algoritmen terminerer, fordi 3 £ 1

18
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Bineere heaps - innsetting (implementasjon)

ALGORITHM: INNSETTING I HEAP

Input: Etarray A som representerer en heap med n elementer, og et element x
Output: Etarray som representerer en heap, som inneholder x
Procedure Insert(A,x)
Aln] + x
i< n
whileO0 </ and A[i] < A[ParentOf(i)] do
A[i],A[ParentOf(i)] «+ A[ParentOf(i)],A[1i]
i <+ ParentOf (i)

Merk at vi antar at A er stor nok

Dette kan for eksempel handteres med en dynamisk array (som ArrayList)
Eventuelt, lage et nytt array nar A blir full

Da ma alle elementer kopieres over
En vanlig strategi er a gjore arrayet dobbelt s stort
Arrayet kan gjores mindre igjen dersom det blir veldig fa elementer

19



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

0o 1 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 6
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Vi skal fjerne den minste noden, som alltid ligger i rotnoden

20



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

6 1 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Flytt siste element til roten

21



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

6 1 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Sammenlign med venstre og hayre barn, som ligger pa plass
LeftOf(0) =0-24+1=10gRight0f(0) =0-2+2=2
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Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

6 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

6 bytter plassmed 1 fordil <60g6 <7

23



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

1 6 7 2 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Sammenlign med venstre og hoyre barn, som ligger pa plass LeftOf (1) =3 og
RightOof (1) =4

24



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

1 2 7 6 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

6 bytter plass med 2 fordi2 < 60g2 < 3

25



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

1 2 7 6 3 11 10 5 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Sammenlign med venstre og hgyre barn, som ligger pé plass Left0f (3) =7 og
RightOf(3) =8
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Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

1 2 7 5 3 11 10 6 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

6 bytter plass med 5 fordi 5 < 6 og 5 < 10

27



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

1 2 7 5 3 11 10 6 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Sammenlign med venstre og hoyre barn, som ligger pa plass LeftOf (7) = 15 og
RightOof(7) =16

28



Binzere heaps - fjern minste (eksempel)

1 2 7 5 3 11 10 6 10 4 9 29 14 28 21 19 19 15 22 23 _
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Algortimen terminerer, fordi 19 £ 6

29
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Binzere heaps - fjern minste (implementasjon)

ALGORITHM: FJERNING AV MINSTE ELEMENT FRA HEAP

Input: Etikke-tomt array A som representerer en heap med n elementer
Output: Det minste elementet fjernes og returneres
Procedure RemoveMin(A)
x < A[0]
A[O] < A.pop() // delete and return last element
i< 0
while RightOf (i) < n—1do
Jj+ifA[LeftOf(i)] < A[RightOf(i)] thenLeftOf(i) else RightOf(i)
ifA[j] > A[i] then
break
ALi1,A[3] + A[3],A[4]
i J
if LeftOf(i) <n—1 and A[LeftOf(i)] <A[i] then
| A[i],A[LeftOf(i)] « A[LeftOf(i)],A[1]
return x
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Hufman-koding

Huffman-koding brukes for & komprimere data
Du er gitt en mengde med symboler, kalt et alfabet
der hvert symbol har en gitt relativ frekvens
Vi gnsker & representere hvert symbol med en bitstreng
slik at strenger over alfabetet blir sa korte sa mulig
Vi kaller en slik mapping fra symboler til bitstrenger en enkoding

Vi kaller disse bitstrengene kodeord

31



Hufman-koding - fast lengde

Anta at vi jobber med bitstrenger av (fast) lengde n
Med n bits kan vi representere 2" forskjellige symboler

For a kunne representere m symboler trenger vi [logx(m)| bits
Med en fast lengde n og en gitt streng X

brukes det |X| - n bits for & representere den

32



Hufman-koding - variabel lengde

Som regel vil noen symboler forekomme oftere enn andre

En Huffman-koding konstrueres pé bakgrunn av den relative frekvensen til
symbolene i alfabetet, slik at

symboler som forekommer ofte representeres med en relativt kort bitstreng
symboler som forekommer sjeldent representeres med en relativt lang bitstreng

33



Hufman-koding - variabel lengde (prefiks)

Med bitstrenger av variabel lengde er det vanskeligere & vite nar et symbol
slutter og et annet begynner
For a unnga tvetydighet ma vi sorge for at ingen kodeord er prefiks av et annet

Ingen kodeord kan veere en forlengelse av et annet
Hvis 010 er et kodeord kan 0001 vaere et kodeord
Hvis 010 er et kodeord kan ikke 0101 veere et kodeord
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Huffman-koding - frekvenstabell

«det er veldig vanskelig d finne pd en eksempelsetning»

Setningen over har fglgende frekvenstabell

Symbol ad e f g ik | m
Frekvens 8 1 2 10 1 3 4 2 3 1
Med fast lengde trenger vi 5 bits for hvert symbol
Det gir 53 - 5 = 265 bits for & representere hele setningen
Med huffman-koding trenger vi bare 198 bits
Dette er optimalt

P
2

w w»
N~
N <
N

n
6 1
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Huffman-koding - Huffman treer

En Huffman-koding konstrueres ved a bygge et binzert tre
der hvert symbol i alfabetet forekommer som en lgvnode
Hver sti fra rot til lov gir opphav til et kodeord for det aktuelle symbolet

En gren mot venstre tolkes som 0
En gren mot hgyre tolkes som 1

Hver node v har en assosiert frekvens
som er gitt av summen av alle lovnoder som er etterfelgere av v sine frekvenser

Symboler som forekommer sjeldent vil ligge dypere i det Huffman-treet enn
symbolene som forekommer ofte

36



Huffman-koding - Bygge Huffman-tre (eksempel)

53
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Huffman-koding - Bygge Huffman-traer

A bygge et Huffman-tre er ganske enkelt ndr man har en prioritetskeo!
Noder i et Hufman-tre har

Et element, samt venstre og heoyre som vanlig

I tillegg en frekvens freq som nodene ordnes etter
Algoritmen er som folger:

Opprett en tom prioritetska
For hvert par av symbol og frekvens

Opprett en node (uten barn) og sett noden inn i keen
Séa lenge det er mer enn ett element i keen

Fjern de to minste nodene v og v»
Lag en ny node u der v; og v> er barn av u og u.freq = vi.freq + vo.freq
Plasser u pa keen

Til slutt returneres (den eneste) noden som ligger pa kgen
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Huffman-koding - Bygge Huffman-treer (implementasjon)

ALGORITHM: BYGGE HUFFMAN TRAR

Input: En mengde C med par (s, ) der s er et symbol og f er en frekvens
Output: Et Huffman-tre
Procedure Huffman(C)
Q < new PriorityQueue
for (s,f) € Cdo
| Insert(Q,newNode(s,f,null, null))
while Size(Q) > 1do
v1 < RemoveMin(Q)
v2 < RemoveMin(Q)
f < vi.freq+ w.freq
Insert(Q, new Node(null, f, vi, v»))
return RemoveMin(Q)
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Oversikt

I de neste tre forelesningene skal vi leere om grafer!
Grafer lar oss representere «hvordan ting henger sammen»
De er utrolig generelle og anvendelige
Denne uken dekker vi
Hva grafer er
Hvordan de representeres
Hvordan de traverseres
Hvordan de kan ordnes
I neste forelesning handler det om grafer med vekter
Hvordan finne korteste stier i en graf
Hvordan finne minimale spenntraer
I forelesningen etter dekker vi

Bikonnektivitet og separasjonsnoder
Sterkt sammenhengende komponenter



Definisjoner og terminologi




Eksempler pa grafer

Kart V) =
Bekjentskapsgrafer .\;5‘ X k .'?ik
Nettverk ')"g ":‘?‘5,%7.
Tilstander .§\§ A

=Z

Treer



En mengde med noder: {A,B,C,D,E,F, G}
e‘.a En mengde med kanter:
G @ {{A,B},{A, C},{A, D},

G {B,C},{C, D}, {C, F},
{D,E}, {E, F},{F,G}}

En graf G er definert som to mengder G = (V, E)
der V er en mengde av noder (eng: vertices) og
E er en mengde av kanter (eng: edges) mellom noder fra V

En kant er representert som en mengde som bestar av to noder {u, v}



Terminologi

Betegnelse Forklaring Eksempel
Parellelle kanter Flere enn én kant mellom to noder o0
(Enkle) lokker ~ En kant fra en node til seg selv 8—0—0
Urettet/rettet Kantene i grafen har retning O—C0Ovs O—~O
5
Vektet/uvektet Kantene har en verdi O—C0Ovws O—10

Enkel graf

Uten lokker, parallelle kanter, retning og vekt



Grafer med og uten retning

En graf kan ha rettede kanter: O—Ovs O—O
For urettede grafer skriver vi {u, v} for en kant mellom v og v
En slik kant kan «krysses i begge retninger»
For rettede grafer skriver vi (u, v) for en kant fra v til v
En slik kant kan kun felges fra v til v, men ikke fra v til u
Urettede grafer kan representeres som rettede grafer
hvor for hver kant (u, v) € E, sa finnes det en kant (v, u) € E



Veier og stier

Sti: En sekvens av noder i grafen, forbundet av kanter, der ingen noder gjentas:
A B,C,D

Vei: En sekvens av noder i grafen, forbundet av kanter, der ingen kanter gjentas:
A, B,C,A D

Ofte gnsker vi 4 finne den korteste stier mellom noder (tema for neste uke)



Sammenhengende grafer og komponenter

En graf kalles sammenhengende hvis det finnes en sti mellom alle par av noder
En graf som ikke er ssmmenhengende kan deles inn i komponenter

.
&

For rettede snakker vi om sterkt sammenhengende komponenter
Dette dekkes naermere i en senere forelesning



Sykler

En sti i med minst tre noder som forbinder forste og siste node kalles en sykel

I rettede grafer ma kantene som utgjor en sykel «peke i riktig retning»
O—0O—

En graf som ikke inneholder en sykel kalles asykliske
En urettet og asyklisk graf er et tre
En rettet og asyklisk graf er en veldig anvendelig type graf, og kalles en DAG (eng:

directed asyclic graph)
oo
O



Graden til en node

Graden til en node, deg(v), beskriver hvor mange kanter v er
koblet sammen med

I den gverste grafen til hgyre har den midterste noden grad 5
De resterende nodene har grad 1

I en rettet graf skiller man mellom inn- og ut-grad
I den nederste grafen til heyre har den midterste noden inngrad
2 og utgrad 3
De resterende nodene har utgrad 1 eller inngrad 1

° o
OO



Storrelse av grafer

I en enkel komplett graf er alle noder koblet til hverandre

En slik graf har W kanter
Dermed er antall kanter |E| i en enkel grafi O(|V|2)

Fordi O( |V\(|¥\*1)) =0O( |V|'|V2|*|V|) =O( |V|2;|V|) _ O(@) =o(|V| 2)
Kjoretidskompleksitet for grafalgoritmer er bade avhengig av |V| og |E]

Det er verdt a huske at antall kanter er begrenset av antall noder
...men ikke vice versa!

Grafer med mange kanter relativt til noder kalles ofte tette (eng: dense)
Grafer med fd kanter relativt til noder kalles ofte tynne (eng: sparse)
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Representasjon av grafer

En graf er vanligvis representert ved nabomatrise, eller en naboliste

Vi gnsker & enkelt kunne avgjore om det er en kant mellom to noder v og v
Vi vil anta at vi har tilgang pa raske mappinger og mengder
Vi skal leere mer om datastrukturer implementert med hashing senere

Tenk HashMap og HashSet fra Java
Tenk dictionary og set fra Python

Vi antar at dette gir oss konstant tid pa oppslag



Nabomatrise

ABCDTETFG
A0 1 1 100 0
B(1 01 000 0
cli 101 01 0
Dl1 0 1 0 1 0 o0
Elo o0 0o 1 0 1 o0 a
Flo o 1 0 1 0 1
G\o 0 0 0 01 0

Nabomatriser egner seg for tette grafer
Minnebruken er i O(|V|?)

De er enkle 4 implementere ved & numerere nodene i grafen fra 0 til |V| — 1
Konstant tid for & sjekke om to noder er naboer

De egner seg ikke godt ndr man trenger a finne alle naboer av en node (krever
O(|Vv]) tid)

12



Naboliste

. [B, C, D] e

wd ofjo
& ®
:[D, F] Q

[C,E, G]
- [F]

QO M mo N T >

Egner seg for tynne grafer
Minnebruken eri O(|V| + |E|)
Kan implementeres med en ordbok fra noder til lister av naboer
Listene kan erstattes med mengder dersom man trenger a kunne sjekke om to
noder er naboer i konstant tid
Egner seg nar man trenger a finne alle naboer av en node (krever O(deg(v)) tid
for en node v)

13
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Graftraversering

A traversere en graf betyr &r «gi gjennom» hele grafen
Gjerne med en spesifikk strategi
Vi kan enkelt besvare sporsmal som

Hvilke noder kan nas fra en gitt startnode s?
Hvor mange komponenter har grafen?

Vi skal se pa to traverseringer:

Dybde-forst sgk, traversering med en stack
Bredde-forst sgk, traversering med en ko

14



Dybde-forst sok

Dybde-forst sk folger en vilkdrlig sti vekk fra en gitt startnode

Nar den ikke kan finne en ubesokt node sporer den stien tilbake
I hvert ledd forsgker den & folge ubesgkte noder som leder vekk fra noden den er i

Dybde-forst sok er som regel den enkleste og raskeste traverseringen
Mest pa grunn av lavere minnebruk
Implementeres som regel med rekursjon

Men kan ogsa implementeres med en eksplisitt stack
(Rekursive kall legges pa en stack, sa dette er a erstatte en stack med en annen)

15



Dybde-forst sgk (illustrasjon)

Om = oW

stack

16
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Dybde-forst sok (rekursiv)

ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-FORST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode u og en
mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noder i G som kan nas fra u
ngyaktig én gang
Procedure DFSVisit(G, u, visited)
add uto visited
for (u,v) € E do
if v € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

ALGORITHM: FULLT REKURSIVT DYBDE-F@QRST
SOK

Input: Engraf G = (V,E)
Output: Besgker alle noder i G neyaktig én gang
dybde forst
1 Procedure DFSFull(G)
2 visited < empty set
3 for v e Vdo
4 if v &€ visited then
5 | DFSVisit(G, v, visited)

DFSVisit fra en node u besgker alle nodene i komponenten til u
DFSFull serger for at vi gér gjennom alle komponenteri G
Med nabolister tar det O(deg(uv)) tid & ga gjennom alle naboene til u

Dette gjores for alle noder, sa vi far summen av gradene til alle nodene i G
Med andre ord, vi sjekker hver kant i grafen, som er O(|E|)

I tillegg gar DFSFull gjennom alle nodene

Den totale kjoretiden blir O(|V| + |E|)

17
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Dybde-forst sgk (iterativt)

ALGORITHM: ITERATIVT DYBDE-FORST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode s og en mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noder i G som kan nés fra s ngyaktig én gang
Procedure DFSVisit(G, s, visited)
stack « singleton stack containing s
while stack is not empty do
u <+ stack.pop ()
if u &€ visited then
add uto visited
for (u,v) € E do
| stack.push(v)

Dette er en alternativimplementasjon som bruker en eksplisitt stack i stedet for
rekursjon

18



Bredde-forst sok

Bredde-forst sok besgker hele tiden den neermeste ubesgkte noden fra
startnoden

Den jobber seg lagvis gjennom grafen

Den besgker forst alle direkte naboer

Sa alle naboene sine naboer

Sa alle naboene sine naboer sine naboer

Brukes for a finne korteste stier fra en startnode til andre noder
Implementeres iterativt med en ko
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Bredde-forst sgk (illustrasjon)

queue A B C D F E G



Bredde-forst sgk (implementasjon)

ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK ALGORITHM: FULLT BREDDE-F@RST SOK
Input: Engraf G = (V, E) og en startnode s, og en Input: Engraf G = (V,E)
mengde visited med besgkte noder Output: Besgker alle noder i G ngyaktig én gang
Output: Besgker alle noder i G som kan nas fra s bredde forst
ngyaktig én gang 1 Procedure BFSFull(G)

Procedure BFSVisit(G, s, visited) 2 visited < empty set

add sto visited 3 for v e Vdo

queue < singleton queue containing s 4 ifv ¢ visited then

while queue is not empty do 5 \ BFSVisit(G, v, visited)

u < queue.dequeue ()
for (u,v) € E do
ifv ¢ visited then
add v to visited
‘ queue.enqueue (v)

I BFSVisit vil hver node vil legge alle sine naboer pa péd keen
I tillegg gar BFSFull gjennom alle nodene
Den totale kjaretiden blir O(|V| + |E|)

21



Topologisk sortering




Topologisk sortering

Topologisk sortering ordner nodene i en rettet asyklisk graf (DAG)
En avhengighetsgraf er et typisk eksempel pd en DAG

En topologisk sortering av en avhengighetsgraf gir en mulig
«gjennomferingsplan»

Grafer som representerer noe med tid er ofte DAGs

For eksempel kan nodene representere hendelser og de rettede kantene at noe
skjedde for noe annet

Hvis vi sorterer en slik graf ved hjelp av topologisk sortering far vi et mulig
hendelsesforlep

22



Topologisk ordning av emner

I figuren ser vi noen emner fra IFI

En kant tolkes som at et emne inneholder antatte IN1150  IN1000

forkunnskaper for et annet l l \

En topologisk sortering gir deg en rekkefglge pa

nodene IN2080  IN1010  IN2040
slik at du oppfyller alle forkunnskaper nar du tar kurset l

Et eksempel pa en topologisk ordning av emnene er: IN2010

IN1150, IN2080, IN1000, IN2040, IN1010, IN2010, IN3130, IN3040 / \

En annen topologisk ordning av emnene er: —— —
IN1000,IN1150, IN1010, IN2040, IN2010, IN2080, IN3130, IN3040

Merk at det kan finnes flere topologiske ordninger!
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Topologisk sortering (illustrasjon)

T
-?-
>,
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Topologisk sortering (algoritme)

Den (konseptuelt) enkleste algoritmen for topologisk sortering
Ideen er 4 finne en node med inngrad null

Sa fjerne den og alle utgdende kanter
Fortsett med neste node som na har inngrad null

Dersom det ikke gar a topologisk sortere nodene pa denne maten
sé kan vi konkludere med at grafen inneholder en sykel!

Algoritmen eri O(|V| + |E|)

25
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Topologisk sortering (implementasjon)

ALGORITHM: TOPOLOGISK SORTERING

Input: En rettet graf G = (V, E)
Output: En topologisk ordning av nodene i G
Procedure TopSort(G)
stack «+ empty stack
output < empty list
for v e Vdo
if indegree of v is 0then
| stack.push(v)
while stack is not empty do
u + stack.pop ()
append u to output
for (u,v) € E do
remove u from the incoming edges of v
if indegree of v is 0then
| addvtostack
if output| < |V/| then
| error G contains a cycle and cannot be topologically ordered
returnoutput

26



Topologisk sortering med DFS

En graf kan ogsa topologisk sorteres ved hjelp av et dybde-forst sek

Modifiser dybde-forst sgket slik at noden legges pa en stack etter alle dens naboer
er prossesert

Til slutt kan man poppe alle nodene av stacken i topologisk ordnet

Intuisjonen er at nodene med utgrad null legges forst pa stacken

Det kan veere litt vanskelig 4 overbevise seg om at det ikke spiller noen rolle
hvilken node soket starter i

27
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Topologisk sortering med DFS (implementasjon)

ALGORITHM: TOPOLOGISK SORTERING VED DFS

Input: En rettet asyklisk graf G = (V, E)
Output: En topologisk ordning av nodene i G
Procedure DFSTopSort(G)
stack <+ empty stack
visited + empty set
for uc Vdo
if u € visited then
| DFSVisit(G, u, visited, stack)
return stack

Procedure DFSVisit(G, u, visited, stack)
add v to visited

for (u,v) € E do

if v € visited then

| DFSVisit(G, v, visited, stack)
stack.push(u)
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Oversikt



Oversikt

Denne uken skal vi se pa vektede grafer
Hvordan finne den billigste veien fra én node til andre noder?
Hvordan finne den billigste maten a koble alle noder i en graf?



Korteste stier




Korteste stier

Vi gnsker a finne den korteste stien i en graf fra en gitt node til alle andre
Hvis grafen er uvektet kan bruke bredde-forst sok

queue A B C D F I G



Vektede grafer

—()
3 1

O

Bredde-forst sgk fungerer ikke pa vektede grafer

En vektet graf G = (V, E) har en assosiert vektfunksjon w
For en kant fra v til v i grafen, angir w(u, v) vekten pa kanten

En korteste stimellom s € Vogt € Verenstivy,vs,...,v,slikat
vi = s0g v, = tog > 1 w(vj, V1) er minimal

Det vil si en sti som har lavest akkumulert vekt

Vi skal se pa to algoritmer for a finne korteste stier i vektede grafer:
Dijkstra: dersom vi antar at det ikke finnes kanter med negativ vekt
Bellman-Ford: dersom vi har kanter med negativ vekt

Algoritmene fungerer bade for rettede og urettede grafer



Dijkstras algoritme for korteste stier

Input er en graf G og en startnode s
Idéen er 4 modifisere bredde-forst sgk til & ta hoyde for kantenes vekt

Vi traverserer grafen fra s med en prioritetsko som ordner noder etter avstand fra
startnoden
Vi besgker alltid den «naermeste» ubesgkte noden fra startnoden med hensyn til
akkumulert vekt

Initielt settes

avstanden fra startnoden s til s til 0
avstanden fra startnoden s til alle andre noder til co



Dijkstras algoritme for korteste stier (eksempel)

queue

dist
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Dijkstra (tradisjonell implementasjon)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER (TRADISJONELL)

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: Et map dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure Dijkstra(G, s)
queue < empty priority queue
dist < empty map
for v e Vdo
dist[v] + o
Insert(queue, v) with priority co
dist[s] + O
DecreasePriority(queue, s, 0)

while queue is not emptydo
u < RemoveMin(queue)
for (u,v) € E do
c « distfu] + w(u, v)
ifc < dist[v] then
dist[v] + ¢
DecreasePriority(queue, v, c)
returndist




Dijkstra (kjoretidsanalyse)

Anta at DecreasePriority er logaritmisk 1 ProcedureDijkstra(G, s)
.. , 2 | queue < empty priority queue
Hver node poppes av prioritetskgen €n gang ; | dist + empty map
Det koster O(|V/| - log(|V|)) fordi ‘ f°(;’1,"sf[ ‘]/ﬂ’
5 v (0.0
det er | V| noder pa prioritetskeen 6 Insert(queue, v) with priority co
RemoveMin er logaritmisk 7 | dist[s] «+ 0
v s | DecreasePriority(queue, s, 0)
Hver kant besegkes ngyaktig én gang . YRARERS, =
Det koster O(‘E’ . |og(| V‘ )) fordi 10 | while queue 1’5', not empty do
. . . 1 u < RemoveMin(queue)
fra hver kant kaller vi DecreasePriority ,, for (u,v) € E do
DecreasePriority er logaritmisk 13 ¢ + distfu] + w(u, v)
1 ifc < dist[v] then

Til sammen har vi O((|V| + |E|) - log(|V])) s dist[v] « ¢
Kan forenkles til O(|E| - log(|V/|)) hvis N DecreasePriority(queue, v, c)

17 | returndist
grafen er ssmmenhengende
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Dijkstra (implementasjon uten DecreasePriority)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet og sammenhengende graf G = (V/, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: Et map dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G

Procedure Dijkstra(G, s)

dist < empty map with co as default

queue < singleton priority queue containing s with priority 0

dist[s] + O

while queue is not empty do
u < RemoveMin(queue)
for (u,v) € E do
c « distfu] + w(u, v)
ifc < dist[v] then
dist[v] + ¢
Insert(queue, v) with priority c
returndist




Negative vekter

Dijkstra kan gi feil svar for grafer med negative vekter fordi den er «gradig»
En gradig algoritme gar uti fra at den forste lgsningen er det beste

Dersom grafen inneholder negative sykler finnes det ingen korteste sti
Fordi det alltid lenner seg & ta en runde til i en negativ sykel

Bellman-Ford finner korteste sti i grafer med negative vekter
eller oppdager negative sykler



Bellman-Ford

En sti kan ikke inneholde mer enn |V| — 1 kanter
En vei med |V/| kanter m4 inneholde en sykel

Algoritmen oppdaterer estimert avstand for alle noder «<mange nok» ganger
|V| — 1 er mange nok ganger!

Hvis en node far en lavere estimert avstand etter |V| — 1 iterasjoner
sd inneholder G en negativ sykel

10
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Bellman-Ford (implementasjon)

ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: Et map dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure BellmanFord (G, s)

dist < empty map with co as default

dist[s] =0

repeat |V| — 1 times
for (u,v) € E do
c « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
| dist[v]<+c

for (u,v) € E do
c « distfu] + w(u, v)
ifc < dist[v] then
| error G contains a negative cycle
returndist

Denne gar gjennom alle
kanter | V| ganger

Det gir O(|V| - |E])
Dette kan forenkles til
o(IV]3)
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Korteste stier i DAGs

Hvis G er en rettet asyklisk graf (DAG), kan vi finne korteste stier i O(|V/| + |E|)
Korteste sti til en node v € V kan ikke pavirkes av en etterfelger v € V
Fordi grafen ikke kan inneholde sykler

Vi besgker nodene i topologisk sortert rekkefolge
Nar u € V besgkes vet vi at alle noder som kan pévirke den er ferdig prosessert

ALGORITHM: KORTESTE STIER I EN DAG

Input: En vektet, asyklisk graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: Et map dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G

Procedure DAGShortestPaths (G, s)

dist < empty map with co as default

dist[s] =0

for u € TopSort(G) do
for (u,v) € E do
c + distfu] + w(y,v)
ifc < dist[v] then
| dist[v] <+ c
returndist

12



Minimale spenntraer




Traer

Alle treer er grafer, men ikke alle grafer er traer
En sammenhengende, urettet og asyklisk grat G = (V, E) er et tre

Et slik tre har neyaktig |V/| — 1 kanter
A legge til en kant i et tre vil fore til en sykel

En enkel graf der hver komponent er et tre kalles en skog

13



Spenntreer

Et spenntre av en sammenhengende og urettet graf G = (Vg, Eg) er et tre
T =(Vr,E7),der Vr = Vg og ET C Eg

Det vil si et tre som bestar av de samme nodene og et utvalg av kantene

Vi har sett spenntreer fra bredde-forst sgk og Dijkstra allerede

14



Minimale spenntraer

Nar G er urettet og vektet er vi ofte interessert i & finne minimale spenntraer

Et eksempel er & koble sammen hustander med nettverkskabler billigst mulig

Gitt en graf G er T et minimalt spenntre for G hvis ingen andre spenntreer for G
har mindre total vekt

Legg merke til at det kan finnes flere minimale spenntreer for samme graf
(For eksempel hvis alle kantene har samme vekt)

15



Prims algoritme for minimale spenntraer

Prims algoritme bygger opp et minimalt spenntre T gradig
Vi velger vi en vilkarlig startnode til 4 veere det uferdige spenntreet T
Vi velger neste kant til & veere den kanten med minst vekt som sammenkobler
en node fra T og en node som ikkeeri T
I likhet med Dijkstra bruker vi en prioritetsko
Her prioriterer vi nodene etter vekten pa kanten
snarere enn den akkumulerte vekten av stien sa langt (som vi gjorde for Dijkstra)

16
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Prims algoritme for minimale spenntraer (implementasjon)

ALGORITHM: PRIMS ALGORITME FOR MINIMALE SPENNTRAR

Input: En sammenhengende, vektet, urettet graf G = (V, E) med vektfunksjon w
Output: Et minimalt spenntre for G
Procedure Prim(G)
queue < empty priority queue
parents < empty map
Insert(queue, (null,s)) with priority O, for some arbitrary s € V/
while queue is not empty do
(p, u) + RemoveMin(queue)
if u & parents then
parentsfu] < p
for (u,v) € Edo
| Insert(queue, (u,v)) with priority w(u,v)
return parents

Kjoretidskompleksiteten er den samme som Dijkstra: O(|E|

~log(|V1))

17



Kruskals algoritme for minimale spenntraer

Kruskals algoritme for minimale spenntreer er i gradig, i likhet med Prim

I motsetning til Prim bygger ikke Kruskal opp ett spenntre, men en spennskog
En spennskog er flere traer (eller en mengde med traer)

Hvis G er ssmmenhengende vil Kruskal returnere ett spenntre

Hvis G bestar av flere komponenter returnerer Kruskal ett spenntre for hver
komponent

18



Kruskals algoritme for minimale spenntreer (illustrasjon)

19



Boruvkas

En siste algoritme for minimale spenntraer er Bortivkas
I likhet med Kruskal gir den et minimalt spenntre for hver komponent i grafen
Den gdr ut pa & anse hver node i grafen som et eget lite tre
Disse traerene utgjor en skog
For alle traerene, velg den billigste kanten som forbinder treet med et annet

Algoritmen terminerer nar det ikke lenger finnes kanter som forbinder
forskjellige treer

20



Bortvkas (eksempel)

20
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Oversikt

Siste uke med grafer

Vi skal leere hva det vil si at en graf er 2-sammenhengende
og hvordan vi effektivt sjekker om den er 2-sammenhengende

Vi skal leere hva de sterkt sammenhengende komponentene av en graf er
og hvordan vi effektivt finner dem



2-sammenhengende grafer




Sammenhengende

En graf kalles sammenhengende hvis det finnes en sti mellom alle par av noder

En graf som ikke er ssmmenhengende kan deles inn i komponenter

Vi kan sjekke om en urettet graf er sammenhengende med et dybde forst sek

Grafen er sammenhengende hvis DFSV1isit besgker alle noder i grafen
Dette eri O(|E|)



2-sammenhengende grafer

En graf G = (V, E) er 2-sammenhengende hvis G forblir ssmmenhengende selv
hvis en hvilken som helst node v € V fjernes fra G
Sagt annerledes, det finnes to distinkte stier mellom hver par av noder
To stier mellom v og v er distinkte dersom de ikke deler noen kanter eller noder
utenom u og v

Mer generelt sier vi at en graf er k-sammenhengende dersom grafen forblir
sammenhengende hvis man fjerner faerre enn k noder
Dette er et nyttig begrep i anvendelser der det er et enske om redundans

I et nettverk betyr det at en hvilken som helst maskin kan ga ned, og pakker vil
fremdeles né frem

Hos Ruter kan det bety at det kan veere full stans rundt en holdeplass, men at det
finnes en alternativ rute for alle reisende



En 2-sammenhengende graf (eksempel)
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Er G 2-sammenhengende? (naiv)

Definisjonen gir opphav til en enkel (men ineffektiv) lesning

ALGORITHM: NAIV ALGORITME FOR A SJEKKE OM EN GRAF ER 2-SAMMENHENGENDE

Input: En sammenhengende graf G = (V, E)
Output: Gir true hvis grafen er 2-sammenhengende, false ellers
Procedure IsBiconnectedNaive(G)
for v e Vdo
G' = (V',E’) + G with v removed
visited + empty set
u < any vertexu € V'
DFSVisit(G’,u,visited)
if visited # V' then
| returnfalse
return true

Algoritmen eri O(|V| - (|V| + |E]))
som kan forenkles til O(|V|3)



Separasjonsnoder

Intuitivt er en separasjonsnode en node som holder grafen sammenhengende

Hvis en separasjonsnode fjernes, sa far grafen flere komponenter
Dersom alle stier mellom to noder gér gjennom den samme noden v € V, sa er
v en separasjonsnode

Vi skal se en algoritme som finner alle separasjonsnoderi O(|V/| + |E|)
Da far vi ogsa en effektiv algoritme for & sjekke om en graf er 2-sammenhengende



Separasjonsnoder fra DFS

Vi gjor et dybde-forst sok, som gir opphav til
et spenntre T
Dersom vi gikk fra v til v i sgket lager vi en
kant fra v til v i treet (discovery-edge)

I tillegg holder vi styr pa hvilke noder som

kan nas som allerede er oppdaget

(back-edge)

En node v er en separasjonsnode hvis:
uverroti T og har mer enn ett barn, eller
u ikke er roten, og har et barn v, slik at
ingen etterkommere av v (inkludert v selv)
har en back-edge til en forgjenger av u




Finn separasjonsnoder fra DFS med depth og low

Vi gjor et dybde-forst sek
For hver node v noterer vi:
depthlu] dybdentilui T
low[u] den laveste dybden som kan
nas ved a folge én eller flere
etterkommere av v og
maksimalt én tilbakekant

Dersom depth[u] < low|v], der v er et
barn av u, sd er u en separasjonsnode
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Finn separasjonsnoder

ALGORITHM: FINN ALLE SEPARASJONSNODER I EN SAMMENHENGENDE GRAF

Input: En graf sammenhengende G = (V, E)
Output: Returnerer alle separasjonsnoderi G
depth < empty map

low +— empty map

seps < empty set

Procedure SeparationVertices(G) 19 Procedure SepRec(G, p, u, d)
s < choose arbitrary vertex from V 20 depth[u] + d
depth[s] + 0 21 Tow[u] « d
Tlow[s] < 0 22
children <+ 0 23 for (u,v) € E do
24 if v = pthen
for (s,u) € E do 25 | continue
if u ¢ depth then 26 if v € depth then
SepRec(G, s, u, 1) 27 Tow[u] < min(low[u], depth[v])
children < children+1 28 continue
29
if children > 1 then 30 SepRec(G, u, v, d+1)
| addsto seps 31 Tow[u] + min(low[u], Low[v])
return seps 32 if d < low[v] then
33 | add uto seps




Er G 2-sammenhengende?

ALGORITHM: ER GRAFEN 2-SAMMENHENGENDE?

Input: En sammenhengende graf G = (V, E)

Output: Gir true hvis grafen er 2-sammenhengende, false ellers
1 Procedure IsBiconnected(G)
2 return SeparationVertices(G) is empty

10



Sterkt sammenhengende komponenter




Sterkt ssmmenhengende komponenter

Y oo

En rettet graf er sterkt sammenhengende dersom det finnes en sti mellom alle
par av noder
En sterkt sammenhengende komponent er en delgraf slik at

Det finnes en sti mellom alle par av noder i komponenten

Komponenten er maksimal

Intuitivt kan vi tenke pa en sterkt ssmmenhengende komponent som en sykel



Den reverserte grafen

Vi sier at den reverserte grafen til G er den grafen hvor alle kanter er snudd

Hvis G = (V, E) siervi at G, = (V, E,) er den reverserte grafen
Hvis (u,v) € Esaer (v,u) € E,

G G,

N y N

Grafen G og dens reverserte graf G, har alltid de samme sterkt
sammenhengende komponentene!

12
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Reverser graf

ALGORITHM: REVERSER EN GITT GRAF

Input: Engraf G = (V,E)
Output: Returner den reverserte grafen G, = (V, E,)
Procedure ReverseGraph(G)
E, < empty set
for (u,v) € E do
| add (v, u)to E
return (V, E/)

13



Finne sterkt ssmmenhengende komponenter

G G,

N y N

Vi kan finne den sterkt sammenhengende komponenten til en node v ved a
Finne alle noder som kan nds fravi G
Finne alle noder som kan nas fravi G,
Nodene som kunne nds i bade G og G, utgjer den sterkt sammenhengende
komponenten til v

Dette er en algoritme i O(|V/| - (|V| + |E]))
Vi er en liten innsikt unna & fa dette ned til O(| V| + |E|)

14



Komponentgrafen

A

Ved a anse hver sterkt sammenhengende komponent som en enkelt node, sa far
vi det vi kaller for komponentgrafen

Komponentgrafen er garantert & ikke inneholde noen sykel (er asyklisk)

Observer at noder i den topologisk siste komponenten kan ikke néd noen andre
komponenter!

15



Topologisk ordning av den underliggende komponentgrafen

En graf som inneholder sykler har ingen topologisk ordning

Hvis vi bruker DFSTopSort, far vi nodene i en rekkefolge som respekterer
ordningen av den underliggende komponentgrafen

Den siste noden som blir prossesert i et dybde-forst sok er topologisk forst
Den topologisk forste noden er den topologisk siste noden i den reverserte grafen

Ved a utforske noder i den motsatt topologisk rekkefolge, s er vi garantert &
ikke krysse komponentgrenser

16



Kosaraju

Algoritmen kan i korte trekk beskrives slik:
1. Gjor et (fullt) dybde-forst sgk i en graf G, der hver node legges pa en stack etter
alle naboer er besgkt (DFSTopSort)
2. Konstruer den reverserte grafen G,
3. Gjor et nytt (fullt) dybde-forst sgk pa G,, der det rekkefolgen i det fulle dybde-forst
soket er diktert av stacken fra det forste soket.

17



Kosaraju (eksempel)
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Sterkt ssmmenhengende komponenter

ALGORITHM: FINN DE STERKT SAMMENHENGENDE KOMPONENETENE AV EN GRAF

Input: Enrettetgraf G = (V, E)
Output: Returner de sterkt sammenhengende komponenetene til G
Procedure StronglyConnectedComponents(G)
stack < DFSTopSort(G)
G, < ReverseGraph(G)
visited + empty set
components < empty set
while stack is not emptydo
u <+ stack.pop ()
if u &€ visited then
component <+ empty set
DFSVisit(G,, u, visited, component)
add component to components
return components
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Oppsummering




Hovedtemaene vi har sett pa

Binaersegk

Bineaere soketraer
Selvbalanserte sgketraer
Bingeere heaps

Generelle treer

Grafer



Temaer fremover

Litt mer grafer

Sortering

Hashing

Litt om beregnbarhet og kompleksitet



Felles for alle temaer

Vi bryr kjeretidskompleksitet

Dette er effektivitet «i det store bildet»
Verktgyet vi bruker for a snakke om kjgretidskompleksitet er O-notasjon
Vi bryr oss ikke om spesifikke programmeringssprak

Vi snakker heller om generelle teknikker for & lase problemer
En annen mate & si det samme er at vi heller snakker om algoritmer
Disse teknikkene kan overfgres til et hvilket som helst programmeringssprak

Verktoyet vi bruker for & beskrive algoritmer er pseudokode



Litt om O-notasjon




O-notasjon er relativt

Det er vanskelig & snakke om den konkrete kjoretiden til et program
Hvor rask er datamaskinen?
Hvor effektiv maskinkode genererer kompilatoren?
Hva annet kjores pa datamaskinen i gyeblikket programmet kjorer?
Hvilket tiar er vi i?

Den konkrete kjoretiden er et eksperiment

Man kan trekke verdifull informasjon fra et eksperiment
Men det er skummelt & trekke slutninger pa bakgrunn av et eksperiment

O-notasjon lar oss si noe mer generelt
Kjoretidskompleksiteten til en algoritme var den samme i 1960 som i 2021
O-notasjon gir oss dette gennom & si noe relativt, og ikke absolutt

Konkret kjoretid er absolutt
O-notasjon relaterer storrelsen pa input og antall steg



O-notasjon handler om vekst

En algoritme tar alltid utgangspunkt i null eller flere input
og produserer et output som er relatert til input
Spersmalet vi er interessert i er

hva er et gvre estimat for hvor lang tid algoritmen bruker
der vi kan skalere tiden med en konstant

Konstanten kan fange opp mange ulike momenter
for eksempel hastigheten pa maskinen og antall instruksjoner



Eksempel: 50-tallet vs. 2020

Anta at vi kjerer pa en UNIVAC I (1951)

Den kan kjore ca. 2000 instruksjoner per sekund
Den utforer et binzersgk pé et sortert array med n elementer

Anta at vi kjorer pa en Raspberry Pi

Den kan kjgre ca. 4000000000 (altsa 4 - 10°) instruksjoner per sekund
Det vil si den er to millioner ganger raskere enn UNIVAC I!
Den utforer et rett-frem sgk pa et sortert array med n elementer

Vi antar at bineerseket kan gjeres med 50 - log,(n) instruksjoner
Vi antar at rett-frem sgket kan gjores med 20 - n instruksjoner

Hvor stor ma n veere for du heller vil beregne pa en maskin fra 50-tallet?
Ca. 150000000, altsa 150 millioner (se graf)


https://en.wikipedia.org/wiki/UNIVAC_I
https://en.wikipedia.org/wiki/Raspberry_Pi
https://www.desmos.com/calculator/e8peixz4tl

Hva er poenget med O-notasjon?

Eksempelet fra forrige slide illustrerer hvordan O-notasjon sier noe
grunnleggende
Kjoretidskompleksiteten er relevant, selv i mgte med 70 ar med teknologisk
utvikling

I eksemplet har vi store konstantfaktorer, der vi ser at

50 ey < 20
— n —— n
2000 82 4109

bare vi lar n bli stor nok (ca. 150 millioner)
Det sier noe om hvorfor O(log(n)) er vesentlig forskjellig fra O(n)

Vi kunne fortalt samme historie dersom

UNIVAC I kjorte et program i O(n)
og Raspberry Pi kjorte et program i O(n?)
Da ville UNIVAC I tatt igjen Raspberry Pi nar n ble storre enn 5 millioner



Hvorfor O-notasjon er enkelt
O-notasjon lar oss ignorere konstantfaktorer

O-notasjon lar oss kun fokusere pa det storste leddet
Dette gjor at vi slipper unna utrolig mye utregning
I konteksten av IN2010 ma vi for en inputsterrelse n leere & skille mellom

O(1) konstant tid
O(log(n))  logaritmisk tid
O(n) lineeer tid
O(nlog(n)) logaritmisk tid
O(n?) kvadratisk tid
O(n¥) polynomiell tid
o(2") eksponensiell tid

Og gjore dette for hvert input
(i tilfellet hvor vi har en algoritme som er avhengig av mer enn ett input)



Litt om pseudokode




Pseudokode er formidling

Pseudokode er ikke et leringsmdl i seg selv for IN2010
Det er et verktoy for 4 kunne formidle egen forstaelse
Pseudokoden er god dersom en (kvalifisert) leser forstér den

Vi kan se for oss at pseudokode ligger langs en skala:

Python/Java o Naturlig sprak
Slideren er posisjonert veldig omtrentlig der vi ensker (ta det med en klype salt)
Gode eksempler finnes i slidene fra forelesning, boka og wikipedia



Pseudokode - Dos & don’ts

Gjor dette

Bruk innrykk
Bruk kontrollstrukturer
if, while, etc.
Bruk fornuftige variabelnavn
evt. forklar navnene i teksten rundt
Ver konsekvent
Veer presis
Veer konsis

Ikke gjor dette

Ikke importer biblioteker
bruk antagelser i stedet

Ikke veer vag

Ikke veer sprakspesifikk
Slicing i Python
System.out.println
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Pseudokode - Bittelitt om navngivning

Vi foretrekker ofte (men ikke alltid) konsise variabelnavn
I konteksten av IN2010 er det fordi vi ofte jobber med veldig generelle ting
Her er to heuristikker for variabelnavn:
1. Lengden pa navnet ber veere proporsjonalt med stgrrelsen av skopet
2. Lengden pa navnet bor veere proporsjonalt med antall antagelser om variabelen
Variabelnavnet x er veldig fint dersom prosedyren fungerer uansett hva x er
Variabelnavnet s er veldig fint dersom prosedyren fungerer pa alle strenger

Variabelnavnene i, j, k er gode navn pa tellere
Verdien av lange variabelnavn dukker opp nar

det er viktig informasjon & formidle om verdien som er bundet til variabelen
dersom variabelen brukes «langt unna» der den ble definert
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Oversikt

Vi skal leere om hashing

Dette er den underliggende teknikken som gir oss hashmaps og hashsets
Sveert effektive ordbgker og mengder

Vi ensker & bruke arrayer som underliggende datastruktur

Hashing kan brytes opp i tre problemer

1. gjore en vilkarlig verdi om til et tall som brukes som en indeks
2. hvordan héndtere to verdier som far samme indeks
3. opprettholde en ideell storrelse pa arrayet

Malet er a fa effektiv innsetting, oppslag og sletting



Map



Map

Et map, helt generelt, assosierer en ngkkel med neyaktig én verdi
M,

Den abstrakte datatypen for maps krever at vi kan
sette inn: Mp.put(C], e)
sla opp: Mp.get(Od) — o
slette: M,.remove(O)
M>.get(O) — 7



Hashmap

Et hashmap er en mate a4 materialisere den abstrakte datatypen map

Vi bruker kun et enkelt array A, sammen med en hashfunksjon h
Hashfunksjonen konverterer en nokkel k til et tall i der 0 < i < |A|
Vi kaller denne konverteringen for «a hashe»
Som regel finnes det utrolig mange mulige nekler
Det finnes for eksempel uendelig mange forskjellige strenger
Det er umulig a koke uendelig mange ting ned til |A| tall
uansett hva sterrelsen pa A er
Derfor vil vi {4 kollisjoner
Altsd at to ulike ngkler blir konvertert til det samme tallet /

Vi skal se pé to mater a handtere kollisjoner pa



Hashfunksjoner




Hashfunksjoner

En funksjon returner samme output for et gitt input hver gang
Altsd er mange prosedyrer og metoder ikke funksjoner
En hashfunksjon h

far en nokkel k og et positivt heltall N som input
og returnerer et positivt heltall slik at 0 < h(k, N) < N

Den ma4 veere konsistent (altsa vaere en funksjon)
Samme input gir alltid samme output

Den ma gi fa kollisjoner (altsa veere godt distribuert)
Ulike input ber hashe til ulike output sa ofte som mulig

Ulike datatyper krever ulike hashfunksjoner



-

-

Hashfunksjoner - Eksempler pa darlige hashfunksjoner

ALGORITHM: EN INKONSISTENT HASHFUNKSJON

Input: En negkkel k og et positivt heltall N
Output: Etheltall jslikat0 < i< N
Procedure Inconsistent(k, N)

| returnRandom(0, N — 1)

Tilfeldige verdier er ideelt for 4 unnga kollisjoner, men dette er ikke en
funksjon!

ALGORITHM: EN DARLIG DISTRIBUERT HASHFUNKSJON

Input: En nokkel k og et positivt heltall N
Output: Etheltall i slikat0 < i < N
Procedure Collider(k, N)

| returno

Denne hashfunksjonen er konsistent, men alt kolliderer med alt!
Vi gnsker funksjoner som ikke lider av noen av disse problemene



1
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Distribusjon: strenger

For & hashe en streng kan vi se pa hver bokstav som et tall

ALGORITHM: EN LITT DARLIG HASHFUNKSJON PA STRENGER

Input: En streng s og et positivt heltall N
Output: Etheltall hslikat0 < h < N
Procedure HashStringBad(s, N)
h+0
for every letter c in sdo
| h<« h+charToInt(c)
return h mod N

Her summerer vi alle tallverdiene for bokstavene
Til slutt returnerer vi denne summen modulo N

Denne er konsistent og kan distribuere greit

Hvorfor er den allikevel ikke god i praksis?
Hint:ta+b=b+a
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Distribusjon: strenger

Vi fortsetter med samme idé, men introduserer litt mer kaos!

ALGORITHM: EN GOD HASHFUNKSJON PA STRENGER

Input: En streng s og et positivt heltall N
Output: Etheltall hslikat0 < h < N
Procedure HashString(s, N)
h<+0
for every letter c in sdo
| h<31-h+charToInt(c)
return h mod N

Denne er konsistent og distribuerer ganske godt!
Det er hashfunksjonen som brukes i Java


https://hg.openjdk.java.net/jdk7u/jdk7u6/jdk/file/8c2c5d63a17e/src/share/classes/java/lang/String.java#l1445

Distribusjon: HashStringBad vs HashString

La oss hashe alle ordene i en ordbok
(den som ligger her pa mange maskiner: /usr/share/dict/words)

Den inneholder 235886 ord
Vi kan teste hvor mange kollisjoner vi far for ulike verdier av N

Hvis vi lar N = 235886 sa far vi at

HashStringBad("algorithm", N) hasher til 967, og kolliderer med 577 andre

ord

HashString("algorithm", N) hasher til 184369, og kolliderer med ett annet ord
Vi skal se illustrasjoner som viser resultatene av a bruke hver hashfunksjon pa
alle orene i ordboken for ulike verdier av N



Distribusjon: HashStringBad vs HashString (N=100)

HashStringBad HashString

Hver prikk svarer til tallene 0,1,..., N — 1
Nér et ord hasher til et tall /, sd blir fargen til den /-te prikken litt sterkere



Distribusjon: HashStringBad vs HashString (N=400)

HashStringBad HashString
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Distribusjon: HashStringBad vs HashString (N=1024)

HashStringBad HashString



Distribusjon: HashStringBad vs HashString (N=2500)

HashStringBad HashString

12



Distribusjon: HashStringBad vs HashString (N=4096)

HashStringBad HashString

13
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Kollisjonshindtering

Ved «Separate chaining» lar vi hver plass i arrayet peke til en «bgtte»

Vi tar utgangspunkt i at hver botte veere en lenket liste
(Man kan for eksempel heller bruke binaere sgketraer)

Ved «Linear probing» bruker vi kun arrayet

Ved kollisjoner ser vi etter neste ledige plass i arrayet
Dette er enkelt, men ved sletting ma vi tenke oss litt om

I denne seksjonen antar vi at:

A er et array med storrelse N
A inneholder mindre enn N elementer

14



Kollisjonshdndtering - Separate chaining

Innsetting: gitt en nekkel k som hasher til /, og en verdi v

1. LaB+ A[1]
2. Hvis B er null, opprett en liste og sett inn (k, v)
3. Ellers settes (k, v) inn pa slutten av B

Hvis det finnes en node med nekkel k pa veien, erstattes verdien med v

Oppslag: gitt en ngkkel k som hasher til /

1. LaB <« A[1]

2. Hvis B er null, returner null

3. Hvis ikke, slé opp pa nokkelen ki B
Sletting: gitt en nokkel k som hasher til /

1. LaB <« A[1]

2. Hyvis B er null, returner

3. Huvis ikke, slett noden med ngkkelen ki B

15



Kollisjonshandtering — Separate chaining (eksempel)

h(k, 10) k: DATASTRUKIEBURER
h(k,10): 309089700907 47

NHMHE<aHLPIOWOoOZZERT " IORETOW >
NAEWNHROOVONAUEWNHOWVONOU B WN = O
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Kollisjonshéndtering - Linear probing

Innsetting: gitt en ngkkel k som hasher til /, og en verdi v
1. Hvis A[1] er null, settinn (k, v) pa plass i/ og returner
2. Hvis nekkelen til A[i] er k, settinn (k, v) pa plass i og returner
3. Gatil neste plass (i - i + 1 mod N) og ga til steg 1
Oppslag: gitt en ngkkel k som hasher til i
1. Hvis A[i] er null, returner null
2. Hvis ngkkelen til A[1] er k, returner verdien pa A[1]
3. Gatil neste plass (i - i + 1 mod N) og ga til steg 1
Sletting: gitt en nekkel k som hasher til /
1. Hvis A[i] er null, returner null
2. Hvis negkkelen pa A[1] er ulik k, gé til steg 1 med (i < 7 + 1 mod N)
3. Hvis ngkkelen pa A[1i] erlik k, sett A[ 7] til null
4. Tett hullet

17



Kollisjonshdndtering - Linear probing (tett hullet)

Etter fjerning ma vi passe pa at vi tetter eventuelle hull
Husk at alle algoritmene for linear probing terminerer ved tomme plasser
Derfor kan vi miste elementer hvis vi ikke tetter hullet
Vi har to strategier:
1. Markér plassen som slettet

Ved sek vil vi ikke stoppe pa markerte felter
Ved innsetting vil vi anse markerte felter som ledig
Merkene forsvinner ved neste rehash (se neste seksjon)

2. Hvis hullet er pé plass i, tett hullet (uten juks)

Sok etter en ngkkel som hasher til j eller tidligere

Hvis treffer en null, kan vi avslutte

Finner vi en slik ngkkel flyttes den (sammen med verdien) til plass i
Sa ma vi tette det nye hullet pA samme mate

18



Effektivitet



Effektivitet — Load factor

For at et hashmap skal veere effektivt ma vi velge en god sterrelse pé arrayet
Dersom arrayet er lite (i forhold til antall elementer) vil vi kunne
for separate chaining fé lange lister, som bruker linezer tid pa alle operasjoner
for linear probing fa lange segmenter uten hull, som igjen gir linezer tid
Dersom arrayet er for stort, slgser vi med plass

Load factor angir forholdet mellom antall elementer n i hashmappen og
storrelsen pd arrayet N

altsé er load factor gitt ved

A finne en ideell load factor bor avgjeres eksperimentelt

men antageligvis ligger den mellom 1 og 2
altsa bgr arrayet holdes litt mer en halvfullt

19



Effektivitet - Rehashing

Dersom arrayet blir for fullt (altsé for hey load factor) gjer vi rehashing
Det betyr a:

1. lage et storre array
2. sette inn alle elementene fra det forrige arrayet

Det samme kan man gjore dersom arrayet blir for tomt
Ofte gjor man ikke det i praksis

20



En uformell kjoretidsanalyse

Ved 4 gjore en ordinzer kjoretidsanalyse vil vi se pa hvor mange steg
algoritmene vil bruke i verste tilfelle
For hashmap gir en slik analyse linezer tid pa alle operasjoner

Det holder & anta at alle ngkler hasher til samme tall
Separate chaining oppferer seg da som lenkede lister
Linear probing oppferer seg som uordnede arrayer

Alikevel pastar vi at hashmaps er svert effektive

Dette er en indikasjon pa at en verste tilfelle O-analyse ikke gir et godt bilde av
effektiviteten av hashmaps

For hashmaps bruker vi noe som kalles forventet amortisert kjoretidsanalyse

A gjore forventet amortisert kjoretidsanalyse er ikke pensum i IN2010
Men vi skal vite hva det betyr i konteksten av hashing

21



En uformell (forventet) kjoretidsanalyse

La oss anta at vi har en god hashfunksjon som gir en uniformt tilfeldig fordeling
Vi gnsker & vise at sjansen er forsvinnende liten for at mange elementer hasher
til samme posisjon

Sjansen for at en nokkel k hasher til i er &
Sjansen for at vi har mange nekler ki, ko, . . ., k,, som alle hasher til / blir

PR S -
1 1 1 /(1
N N N \N

Dette tallet blir forsvinnende lite nér m vokser
Generelt er sjansen for kollisjoner liten sd lenge det er god plass i arrayet
Ethvert som arrayet fylles opp, sé eker sjansen for kollisjoner
Sjansen for at kollisjonene oppstar pa de samme posisjonene er fremdeles liten
Oppslag og sletting er forventet O(1)
Innsetting er forventet amortisert O(1)



En uformell (amortisert) kjoretidsanalyse

Nar arrayet blir for fullt gjer vi en rehash
Altsa, konstruerer et nytt array og setter inn alle elementene pa nytt
Dette er definitivt lineaer tid!

Innsettingen som fordrsaker en rehash er linezer tid
Dette kan ses pa som verste tilfelle
I amortisert kjoretidsanalyse ser vi heller pa alle innsettingene som ledet opp til en
rehash under ett
Anta at en rehash skjer etter n innsettinger
der hver innsetting frem til rehashen bruker O(1) steg
Anta videre at en rehash bruker ¢ - n steg, der c er en konstant
Vi kan na fordele kostnaden av rehashen pa alle innsettingene

Altsa kan vi si at hver innsetting gjorde c ekstra steg
Hver innsetting bruker fremdeles konstant tid, siden O(1 + ¢) = O(1)

Merk at innsetting i hashmaps vil veere inneffektiv en sjelden gang
Dette kan veere en viktig a veere klar over for sanntidsapplikasjoner

23



Effektivitet

Hashmaps er utrolig raske i praksis, og ekstremt anvendelige

I en verste tilfelle analyse har de O(n) pa alle operasjoner

Men dersom man antar en god hashfunksjon far vi forventet amortisert O(1)
Rehashing tar O(n) tid, men det skjer sjeldent
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Litt mer om sortering




Litt mer om sortering

Vi har sett pa fire sorteringsalgoritmer tidligere
Denne uken skal vi se fire nye
Men forst skal vi leere to nye begreper



Stabilitet

Ofte sorterer vi pa nokler
for eksempel kan man sortere et person-objekt etter navn
En sorteringsalgoritme kalles stabil dersom

for alle elementer x, y med samme ngkkel k
hvis x forekom fer y for sortering
sd forekommer x for y etter sortering

Om en sorteringsalgoritme er stabil kan veere implementasjonsavhengig



In-place

En algoritme er in-place dersom den ikke bruker ekstra datastrukturer
A mellomlagre resultater i en annen datastruktur er ikke in-place
I konteksten av sorteringsalgoritmer betyr det at algortimen bruker O(1) minne
Av algoritmene vi har sett til na er Bubble, Selection og Insertion in-place
Men Merge er ikke in-place.



Heapsort



Heapsort - Idé

3%: S

‘:H‘_—:‘

A=
SnisAmT= A== =a

Idéen bak heapsort er & bygge en heap og poppe elementer av heapen
Fordi en heap kan implementeres med et array, gjor vi arrayet om til en heap

Litt mer presist skal vi

1. gjor arrayet om til en max-heap

2. laiveere n — 1 der n er sterrelsen pa arrayet

3. pop fra max-heapen og plasser elementet pa plass i
4. senk i og ga til 3. frem til / blir 0



Heapsort - Bygge en max-heap

Vi trenger 4 kunne gjore et array om til en max-heap
En max-heap er en heap der hver node er storre enn begge barna

I motsetning til en min-heap der hver node er mindre enn begge barna
En node svarer til en posisjon i arrayet

der roten ligger pa plass 0,
venstre barn for noden pa plass i ligger pa plass 2/ + 1
og hgyre barn for noden pa plass i ligger pa plass 2/ + 2

BuildMaxHeap gjor et array om til en max-heap

Den starter i midten av arrayet og jobber seg mot venstre

Den bytter plass pa foreldre- og barnenoder rekursivt der foreldrenoden er
mindre enn (minst) en av barnenodene

Etter siste iterasjon vil det storste elementet ligge i roten, og alle foreldrenoder er
starre (eller lik) begge barnenoder



Heapsort - Bygge en max-heap (eksempel)
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Heapsort - Bygge en max-heap (implementasjon)

ALGORITHM: HJELPEPROSEDYRE FOR A BYGGE EN MAX- ALGORITHM: BYGG EN MAX-HEAP

HEAP Input: Etarray A med n elementer
Output: A som en max-heap
Procedure BuildMaxHeap(A, n)

2 for i < [n/2] down to 0Odo

Input: En (uferdig) heap A med n elementer der / er roten
Output: En mindre uferdig heap
1 Procedure BubbleDown(A, i, n)

[

2 largest < i BubbleDown(A, i, n)
3 left < 2i + 1

4 right < 2i + 2

5

6 if left < n and A[largest] < A[left] then

7 | largest, left < left, largest

8

9 if right <n and A[largest] < A[right] then
10 ‘ largest, right < right, largest

n

2 if i # largest then

13 A[i],A[largest] «< A[largest],A[1i]

1 BubbleDown (A, largest, n)




1

[ I U )

Heapsort - Implementasjon

ALGORITHM: HEAPSORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure HeapSort(A)
BuildMaxHeap(A, n)
fori< n—1 down to Odo
A[O],A[i] + A[i],A[6]
BubbleDown(A, 0, i)




Heapsort - Kjoretidsanalyse (BubbleDown)

Merk at linje 2-13 er konstanttidsoperasjoner Algorithm: Hjelpeprosedyre for & bygge en max-heap
o . P di BubbleD A,
Vi bryr oss bare om antall rekursive kall e
3 left <— 2i + 1
Algoritmen terminerer garantert nar j > g 4 | right < 2i 42
Hvert rekursive kall gker j til 2/ + 1 eller 2/ 4-2 ¢ | {f 25 7 2nd Rlloreesc) < Allerel then
Altsé dobles i for hvert rekursive kall ; -i‘f right < n and A[largest] < A[right] then
. . 10 largest, right <— right, largest
Hvis en heap har heyde h inneholder den u
. h+1 12 if i # largest then
mindre enn 2 5 | | A[41,A[largest] « A[largest], A[4]
- - BubbleDown (A, largest, n)
heriO(log(n)), siden en heap er et komplett
binertre

Dermed gjor vi maksimalt h
rekursive kall

Sa BubbleDown er i O(log(n))



Heapsort - Kjoretidsanalyse (BuildMaxHeap)

Vi gjor 7 kall pd BubbleDown Algorithm: Bygg en maxcheap
Siden BubbleDown er O(log(n)) og vi gjer 3 kall : "';’jf?“ffn“/‘;f““diﬁ:aﬂ“éf,’o
virker dette som O(nlog(n)) s | | BubbleDoun(4, i, »)

Men det er faktisk O(n)!

A vise dette er utenfor pensum

Intuitivt er det fordi
2 noder vil ikke ha noen kall pA BubbleDown
2"=1 noder vil ha kun ett kall p& BubbleDown
2"=2 noder vil ha kun to kall p& BubbleDown

kun rotnoden vil kunne treffe verste tilfellet til
BubbleDown
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Heapsort - Kjoretidsanalyse (HeapSort)

Vi vet at BuildMaxHeap eri O(n)

Algorithm: Heapsort

Procedure HeapSort(A)
BuildMaxHeap(A, n)
fori < n— 1 down to Odo
A[0],A[1] « A[i],A[0]
BubbleDown(A, 0, i)

Etter det gjor vi n iterasjoner

For hver iterasjon kaller vi pa BubbleDown
som er i O(log(n))

“ s w N o=

Her vil vi alltid kalle BubbleDown fra rotnoden
Dette gir O(nlog(n)) i kjeretidskompleksitet
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Quicksort — Idé

Idéen bak quicksort er & velge et element, s&
samle alt som er mindre enn elementet til venstre for det
samle alt som er starre enn elementet til hayre for det
gjor dette rekursivt

Litt mer presist:
vivelger en 0 < / < n som kalles pivot-elementet

sok fra venstre mot hayre etter et element som er storre enn A[1]
sek fra hgyre mot venstre etter et element som er mindre enn A[1]
bytt plass pé disse, og sgk etter nye som kan byttes

avslutt nar hgyre og venstre sgkene krysser

fortsett rekursivt pa alle som er hhv. til venstre og heyre for pivot
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Quicksort — Velge pivot

Valget av pivot er avgjorende for at quicksort skal veere effektiv
Man har ingen effektiv méate & finne det beste pivot-elementet

Det ideelle pivot-elementet er medianverdien av arrayet
A finne medianverdien krever sortering, sa vinninga gar opp i spinninga

Vanlige strategier er

Velg tilfeldig

Velg medianverdien av A[0], A[[5]] og A[n-1]
A velge forste eller siste som pivot gir verste tilfelle for arrayer som allerede er
sortert

Vi antar en funksjon ChoosePivot som velger pivot etter en rimelig strategi

13



Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION

Input: Etarray A med n elementer, Low og high er indekser
Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og heyre enn en gitt index som returneres
1 Procedure Partition(A, low, high)

2 p < ChoosePivot(A, low, high)

3 Alpl,Alhigh] « A[high],A[p]

4 pivot < A[high]

5 left «+ low

6 right « high—1

7 while left < rightdo

8 while left < right and A[left] < pivotdo
9 | left« left+1

10 while right > left and A[right] > pivotdo
n | right< right—1

2 if left < right then

13 \ A[left],Alright] < A[right],A[left]
1 A[left],A[high] + A[high],A[left]

15 return left
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Quicksort - Implementasjon

ALGORITHM: QUICKSORT

Input: Etarray A med n elementer, Low og high er indekser
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure Quicksort(A, low, high)

if low > high then

| returnA

p < Partition(A, low, high)

Quicksort(A, low, p - 1)

Quicksort(A, p + 1, high)

returnA

Vi kaller pd Quicksort(A,0,n — 1) for & sortere hele arrayet

15



Quicksort - Kjgretidsanalyse

PartitioneriO(high — low)

linezer tid med hensyn til den delen av arrayet vi ser pa
Vi gjor rekursive kall der high — low stadig blir mindre
I verste tilfelle er p = low eller p = high i hvert kall

Dette skjer hvis vi velger farste element som pivot pa et
array som allerede er sortert

Verste tilfelle er O(n?) fordi vi far O(n) rekursive kall
og hvert rekursive kall har linezer tid

I beste tilfelle er pivot-elementet den «midterste»
verdien i arrayet

da halverer vi arbeidet for hvert rekursive kall, som gir
O(nlog(n))
Quicksort har O(n?) i verste tilfellet

Men dette skjer sjeldent, sa den er som regel sveert
effektiv

Algorithm: Quicksort

Procedure Quicksort(A, low, high)
if low > highthen
| returnA
p < Partition(A, low, high)
Quicksort(A, low, p - 1)
Quicksort(A, p + 1, high)
returnA

16
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Bucket sort - Introduksjon

Alle sorteringsalgoritmene vi har sett til na er basert pd sammenligning
slike sorteringsalgoritmer kan ikke bli bedre en O(nlog(n))!

Hvis vi vet mer om verdiene som skal sorteres, kan vi fa til noe bedre
Bucket sort gar ut pa & lage N beotter
hvor hver batte svarer til en kategori eller sort, der kategoriene er ordnet

Elementene vi skal sortere har en kategori, som vi kaller ngkkelen
I bucket sort plasserer vi hvert element i riktig bette basert pa nekkelen

Sé lgper vi gjennom hver bette og plasserer elementene tilbake i arrayet
Merk at man noen ganger gnsker a sortere bgttene hver for seg
De leerde virker til 4 strides pa dette punktet

17



Bucket sort - Kortstokk

Vi kan definere en ordning pa kort, slik at
A<2<3<---<10<J<@R<K

Videre har vi at

d<O<Mb<O

Vi gnsker a sortere kort vi far pa hdnden, slik at

alle med samme sort kommer sammen
hver sort er innbyrdes sortert

Det kan vi oppna ved a gjore to bucket sort

sorter forst pa verdi
s sorter pa sort

18



Bucket sort — Kortstokk (eksempel)

AQ 20 Ade S 90 6O 7 Td KO 80

[AQ A%] 201 [[ (1 [] (6] [7< 7] [8V] [9a] (1 [Job] [I [KV)

AQ Ad 20 65 7<) 74 80 9 J& KO

(AR 78 J&] [60 7] [9M] [AD 20 8D K]

Ad T J& 6O 7 9 AV 20 80 KO
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Bucket sort - Implementasjon

ALGORITHM: BUCKET SORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et array med de samme n elementene sortert etter nokler
Procedure BucketSort(A)
La B veere et array med N tomme lister
fori<+ 0 to n—1do
La k veere nokkelen assosiert med A[1]
Legg til A[i] pa slutten av listen B[ k]
j<0
for k<~ 0 to N—1do

for hver x i listen B[k] do
A[3] «x
Jj—j+1
returnA
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Bucket sort — Kjoretidsanalyse

Forst mé vi gé gjennom alle elementene
Dette er O(n)

Vi gar gjennom alle bottene
Dette er O(N)
For hver batte, gér vi gjennom elementene i batta
Men det er bare n elementer i battene!
Kun n elementer i alle bottene tilsammen
Som gir O(N + n)
Nér N er konstant kan det forenkles til O(n)

© ® NS woa ® N =

Algorithm: Bucket sort

Procedure BucketSort(A)
La B veere et array med N tomme lister
fori <« 0 to n— 1do
La k veere nokkelen assosiert med A[1]
Legg til A[1] pa slutten av listen B[k]
Jj+0
fork < 0 to N —1do
for hver x i listen B[k] do
A[F] « x
j+—Jj+1
returnA
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Radix sort — Idé

Radix sort er neert beslektet bucket sort
(noen vil ikke engang skille mellom disse algoritmene)

Eksempelet vi s med & sortere kort, er faktisk en type radix sort
En sveert god intuisjon for radix sort er at det er
suksessiv anvendelse av bucket sort

Radix sort kan brukes for data som kan ordnes leksikografisk
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Radix sort - Leksikografiske ordninger

Leksikografiske ordninger er en generalisering av alfabetisk rekkefolge
Vi kan ordne ord etter bokstavene (som i seg selv er ordnet)
der forste bokstav prioriteres over andre, som prioriteres over tredje, osv...
Vi kan ordne tall pa samme mate
der forste siffer prioriteres over andre, som prioriteres over tredje, osv...

Mer generelt kan vi tenke oss tupler med symboler (a3, az, ..., aq)
Visier at (a1, az,...,aq) < (b1, b2, ..., bg) hvis

a1 < by eller

ay = b og(az,...,ad) < (bz,...,bd)
Fra korteksempelet har vi for eksempel at 7d < Jéo

fordide = &, men7 < J
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Radix sort - Eksempel (heltall)

1814, 232, 2888, 31, 1455, 2242, 4345, 1470, 515, 3632
1814, 0232, 2888, 0031, 1455, 2242, 4345, 1470, 0515, 3632

[1470] [0031] [0232, 2242, 3632] [] [1814] [1455, 4345, 0515] [] [] [2888] []
1470, 0031, 0232, 2242, 3632, 1814, 1455, 4345, 0515, 2888

[] [1814, 0515] [] [0031,0232, 3632] [2242, 4345] [1455] [] [1470] [2888] []
1814, 0515, 0031, 0232, 3632, 2242, 4345, 1455, 1470, 2888

[0031] [] [0232, 2242] [4345] [1455, 1470] [0515] [3632] [] [1814, 2888] []

0031, 0232, 2242, 4345, 1455, 1470, 0515, 3632, 1814, 2888

[0031, 0232, 0515] [1455, 1470, 1814] [2242, 2888] [3632] [4345] [] [] [] [] []
0031,0232, 0515, 1455, 1470, 1814, 2242, 2888, 3632, 4345

31,232,515, 1455, 1470, 1814, 2242, 2888, 3632, 4345
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Radix sort - Implementasjon for positive heltall

ALGORITHM: RADIX SORT FOR POSITIVE HELTALL

Input: Etarray A med n positive heltall
Output: Et sortert array med de samme n positive heltallene
Procedure RadixSort(A)
d + antall siffer i det storste tallet
fori< d—1 down to Odo
\ A < BucketSort (A) etter det ite sifferet
return A
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Radix sort — Kjgretidsanalyse

Vi vet allerede at BucketSorteri O(N + n)
Radix sort mé gjeore d antall bucket sort
I tillegg ma man beregne d (som tar O(n) tid)
Generelt er radix sorti O(d(N + n))
For heltall kan vi sette N = 10
(dersom vi bruker titallsystemet)
Da far vi O(d(10 + n)) = O(d - n)
Hvis vi vet at tallene ikke blir storre enn 10%0
Et naturlig valg, siden 1010 > 232
Sa farvi O(10 - n) = O(n)

L

Algorithm: Radix sort

Procedure RadixSort(A)
d < antall siffer i det storste tallet
fori < d — 1 down to Odo
\ A < BucketSort(A) etter det ite sifferet
returnA
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