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Terminologi

Parallelle kanter Rettet Enkel graf
Flere enn 1 kant mellom 2 noder Kantene i grafen har en retning En graf uten lgkker,
parallelle kanter, retning
m M eller vekt

(Enkle) Lokker Vektet

En kant fra en node til seg selv Kantene i grafen har en verdi

A B A B




Sti vs. vel

Sti
Sekvens av noder, forbundet av
kanter, der ingen noder gjentas

D

Sekvens: D,B,A,C

C

Hva er en vei?



Sti vs. vel

Sti
Sekvens av noder, forbundet av
kanter, der ingen noder gjentas

D

Sekvens: D,B,A,C

C

Vel
Sekvens av noder, forbundet av
kanter, der ingen kanter gjentas

Sekvens:D,B,A,C,B
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Sykler

En sti med minst tra noder som forbinder farste og siste node kalles en sykel

Hvorfor er ikke dette en sykel??

Teoretisk sett er det en sykel, men mange definisjoner
av en sykel krever minst tre noder for a kvalifisere som
en "ekte" sykel.

| IN2010 er denne "sykelen" kjent som parallelle kanter

Sykler 1 en rettet graf

Kantene som utgjer en sykel ma peke i riktig retning.
Kravet om minst tre noder gjelder ikke for rettede
grafer.




Graden til en node

Hva er graden til B?




Graden til en node

Hva er graden til B?
deg(B) =3

A




Graden til en node
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Graden til en node

Hva er graden til B?
inngrad: 3
utgrad: 1
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En graf der alle noder er koblet til hverandre.
Antall noder: |V| = 4
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Storrelsen pa en enkel komplett graf

En graf der alle noder er koblet til hverandre.
Antall noder: |V| = 4
Antall kanter: |E| = |V[*(|V|-1) /2 =4%x3/2 =6
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Naboliste

A: [A, C]
B: [C,D]
C: [A, B, D]
D:




Naboliste

A: [A, C]
B: [C, D]
C: [A B, D]
D: [B, C]




Nabomatrise vs. Naboliste

Nabomatrise Naboliste

Egner seg for tette grafer Egner seg for tynne grafer




Dybde-forst sek (DFS)

Folger en vilkarlig sti bort fra en gitt startnode.

Nar den ikke finner en ubesekt node sporer den stien
tilbake steg for steg og prever a finne ubesgkte noder.

Beveger seg altsa i dybden, og praver a ga sa langt bort
fra startnoden som mulig via ubesokte noder.

Kan blant annet brukes til a finne ut om en rettet graf er sterkt sammenhengende.



ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST S@K

D Input: En graf G = (V, E), en startnode v &g en

y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder
Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u

neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(G, u, visited)

2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo

4

3

Gitt startnoden A.

ifv € visited then

| DFSVisit(G, v, visited)

U=

A

visited

De rekursive kallene hittil:

G




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

D Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en

y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder
Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u

neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(G .pu, visited)

2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo

4

3

Gitt startnoden A.

ifv € visited then

| DFSVisit(G, v, visited)

U=

A

visited A

De rekursive kallene hittil:
DFSVisit(G, A, visited)

G




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt Procedurs DFSVISIL(G) u, vistted)

add uto visited

vl klarer med ubesgkte noder. for (u,v) € E do

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited A

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt Procedure DESVISIL(C), u, visited)

add uto visited

vl klarer med ubesgkte noder. for (u,v) € E do

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited AD

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(G, u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
3

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt
vi klarer med ubesgkte noder.

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A
visited AD

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(Gyg u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
5

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt
vi klarer med ubesgkte noder.

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited ADE

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)
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Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(G, u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
3

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt
vi klarer med ubesgkte noder.

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited ADE
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ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(Gyg u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
5

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt
vi klarer med ubesgkte noder.

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited ADEF

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)
DFSVisit(G, F, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(G, u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
3

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt
vi klarer med ubesgkte noder.

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited ADEF

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)
DFSVisit(G, F, visited)

DFSVisit(G, G, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(Gy u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
3

Folger vi sa en vilkarlig sti bort fra A, sa langt
vi klarer med ubesgkte noder.

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited ADEFG

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)
DFSVisit(G, F, visited)

DFSVisit(G, G, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder
Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u

neyaktig én gang

Nar vi ikke finner en ubesekt node sporer vi Procedure DFSVIsit(G, u, visited)
stien tilbake steg for steg og prever a finne farmviccde

| DFSVisit(G, v, visited)

ubesakte noder.

A

E

D

visited ADEFG

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)
DFSVisit(G, F, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(G, u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
3

Og fortsetter a bevege oss salangt vi klarer
fra A via ubesgkte noder

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited ADEFG

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)
DFSVisit(G, F, visited)
DFSVisit(G, C, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs Sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besogker alle noder i G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(Gy u, visited)
2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo
4
5

Og fortsetter a bevege oss salangt vi klarer
fra A via ubesgkte noder

ifv € visited then
| DFSVisit(G, v, visited)

D

A

visited ADEFGC

De rekursive kallene hittil:

DFSVisit(G, A, visited)
DFSVisit(G, D, visited)
DFSVisit(G, E, visited)
DFSVisit(G, F, visited)
DFSVisit(G, C, visited)




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs sg mengde visited med besgkte noder

Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u
neyaktig én gang
Procedure DFSVis1t(G, u, visited)

Og fortsetter a bevege oss salangt vi klarer
fra A via ubesgkte noder

1

2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo

4 if v € visited then

5 DFSVisit(G, v, visited)

D

A
visited ADEFGC




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs sg mengde visited med besgkte noder

Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u
neyaktig én gang
Procedure DFSVis1t(Gy u, visited)

Og fortsetter a bevege oss salangt vi klarer
fra A via ubesgkte noder

1

2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo

4 if v € visited then

5 DFSVisit(G, v, visited)

D

A
visited ADEFGCB




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs sg mengde visited med besgkte noder

Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u

Til slutt vil algoritmen rekursivt ga tilbake til . Procedurs DFSVASIE(Cr u, visited)
startnoden steg for steg og sjekke etter e | forfuvie £
ubesagkte noder : 1”&:&?;???&: visited)

C

U

G

A D E
‘. visited ADEFGCB
B C F
—




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs sg mengde visited med besgkte noder

Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u

Til slutt vil algoritmen rekursivt ga tilbake til . Procedurs DFSVASIE(Cr u, visited)
startnoden steg for steg og sjekke etter » | For(uvyc £ do

4 if v € visited then

ubesakte noder

A

DFSVisit(G, v, visited)

E

D

visited ADEFGCB



ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs sg mengde visited med besgkte noder

Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u

Til slutt vil algoritmen rekursivt ga tilbake til . Procedurs DFSVASIE(Cr u, visited)
startnoden steg for steg og sjekke etter » | For(uvyc £ do

4 if v € visited then
DFSVisit(G, v, visited)

ubesakte noder

A

E

D

visited ADEFGCB




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — g rs sg mengde visited med besgkte noder

Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u

Til slutt vil algoritmen rekursivt ga tilbake til . Procedurs DFSVASIE(Cr u, visited)
startnoden steg for steg og sjekke etter » | For(uvyc £ do

4 if v € visited then
DFSVisit(G, v, visited)

ubesakte noder

A

%

D E

visited ADEFGCB




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en

Dy b d e — fg rSt sg k (D I S) mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u

neyaktig én gang

Til slutt vil algoritmen rekursivt ga tilbake til  Procedure DFSVisit(G, u, visited)
startnoden steg for steg og sjekke etter » | For(uvyc £ do
4 if v € visited then

DFSVisit(G, v, visited)

ubesakte noder

%
A D E
' visited ADEFGCB
B C F

u=A




ALGORITHM: REKURSIVT DYBDE-F@RST SOK

Input: Engraf G = (V, E), en startnode v og en
y e — ¢ rs sa mengde visited med besgkte noder

Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra u
neyaktig én gang

1 Procedure DFSVisit(G, u, visited)

2 add uto visited

3 for (u,v) € Edo

4 if v € visited then
DFSVisit(G, v, visited)

visited ADEFGCB




Bredde-forst sok (BFS)

Gitt en startnode, beveger vi oss lag for lag til alle
ubesakte nabonoder.

Beveger seq altsa i bredden.

A

Lag 1

Gitt at A er start noden er dette lagenen:

C E

Lag 2 Lag 3 Lag 4

Kan blant annet brukes til a finne korsteste sti i en uvekta graf



ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: En graf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s
while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()

for (u,v) € Edo
if v € visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

queue A
visited A

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: En graf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s
while queue 1is not emptyds
u < queue.dequeue ()

for (u,v) € Edo
if v € visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

u=
queue
visited A

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: En graf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s
while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()

for (u,v) € Edo
if v € visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

u=
queue BC
visited ABC

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: En graf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s

while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()
for (u,v) € Edo
if v € visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

queue C
visited ABC

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: Engraf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s

while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()
for (u,v) € Edo
| 49fv & visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

queue CDE
visited ABCDE

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: Engraf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s

while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()
for (u,v) € Edo
| 49fv & visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

queue DE
visited ABCDE

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: Engraf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s

while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()
for (u,v) € Edo
| 49fv & visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

queue DE
visited ABCDE

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: Engraf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s

while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()
for (u,v) € Edo
| 49fv & visited then
add vtovisited
‘ queue.enqueue(v)

- - T B - U B R R

queue E
visited ABCDE

dequeue: fjerner farste fra keen
enqueue: legger til bakerst | kaen




ALGORITHM: BREDDE-F@RST SOK
Input: Engraf G = (V, E) og en startnode s, og en

mengde visited med besgkte noder
Output: Besgker alle noderi G som kan nas fra s
redde forst so

Procedure BFSVisit(G, s, visited)
add s to visited

gqueue < queue containing s

while queue 1is not emptydo
u < queue.dequeue ()
for (u,v) € Edo
| 49fv & visited then
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Topologisk sorterlng (TopSort)

Ordner nodene i en rettet asyklisk graf (DAG).

Starter i noden(e) med inngrad O
8

ALGORITHM: TOPOLOGISK SORTERING
Input: En rettet graf G = (V, E)
Output: En topologisk ordning av nodenei G
1 Procedure TopSort(G)
stack < empty stack
output < empty list
forv e Vdo
if indegree of v is 0then
| stack.push(v)
while stack is not emptydo
u + stack.pop ()
append u to output
for (u,v) € Edo
remove u from the incoming edges of v
if indegree of v is 0then
| add v to stack
if [output| < |V| then
error G contains a cycle and cannot be topologically ordered
returnoutput

2
3
4
5
6
7
8
9

& G B B R ES

Stack
Output:
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Fjerner kantene til denne
sjekker igjen hvem som har
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Sammenhengende grafer

det finnes en sti mellom alle par av noder




Separasjonsnoder

En node er en seperasjonsnode om grafen blir ikke-sammenhende om noden fjernes
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Finne seperasjonsnoder med DFS

Dersom alle stier gar gjennom en node sa er denne noden en seperasjonsnode
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Finne seperasjonsnoder med DFS

Dersom alle stier gar gjennom en node sa er denne noden en seperasjonsnode
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Finne seperasjonsnoder - DFS neqdepthogiow

Gjor DFS fra A

For hver node noterer vi depth og low,

der low er den laveste dybden som kan nas ved a
felge en eller flere etterkomere (max en back-

edge)
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k-sammenhenende grafer

Ma fjerne k noder for at grafen ikke skal veere sammenhende lenger
Har ingen seperasjonsnoder!

Denne f.eks er 3-sammenhengende
Fjerner vif.eks B,D og C er den ikke sammenhengende lenger



Sterkt sammenhende grafer

En rettet graf er sterkt sammenhengende om det gar en rettet sti fra enhver node
til en hver annen node

Kan bruke DFS til a finne ut om en rettet graf er sterkt sammenhengende.

D

A




Sterkt sammenhende komponenter

Tenk pa de som sykler




Den reverserte grafen

Alle kanter er snudd
De sterkt sammenhengende komponentene er de samme!

E F G H E F G

Kan finne sterkt sammenhengende komponenter med den reverserte grafen.
Alle noder som kan nas fra en node vi bade G og i Gr er den sterkt sammenhengende komponenten til v.



Komponent grafen

Alltid asyklisk




Kosaraju

1. DFSTopSort: DFS, der hver node legges pa en stack etter alle

ALGORITHM: TOPOLOGISK SORTERING VED DFS

nOder er bQSﬂkt Input: En rettet asyklisk graf G = (V, E)
Output: En topologisk ordning av nodene i G
1. Lager den reverserte grafen Procedure DFSTopSort (G)
2. DFS pa den reverserte grafen. Rekkefalgen er gitt i stacken fra DFSTopSort o | visited < empty set
or u ¢ 0
G if u ¢ visited then

DFSVis1t(G, wu, visited,

return

Procedure DFSVisit(G, u, visited,
add u to visited
. . for (u,v) e Ed
DFSTopSort: Gjer DFS forst s | T Y ieteed e
: DFSVisit(G, v, visited,

ALGORITHM: FINN DE STERKT SAMMENHENGENDE KOMPONENETENE AV EN GRAF
Input: En rettetgraf G = (V, E)
Output: Returner de sterkt sammenhengende komponenetene til G
1 Procedure StronglyConnected@€omponents(G)
stack < DFSTopSort(G)
G, + ReverseGraph(G)
visited + empty set
components < empty set
while stack is not emptydo
u < stack.pop()
ifu & visited then
| component <« empty set
DFSVisit(G,, u, visited, component)
| add component to components
return components

.
3
4
5
6
7
8
9

» B2 8
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