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 Sa langt i kurset har vi snakket mye om ressursbruken av en gitt algoritme

* Vi har snakket mye om kompleksiteten til lasninger pé problemer
* Denne uken skal vi snakke om kompleksiteten til problemene selv
¢ Alle algoritmer vi har sett har veert i polynomiell tid
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 Tid males i antall steg i forhold til sterrelsen pa input i verste tilfelle
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En ineffektiv lgsning pa et enkelt problem

ALGORITHM: SUMMER TALLENE FRA 1 TIL n * Ytre lokke: niterasjoner
Input: Etnaturligtall n . 9 .
Output: Summen av alle tallene fra 1 til n * Indre lokke: Varierer med /
reEEEE SUiie(F) * Totalt antall iterasjoner:
sum <0
for i<« 1 to ndo " (n<+_1)
forj+ 1 to ido _ .
| sum<« sum+1 1+2+ e 2

return sum
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n

)
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» A summere forste og siste tall gir n + 1
* Dersom vi summerer opp alt to ganger far vi:
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Hvordan regne iterasjoner

* Summere alle iterasjoner:
n

——
14+24---+n
» A summere forste og siste tall gir n + 1
* Dersom vi summerer opp alt to ganger far vi:

1 3 2 +

_|_
+ n + n—-1 + -+ + 1
= n+1 + n+1 + + n+1

n

* Merkat(n+1)+(n+1)+---+(n+1)=n-(n+1)




Hvordan regne iterasjoner

* Summere alle iterasjoner:
n

——
14+24---+n
» A summere forste og siste tall gir n + 1
* Dersom vi summerer opp alt to ganger far vi:

1 3 2 +

_|_
+ n + n—-1 + -+ + 1
= n+l + n+1 + + n+1
n
Merkat (n+ 1)+ (n+1)+---+(n+1)=n-(n+1)
* Hvis vi halverer resultatet far vi:

n-(n+1)

14+24... —
+24---+n >
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Forsta hvordan kjoretiden vokser nar input blir sterre

Eksempel: Graf som viser vekst av 10 - n, n? og ”(”+1)

Kurvene bevarer samme form selv om vi endrer

konstantfaktorer

* n?og” "2+ L vokser kvadratisk

* 10 - nvokser linezgert
Store-O notasjon fanger generelle trender, men
ignorerer detaljer
Det gir opphav til felgende perspektiv:

* Vekst er viktigere enn konstantfaktorer

* Tregeste leddet styrer veksten

Gjor det enklere & resonnere om kjoretid
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I analysen over utledet vi en formel som lgser problemet direkte

1 Procedure SumTo(n)
2 ‘ return %

* DenneeriO(1)
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Kompleksiteten til problemer

 Fokus i kompleksitetsteori er problemers iboende vanskelighetsgrad

* Vanskelighetsgraden defineres av den mest effektive algoritmen som lgser
problemet

« A vise at det ikke kan eksistere en mer effektiv losning kan ofte veere veldig
vanskelig
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I kompleksitetsteori begrenser vi oss som regel til avgjorelsesproblemer

¢ De tar en instans av problemet og et sparsmdl som besvares med med JA eller NEI
¢ Tidligere har vi sett pa problemer som har hatt rikere output
* Som regel kan vi formulere et lignende avgjorelsesproblem

* Hvis en algoritme eksisterer for et problem, kan den brukes til & besvare det
relaterte avgjorelsesproblemet

* Rikere varianter av problemer er minst like vanskelig som deres relaterte
avgjorelsesproblemer
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Avgjorelsesproblemer (eksempler)

SORT
Instans: To arrayer A; og A».
Spersmal: Bestir A, av de samme elementene som A; i sortert rekkefolge?

MST-k
Instans: En graf G og et tall k.
Spersmal: Finnes det et spenntrre over G med total vekt mindre enn k?

SCC-k
Instans: En graf G og et tall k.
Spersmal: Har G minst k sterkt sammenhengende komponenter?
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* Avgjorelsesproblemer kan klassifiseres etter hvor vanskelige de er a lgse
* De to mest kjente kompleksitetsklassene heter P og NP

10
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Kompleksitetsklassen P

 Et avgjerbarhetsproblem er i P hvis det finnes en algoritme som leser det i
polynomiell tid

Det vil si at algoritmen er i O(n¥) for en konstant k

En intuitiv méte a se for seg polynomiell tid er et program som inneholder flere
nostede lokker

[

Procedure Polynomial(n)
fori; < 0 to n—1do
fori < 0 to n—1do

w N

fori, + 0 to n—1do
6 | Constant(i) /1] O(n*)

¢ Alle algoritmer vi har sett i kurset sd langt har veert polynomielle
* Husk at O kun gir en ovre grense
* For eksempel er en algoritme i O(log n) ogsd i O(n?)
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Sudoku n x n

I klassisk Sudoku far du et delvis utfylt 9 x 9 grid

En lesning er et utfylt brett, der hver rad, kolonne og boks
inneholder tallene 1 til 9 neyaktig én gang

Avgjorelsesproblemet:

SUDOKU n X n

Instans: Et delvis utfylt n x n Sudoku-brett.
Spersmal: Har brettet en gyldig losning?

Ingen kjent polynomielltidslgsning for dette problemet
* Det er heller ikke kjent om det i det hele tatt kan eksistere en
lesning i polynomiell tid
Dette problemet vokser fort:
° n = 4: 288 gyldige brett
* n=29:6670903 752021 072 936 960 gyldige brett

Det er allikevel enkelt a sjekke at en gitt losning er gyldig

olo|slr|[v|lw]lo|v|w

SRR ENIRT N ENY RN N-CN

AR Y EE IR ES

alo|lafd|=|o]vw|s|w

olr|lwlw|[ola]r|=|a

NNl |w|[sr]e|o|a

wln|[mlo|w|als|oa|eo

sloa|olw|o|[~]u|w|r~

Nja|olo|sr [Nl |w|o
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* Avgjorelsesproblemer tar input og svarer JA eller NEI

* Vi kan verifisere lgsningen for et avgjorelsesproblem ved hjelp av et sertifikat
* For Sudoku er spersmalet om et gitt brett har en lgsning
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* Hvis lgsningen er JA, oversett instansen til A; = [1,2, 3], A> = [1, 2, 3]
* Hvis lesningen er NEI, oversett instansen til A; = [1,2,3], A> = [2 ,3]

18



De vanskeligste problemene i NP
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* NP-harde problemer er minst like vanskelige som hvert problem i NP
¢ SAT var det forste problemet som ble bevist 4 veere NP-hardt

* For & vise at et problem A er NP-hardt, kan man redusere et kjent NP-hardt
problem, som SAT, til A
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2. er NP-hardt (hvert problem i NP kan polynomtidsreduseres til A)

* Disse problemene er antatt vanskelige a lase, men lgsningene er enkle a
verifisere

* NP-komplette problemer spiller en viktig rolle i kryptografi
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Mener P = NP?
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problemer lgses, noe som ville bevise at P = NP
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Mener P = NP?

* Om ett NP-komplett problem kan lgses i polynomiell tid, kan alle slike
problemer lgses, noe som ville bevise at P = NP

* Dersom en slik lgsning er rask nok til 8 kunne beregnes pa moderne
datamaskiner, sa ville det hatt enorme konsekvenser
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* Det presenteres som et beslutningsproblem:

* Instans: En algoritme A, og en input til A, x

* Sporsmal: Terminerer A pa input x?

 Stoppeproblemet er ulgselig, og dette kan bevises ved et motsigelsesbevis
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¢ Derfor kan ikke en slik algoritme H eksistere
* Med andre ord: ingen algoritme kan lgse stoppeproblemet
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