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AVL-treer oppfyller de samme egenskapene som ordinzaere binzere sgketraer

I tillegg mé de oppfyle folgende egenskap:
for hver node i et AVL-tre, sd ma hgydeforskjellen pé venstre og hayre subtre veere
mindre eller lik 1

Denne invarianten mé opprettholdes ved innsetting og sletting
(oppslag er helt uforandret)
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Fordi vi ofte vil referere til hoyden i treet, utvider vi nodene i treet
Hvis v er en node i et AVL-tre, sa gir
v.element dataen som er lagret i noden
v.left venstre barn av v
v.right heyre barn av v
v.height heyden til v
Husk at hayden til et tomt tre er definert som —1
og at hagyden til en node er én mer enn sitt hagyeste subtre
Ved innsetting og sletting ma vi vedlikeholde hgydene
Vi antar at vi har en prosedyre Height som for en en gitt node v:
returnerer —1 dersom v = null
returnerer v.height ellers
Vi antar at vi har en prosedyre SetHeight som for en gitt node v:

ikke gjor noe hvis v = null
setter v.height til 1 + Max(Height(v.left),Height(v.right)) ellers
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Vi bruker metodene for sletting og innsetting fra ordinaere binzere sgketreer
Etter operasjonen er utfgrt, balanserer vi hver node lokalt fra der operasjonen
ble utfert og opp til roten (hvis det er nedvendig)

Vi balanserer nar hagydeforskjellen mellom venstre og hgyre subtre er mer enn 1
For a balansere en node, vil vi anvende rotasjoner
Underveis ma vi passe pd a oppdatere haydene
Husk at ndr AVL innsetting og sletting gjores pa pa AVL-treer sé:

kan vi anta at treet ikke har hoydeforskjeller storre enn 1
ved én innsetting eller sletting i et AVL-tre vil vi bare forarsake
en midlertidig heydeforskjell pa 2
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1 Procedure LeftRotate(z)
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3 T < y.left
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Input: Ennode z
Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure LeftRotate(z)

2 y < z.right
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Rotasjoner - venstrerotasjon

T Ts

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINAZRTRE

Input: Ennode z
Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure LeftRotate(z)

2 y < z.right
3 T < y.left
4 y. left «+ 2

5 z.right < 1Ty
6 SetHeight(z)
7 SetHeight(y)
8 returny
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RN
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VAR 7\
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Tp Ty To Ty T T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: En node z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure RightRotate(z)
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Rotasjoner - hgyrerotasjon
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ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: En node z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
Procedure RightRotate(z)

y < z.left

Ty <+ y.right
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Rotasjoner - hgyrerotasjon

RN
Yy T3 Yy
VAR 7\
T Ty a8 %
/N 7\ / A\
Tp Ty To Ty T T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: En node z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
Procedure RightRotate(z)

y < z.left

Ty <+ y.right

y.right « z
z.left < T




Rotasjoner - hgyrerotasjon

RN
Yy T3 Yy
VAR 7\
T Ty a8 %
/N 7\ / A\
Tp Ty To Ty T T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: En node z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure RightRotate(z)
2 y + z.left
3 Ty <+ y.right

4 y.right « z
5 z. left < Ty
6 SetHeight(z)

7 SetHeight(y)




Rotasjoner - hgyrerotasjon

RN
Yy T3 Yy
VAR 7\
T Ty a8 %
/N 7\ / A\
Tp Ty To Ty T T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: En node z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure RightRotate(z)
2 y + z.left
3 Ty <+ y.right

4 y.right « z
5 z. left < Ty
6 SetHeight(z)
7 SetHeight(y)

8 returny
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Rotasjoner - doble rotasjoner

RightRotate(y)
z z
VAN VRN
T() Yy T() T
/N 7N\
xr T3 T1 Y
VAN VAN



Rotasjoner - doble rotasjoner

RightRotate(y) LeftRotate(z)
z z
RN RN
To Yy To T a5
SN 7N\ VRN
x T3 T Yy z Y
VAN VAN /\ / N\

i T, T, T, gy g ap B
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Rotasjoner - doble rotasjoner

LeftRotate(y)
2 2
/N /N
Yy T3 x T3
VRN /N
To X Y 15
VRN VRN



Rotasjoner - doble rotasjoner

LeftRotate(y)
z
RN
Yy T3 x
RN /
TO xr Y
VAN /N

RightRotate(z)

AN

/ \ / \
To Tv 1o T3
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Balansefaktor

ALGORITHM: BALANSEFAKTOREN AV EN NODE

Input: En node v
Output: Returner hoydeforskjellen pa v sitt venstre- og hoyrebarn
Procedure BalanceFactor(v)
ifv =null then
| returno
return Height(v.left) — Height(v.right)

En hjelpeprosedyre som sier hvor venstre- eller hgyretungt v er
0 betyr at v er balansert

Et positivt tall betyr at treet er venstretungt

Et negativt tall betyr at treet er hayretungt
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ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En balansert node
1 Procedure Balance(v)
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ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v

Output: En balansert node
Procedure Balance(v)

if BalanceFactor(v) < —1 then




Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
if BalanceFactor(v.left) < 0 then
| wv.left « LeftRotate(v.left)
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
if BalanceFactor(v.left) < 0 then
| wv.left « LeftRotate(v.left)
return RightRotate(v)
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
if BalanceFactor(v.left) < 0 then
| wv.left « LeftRotate(v.left)
return RightRotate(v)
returnv
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Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
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Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,z)
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,z)
2 if v =null then
3 | v < newNode(x)
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,z)
if v =null then
| v < newNode(x)
else ifz < wv.element then
| wv.left <+ Insert(v.left,z)

o B w N
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
Procedure Insert(v,z)
if v =null then
| v < newNode(x)
else ifz < wv.element then
| wv.left <+ Insert(v.left,z)
else ifxz > v.element then
| w.right < Insert(v.right,z)

10
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
Procedure Insert(v,z)
if v =null then

| v < newNode(x)
else ifz < wv.element then

| wv.left <+ Insert(v.left,z)
else ifxz > v.element then

| w.right <« Insert(v.right,z)
SetHeight(v)
returnBalance(v)
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Input: En node v og et element x
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.



Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: En node v og et element x

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.
1 Procedure Remove(v, z)
2 if v =null then
3 | returnnull
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: En node v og et element x

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, z)
ifv =null then
| returnnull
ifz < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,x)
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: En node v og et element x

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, z)
if v =null then
| returnnull
ifz < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,x)
else ifz > v.element then
| w.right < Remove(v.right,z)
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: En node v og et element x

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, z)
if v = null then

| returnnull
if z < v.element then

| wv.left < Remove(v.left,x)
else ifz > v.element then

| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifuv.left = null then

| v+ w.right
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: En node v og et element x

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, z)
if v =null then

| returnnull
ifz < v.element then

| wv.left < Remove(v.left,x)
else ifz > v.element then

| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifwv.left = null then

| v+ w.right
else ifwv.right = null then

‘ v+ v.left
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: En node v og et element x

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, z)
if v =null then
| returnnull
ifz < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,x)
else ifxz > v.element then
| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifwv.left = null then
| v+ w.right
else ifwv.right = null then
‘ v+ v.left
else
u + FindMin(v.right)
v.element < u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: En node v og et element x

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, z)
ifv =null then
| returnnull
ifz < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,x)
else ifxz > v.element then
| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifwv.left = null then
| v+ w.right
else ifwv.right = null then
‘ v+ v.left
else
u + FindMin(v.right)
v.element < u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)
SetHeight(v)
returnBalance(v)
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Rad-svarte treer

Rod-svarte treer er, i likhet med AVL-treer, balanserte binzere sgketraer
Likhetene mellom red-svarte- og AVL-treer er:
De er begge selvbalanserende binzere sgketrar
De har begge O(log(n)) pa innsetting, sletting og oppslag
De anvender begge rotasjoner for & bevare et krav om balanse
Forskjellene mellom rod-svarte- og AVL-treer er:
Rod-svarte traer har svakere krav om balanse enn AVL-traer
Rad-svarte treer bruker litt mindre minne, siden vi ikke trenger a lagre hgydene
Rod-svarte treer gjor faerre rotasjoner
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Rad-svarte traer vs. AVL-treer

Rod-svarte treer er raskere enn AVL-traer nar innsetting og sletting forekommer
ofte, til sammenligning med oppslag
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Rad-svarte traer vs. AVL-treer

Rod-svarte treer er raskere enn AVL-traer nar innsetting og sletting forekommer
ofte, til sammenligning med oppslag

Dette er fordi rgd-svarte traer trenger faerre rotasjoner
AVL-treer er raskere enn rgd-svarte traer nar oppslag forekommer ofte, til
sammenligning med innsetting og sletting

Dette er fordi AVL-treer er mer balanserte
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Invarianter for rod-svarte treer

1. Hver node fargelegges rod eller svart (derav navnet)
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Invarianter for rod-svarte treer

1. Hver node fargelegges rod eller svart (derav navnet)
2. Roten til treet er svart

3. Alle tomme treer er svarte

4. En rod node kan ikke ha et rodt barn
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Invarianter for rod-svarte treer

g 899 =

Hver node fargelegges rod eller svart (derav navnet)

Roten til treet er svart

Alle tomme treer er svarte

En rgd node kan ikke ha et redt barn

Hver gren fra roten av treet til et tomt tre inneholder like mange svarte noder
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Intuisjon

Verste tilfellet (med hensyn til balanse) for et rodsvart tre er at vi har
en gren med bare svarte noder
en annen gren med annenhver svarte og rade noder

Da har vi en gren som er dobbelt sa lang som en annen!

Men dobbelt sa langt er bare en konstantfaktor lenger
Husk at O(2 - log(n)) = O(log(n))
Sa vi bevarer O(log(n)) pa innsetting, sletting og oppslag
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