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e Litt mer presist:

° lan angi sterrelsen pa arrayet A

hvis n < 1, returner A

lai = (2]

splitt arrayet i to deler A[0..i — 1] og A[i..n — 1]

anvend merge sort rekursivt pd A[0..i — 1] og Afi..n — 1]
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 Idéen bak merge sort er a splitte arrayet i to ca. like store deler
* sortere de to mindre arrayene
* sa flette (eller «merge») de to sorterte arrayene sammen
e Litt mer presist:

° lan angi sterrelsen pa arrayet A

* hvisn < 1, returner A

*lai=|%]

e splitt arrayet i to deler A[0..i — 1] og Afi..n — 1]

anvend merge sort rekursivt pd A[0..i — 1] og Afi..n — 1]
flett sammen A[0..i — 1] og A[i..n — 1] sortert



Merge sort - Merge

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer Ay og Az ogetarray A, der |A1| + |A2] =|A] =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As
1 Procedure Merge (A, Az, A)
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ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer Ay og Az ogetarray A, der |A1| + |A2] =|A] =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As

1 Procedure Merge (A, Az, A)

2 140

3 7+0
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Merge sort - Merge

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer Ay og Az ogetarray A, der |A1| + |A2] =|A] =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As

Procedure Merge (A;, Az, A)

140

j+0

while: < |A;] and j < |A2| do
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Merge sort - Merge

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer Ay og Az ogetarray A, der |A1| + |A2] =|A] =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As
Procedure Merge (A;, Az, A)
140
j+0
while: < |A;] and j < |A2| do

if Al[z] < A []} then

‘ Ali+ 5] + As[d]
14 1+1
else




Merge sort - Merge

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer Ay og Az ogetarray A, der |A1| + |A2] =|A] =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As
1 Procedure Merge (A, Az, A)

2 i+ 0

3 7+0

4 while: < |A;] and j < |A2| do
5 if A1[’L] < Ag []} then

6 ‘ Ali + j] + Ax]i]

7 i1+ 1

8 else

9

Ali 4 j] < Az2[j]
j+—7+1




Merge sort - Merge

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer Ay og Az ogetarray A, der |A1| + |A2] =|A] =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As
1 Procedure Merge (A, Az, A)

2 i<+ 0

3 7+0

4 while: < |A;] and j < |A2| do
5 1fA1[’L] SAQ[]} then
6 ‘ Ali + j] < Ax[d]
7 t+—i+1

8 else

9 Ali + 4] « Az[j]
10 j—i+1

1 while: < |A;] do

12 Al + j] + Aq[i]

13 3= Gap il




Merge sort - Merge

ALGORITHM: SORTERT FLETTING AV TO ARRAYER

Input: To sorterte arrayer Ay og Az ogetarray A, der |A1| + |A2] =|A] =n
Output: Et sortert array A med elementene fra A; og As
1 Procedure Merge (A, Az, A)

2 i+ 0

3 7+0

4 while: < |A;] and j < |A2| do
5 1fA1[’L] SAQ[]} then
6 ‘ Ali + 7] « Aqli]
7 i1+ 1

8 else

9 Ali + 3] < Az[j]
10 j—i+1

1 while: < |A;] do

12 Al + j] + Aq[i]

13 14— 1+1

14 whilej < |A2| do

15 Ali + 5] + Az[j]

16 j<J+1

17 return A
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Output: Et sortert array med de samme n elementene
1 Procedure MergeSort (A)
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Merge sort - Implementasjon

ALGORITHM: MERGE SORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure MergeSort (A)
ifn <1 then
| returnA
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Merge sort - Implementasjon

ALGORITHM: MERGE SORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure MergeSort (A)

ifn <1 then

| returnA

i+ | 5]

A < MergeSort(A[0..7-1])

Ag < MergeSort(A[i..n-1])
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Merge sort - Implementasjon

ALGORITHM: MERGE SORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure MergeSort (A)

ifn <1 then

| returnA

i+ | 5]

A < MergeSort(A[0..7-1])

Ag < MergeSort(A[i..n-1])

returnMerge(A;, Az, A)




Merge sort - Implementasjon

ALGORITHM: MERGE SORT

Input: Etarray A med n elementer
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure MergeSort (A)

ifn <1 then

| returnA

i+ | 5]

A < MergeSort(A[0..7-1])

Ag < MergeSort(A[i..n-1])

returnMerge(A;, Az, A)

* Her angir A[0..i — 1] 4 lage et nytt array med elementene A[0], A[1], ...

7A[Z - 1]
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* Vi analyserer hvor mange iterasjoner som gjores totalt
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Algorithm: Sortert fletting av to arrayer

Procedure Merge (A1, Az, A)
14+ 0
j+0

whilei < |[A1| and j < |Az| do
if Aq[i] < Ag[j] then

Ali + 5] + Axld]

14— i+ 1

else

Ali + 7] + Az[j]

JE=garl

whilei: < |A;| do
Ali + 4] + Axli]
t+—t+1

whilej < [A3| do
Ali + 5] + Azlj]
jJ+1

return A
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* Vi analyserer hvor mange iterasjoner som gjores totalt
* Merk at hver iterasjon gker i eller j med én
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Algorithm: Sortert fletting av to arrayer

Procedure Merge (A1, Az, A)
1+ 0
j+0

whilei < |A1| and j < |Az| do
if Aq[i] < Ag[j] then

Ali + 5] + Axld]

i1+ 1

else

Ali + 7] + Az[s]

j+<—Jj+1

while: < |Aq| do
Ali + 4] + Axli]
3 1

1 1+

whilej < [Az| do
Ali + 4] < Az[5]
j 3 +1

return A
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* Vi analyserer hvor mange iterasjoner som gjores totalt
* Merk at hver iterasjon gker i eller j med én
* Og at vi terminerer nari = |A4;] og j = |As|
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Algorithm: Sortert fletting av to arrayer

Procedure Merge (A1, Ao, A)
140
j<0

whilei < |[A1| and j < |Az| do
if Aq[i] < Ag[j] then

Ali + 5] + Axld]

14— i+ 1

else

Ali + 7] + Az[j]

JE=garl

while: < [A;| do
Ali + 5] + A1[d]
t+—t+1

whilej < [A3| do
Ali + 5] + Azlj]
jJ+1

return A




Merge sort — Kjoretidsanalyse (Merge)

* Vi analyserer hvor mange iterasjoner som gjores totalt
* Merk at hver iterasjon gker i eller j med én

* Og at vi terminerer nari = |A4;] og j = |As|
e Videreer |4;| + 42| = |A] =n
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Algorithm: Sortert fletting av to arrayer

Procedure Merge (A1, Az, A)
14+ 0
j+0

whilei < |Aq| and j < |Az| do
if Aq[i] < Ag[j] then

Ali + 5] + Axld]

14— i+ 1

else

Ali + 7] + Az[j]

JE=garl

while: < |Aq| do
Ali + 4] + Axli]
t+—t+1

whilej < [Ag| do
Ali + 4] + Az[j]
j—Jj+1

return A




Merge sort — Kjoretidsanalyse (Merge)

Vi analyserer hvor mange iterasjoner som gjores totalt
Merk at hver iterasjon gker i eller j med én
* Og at vi terminerer nari = |A4;] og j = |As|
Videre er |A1| + |A2| = |A] =n
Da har viat Merge eri O(n)

1

© o ou Y RN

Algorithm: Sortert fletting av to arrayer

Procedure Merge (A1, Ao, A)
140
j<0

whilei < |Aq| and j < |Az| do
if Aq[i] < Ag[j] then

Ali + 5] + Axld]

14— i+ 1

else

Ali + 7] + Az[j]

JE=garl

while: < |Aq| do
Ali + 4] + Axli]
t+—t+1

whilej < [Ag| do
Ali + 4] + Az[j]
j—Jj+1

return A




Merge sort — Kjoretidsanalyse (MergeSort)

* Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall ‘Algorithm: Merge sort

1 Procedure MergeSort(A)

2 ifn < 1then

3 | return A

4 R I_%j

5 A1 « MergeSort(A[0..7-1])
6 Ag + MergeSort(A[i..n-1])
7 returnMerge(A;, Az, A)
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* Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall ‘Algorithm: Merge sort

* Samtidig halverer vi input i hvert kall ilnocedineieysesoat @)

2 ifn < 1then
3 | return A
4 R I_%j
5 A1 « MergeSort(A[0..7-1])
6 Ag + MergeSort(A[i..n-1])
7 returnMerge(A;, Az, A)




Merge sort — Kjoretidsanalyse (MergeSort)

* Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall ‘Algorithm: Merge sort

1 Procedure MergeSort(A)
2 ifn < 1then

3 | return A

4 i+ 5]
5
6
7

* Samtidig halverer vi input i hvert kall
* Vi gjor en O(n) operasjoner for hvert kall
A1 < MergeSort(A[0..7-1])

Ag < MergeSort(A[i..n-1])
returnMerge(Ay, Ay, A)
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Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall
Samtidig halverer vi input i hvert kall

Vi gjor en O(n) operasjoner for hvert kall
Dybden pé rekursjonen er O(log(n))

Algorithm: Merge sort

Procedure MergeSort(A)
ifn < 1then
| return A
A1 < MergeSort(A[0..7-1])
Ag < MergeSort(A[i..n-1])
returnMerge(A;, Az, A)




Merge sort — Kjoretidsanalyse (MergeSort)

Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall
Samtidig halverer vi input i hvert kall
Vi gjor en O(n) operasjoner for hvert kall
Dybden pé rekursjonen er O(log(n))

* fordi det er sa mange ganger vi kan halvere input

Algorithm: Merge sort

Procedure MergeSort(A)
ifn < 1then
| return A
A1 < MergeSort(A[0..7-1])
Ag < MergeSort(A[i..n-1])
returnMerge(A;, Az, A)




Merge sort — Kjoretidsanalyse (MergeSort)

Merk at vi far to rekursive kall for hvert kall
Samtidig halverer vi input i hvert kall
Vi gjor en O(n) operasjoner for hvert kall
Dybden pé rekursjonen er O(log(n))

* fordi det er sa mange ganger vi kan halvere input

Da har vi at MergeSorteriO(n - log(n))

Algorithm: Merge sort

Procedure MergeSort(A)
ifn < 1then
| return A
A1 < MergeSort(A[0..7-1])
Ag < MergeSort(A[i..n-1])
returnMerge(A;, Az, A)
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* samle alt som er mindre enn elementet til venstre for det
° samle alt som er storre enn elementet til hayre for det
* gjor dette rekursivt

 Litt mer presist:

* vivelger en 0 < i < n som kalles pivot-elementet

* sgk fra venstre mot hgyre etter et element som er storre enn A[i
* sgk fra hgyre mot venstre etter et element som er mindre enn A[]
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Quicksort - Idé

 Idéen bak Quicksort er a velge et element, sa

* samle alt som er mindre enn elementet til venstre for det
° samle alt som er storre enn elementet til hayre for det
* gjor dette rekursivt

 Litt mer presist:

* vivelger en 0 < i < n som kalles pivot-elementet
* sgk fra venstre mot hgyre etter et element som er storre enn A[i
* sgk fra hgyre mot venstre etter et element som er mindre enn A[i]
® bytt plass pa disse, og sgk etter nye som kan byttes
* avslutt nér heyre og venstre sokene krysser

o fortsett rekursivt pa alle som er hhv. til venstre og hayre for pivot
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Quicksort — Velge pivot

* Valget av pivot er avgjerende for at Quicksort skal veere effektiv
* Man har ingen effektiv mate a finne det beste pivot-elementet

* Det ideelle pivot-elementet er medianverdien av arrayet
* A finne medianverdien krever minst linezer tid

* Vanlige strategier er
* Velg tilfeldig
* Velg medianverdien av A[0], A[| 5]] og A[n — 1]
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* Valget av pivot er avgjerende for at Quicksort skal veere effektiv
* Man har ingen effektiv mate a finne det beste pivot-elementet
* Det ideelle pivot-elementet er medianverdien av arrayet
* A finne medianverdien krever minst linezer tid
* Vanlige strategier er
* Velg tilfeldig
* Velg medianverdien av A[0], A[| 5]] og A[n — 1]
« A velge forste eller siste som pivot gir verste tilfelle for arrayer som allerede er
sortert



Quicksort — Velge pivot

* Valget av pivot er avgjerende for at Quicksort skal veere effektiv
* Man har ingen effektiv mate a finne det beste pivot-elementet
* Detideelle pivot-elementet er medianverdien av arrayet
* A finne medianverdien krever minst linezer tid
* Vanlige strategier er
* Velg tilfeldig
* Velg medianverdien av A[0], A[| 5]] og A[n — 1]
« A velge forste eller siste som pivot gir verste tilfelle for arrayer som allerede er
sortert
* Vi antar en funksjon ChoosePivot som velger pivot etter en rimelig strategi



Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION
Input: Etarray A med n elementer, Llow og high er indekser

Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og hoyre enn en gitt index som returneres
1 Procedure Partition(A, low, high)




Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION
Input: Etarray A med n elementer, Llow og high er indekser

Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og hoyre enn en gitt index som returneres
1 Procedure Partition(A, low, high)

2 p < ChoosePivot(A, low, high)




Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION

Input: Etarray A med n elementer, Llow og high er indekser

Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og hoyre enn en gitt index som returneres
Procedure Partition(A, low, high)

p < ChoosePivot(A, low, high)

Alpl, Alhigh] <= Alhigh], Afp]

pivot « Alhigh]

left < low

right « high—1




Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION

Input: Etarray A med n elementer, Llow og high er indekser

Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og hoyre enn en gitt index som returneres
Procedure Partition(A, low, high)

p < ChoosePivot(A, low, high)

Alpl, Alhigh] <= Alhigh], Afp]

pivot « Alhigh]

left < low

right « high—1

while left < rightdo
while left < right and A[left] < pivotdo
| left« left+1




Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION

Input: Etarray A med n elementer, Llow og high er indekser

Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og hoyre enn en gitt index som returneres
Procedure Partition(A, low, high)

p < ChoosePivot(A, low, high)

Alpl, Alhigh] <= Alhigh], Afp]

pivot « Alhigh]

left < low

right « high—1

while left < rightdo
while left < right and A[left] < pivotdo
| left« left+1

while right > left and A[right] > pivotdo
| right< right—1
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Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION

Input: Etarray A med n elementer, Llow og high er indekser

Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og hoyre enn en gitt index som returneres
Procedure Partition(A, low, high)

p < ChoosePivot(A, low, high)

Alpl, Alhigh] <= Alhigh], Afp]

pivot « Alhigh]

left < low

right « high—1

while left < rightdo

while left < right and A[left] < pivotdo
| left« left+1

while right > left and A[right] > pivotdo
| right< right—1

if left < right then
|  Alleft], A[right] « A[right], A[left]




Quicksort - Partition

ALGORITHM: PARTITION

Input: Etarray A med n elementer, Llow og high er indekser
Output: Flytter elementer som er hhv. mindre og sterre til venstre og hoyre enn en gitt index som returneres
1 Procedure Partition(A, low, high)

2 p < ChoosePivot(A, low, high)

3 Alp], A[high] < A[high], A[p]

4 pivot « Alhigh]

5 left < low

6 right « high—1

7 while left < rightdo

8 while left < right and A[left] < pivotdo
9 | left« left+1

10 while right > left and A[right] > pivotdo
1 | right< right—1

12 if left < right then

13 |  Alleft], A[right] « A[right], A[left]

1 Alleft], A[high] < A[high], A[left]

15 return left
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ALGORITHM: QUICKSORT

Input: Etarray A med n elementer, Low og high er indekser
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1 Procedure Quicksort(A, low, high)
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Input: Etarray A med n elementer, Low og high er indekser
Output: Et sortert array med de samme n elementene
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if low > high then
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Input: Etarray A med n elementer, Low og high er indekser
Output: Et sortert array med de samme n elementene
Procedure Quicksort(A, low, high)

if low > high then

| returnA

p < Partition(A, low, high)

Quicksort(A, low, p - 1)

Quicksort(A, p + 1, high)

returnA

¢ Vikaller pa Quicksort(A,0,n — 1) for a sortere hele arrayet
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Vi gjor rekursive kall der high — low stadig blir mindre
I verste tilfelle er p = low eller p = high i hvert kall
* Dette skjer hvis vi velger forste element som pivot pa et
array som allerede er sortert
Verste tilfelle er O(n?) fordi vi fir O(n) rekursive kall
* og hvert rekursive kall har lineeer tid
I beste tilfelle er pivot-elementet den «midterste»
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PartitioneriO(high — low)

* lineeer tid med hensyn til den delen av arrayet vi ser pa
Vi gjor rekursive kall der high — low stadig blir mindre
I verste tilfelle er p = low eller p = high i hvert kall

* Dette skjer hvis vi velger forste element som pivot pa et

array som allerede er sortert
Verste tilfelle er O(n?) fordi vi fir O(n) rekursive kall

* og hvert rekursive kall har lineeer tid
I beste tilfelle er pivot-elementet den «midterste»
verdien i arrayet

* da halverer vi arbeidet for hvert rekursive kall, som gir

O(n - log(n))
Quicksort har O(n?) i verste tilfellet
* Men dette skjer sjeldent og er som regel sveert effektiv

N Ao N =

Algorithm: Quicksort

Procedure Quicksort(A, low, high)
iflow > high then
| return A
p < Partition(A, low, high)
Quicksort(A, low, p - 1)
Quicksort(A, p + 1, high)
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¢ slike sorteringsalgoritmer kan ikke bli bedre en O(n - log(n))!
* Hvis vi vet mer om verdiene som skal sorteres, kan vi fa til noe bedre
* Bucket sort gar ut pa & lage N batter
* hvor hver bette svarer til en kategori eller sort, der kategoriene er ordnet
* Elementene vi skal sortere har en kategori, som vi kaller ngkkelen
I bucket sort plasserer vi hvert element i riktig batte basert pa nekkelen
¢ Sa leper vi gjennom hver bgtte og plasserer elementene tilbake i arrayet
* Merk at man noen ganger ensker a sortere battene hver for seg
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Bucket sort - Kortstokk

¢ Vi kan definere en ordning pa kort, slik at

A<2<3<---<1l0<J<Q<K

e Videre har vi at

d<O<M<O

* Vi gnsker a sortere kort vi far pa handen, slik at
¢ alle med samme sort kommer sammen
¢ hver sort er innbyrdes sortert

Det kan vi oppna ved a gjore to bucket sort

* sorter forst pa verdi
° sa sorter pa sort
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* Forst ma vi ga gjennom alle elementene
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Algorithm: Bucket sort

Procedure BucketSort(A)
La B vaere et array med N tomme lister
fori <« 0 to n — 1do
La k veere nokkelen assosiert med A[z]
Legg til A[7] pé slutten av listen B[k]
j«0
fork <~ 0 to N —1do
for hver = i listen B[k]do
bl « =
j—J+1
returnA
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* Forst mé vi ga gjennom alle elementene Algorithm: Bucket sort

° 1 Procedure BucketSort(A)
Dette er O (n) La B vaere et array med N tomme lister
fori <« 0 to n — 1do
La k veere nokkelen assosiert med A[z]
Legg til A[7] pé slutten av listen B[k]
j«0
fork <~ 0 to N —1do
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Bucket sort — Kjgretidsanalyse

* Forst mé vi ga gjennom alle elementene Algorithm: Bucket sort
* Dette er O(n) 1 Procedure BucketSort(A)

La B vaere et array med N tomme lister
* Vi gér gjennom alle battene

fori <« 0 to n — 1do
La k vere nokkelen assosiert med A[z]
Legg til A[7] pé slutten av listen B|[k]|
j<+<0
fork <~ 0 to N 1do
for hver = i listen B[k]do
]« o
j—J+1
returnA
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* Forst mé vi ga gjennom alle elementene Algorithm: Bucket sort
Procedure BucketSort(A
* Dette er O(n) ) LaB :aere :t array med(N )tomme lister
* Vi gdr gjennom alle bettene L e e e ton
* Dette er O(N)

La k vere nokkelen assosiert med A[z]
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Forst ma vi gé gjennom alle elementene

* Dette er O(n)

Vi gar gjennom alle bottene
* Dette er O(N)

For hver batte, gér vi gjennom elementene i batta
Men det er bare n elementer i bgttene!
* Kun n elementer i alle bottene tilsammen

Som gir O(N + n)

Nér N er konstant kan det forenkles til O(n)

Algorithm: Bucket sort

1 Procedure BucketSort(A)
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La B vaere et array med N tomme lister
fori <« 0 to n — 1do
La k vere nokkelen assosiert med A[z]
Legg til A[7] pé slutten av listen B[k]|
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ALGORITHM: RADIX SORT FOR POSITIVE HELTALL
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1 Procedure RadixSort(A)
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fori < d — 1 down to Odo
‘ A < BucketSort(A) etter det ite sifferet
return A
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Radix sort — Kjgretidsanalyse

Vi vet allerede at BucketSorteri O(N + n)
Radix sort mé gjere d antall bucket sort

° Som regel gitt pa forhand

* Ellers tillegg ma man beregne d som eri O(n)
Generelt er radix sorti O(d - (N + n))
For heltall kan vi sette N = 10

* (dersom vi bruker titallsystemet)
Dafarvi O(d(10 +n)) = O(d - n)
Hvis vi vet at tallene ikke blir storre enn 10°
SafarviO(9-n) = O(n)

Algorithm: Radix sort

Procedure RadixSort(A)
d < antall siffer i det storste tallet
fori < d — 1 down to Odo
‘ A < BucketSort(A) etter det ite sifferet
return A
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