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Traer

* Det er to store kategorier med anvendelser av treer:
* Det du jobber med har en iboende hierarkisk struktur
¢ Effektivimplementasjon for abstrakte datatyper (eksempelvis mengder og
ordbgker)
* Dere kjenner allerede til lenkede lister, som er definert som
° en tom liste — ofte representert med null — eller
* en node som bestar av en peker til et element og en peker til en liste
¢ Alle lister er treer, men ikke alle treer er lister
* Vi kan se pa treer som en enkel utvidelse av lister
* der vi tillater at en node har flere neste-pekere
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Treer - eksempler

* Syntaksen i programmeringsprak utgjor treer

* Det forste en kompilator gjor, er a gjore koden din om til et abstrakt syntakstre
HTML er et filformat som lar deg uttrykke treer

° Sa en nettside kan ses pa som en bestemt mate a vise frem et tre

* (Dette treet kalles DOM-treet, der DOM star for Document Object Model)
* En stamtavle (eller slektstre eller familietre) viser etterfglgerne til en person
* Filsystemer er traer
* Alle mulige sjakkpartier kan representeres som et (enormt) tre
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* Ettre er definert som
* det tomme treet — ofte representert med null — eller
* ennode v med en peker til
® etelement

® 0 eller flere pekere til barnenoder, og
* neyaktig én foreldernode (med mindre v er roten)

¢ Ettre kan ikke inneholde sykler
® Altsa: fra en node v kan du ikke né v ved 4 folge pekere fra v
* Merk: Boka tillater ikke tomme treer
¢ Vi skal senere definere treer mer presist som en spesiell type grafer
* Davil disse traerne kalles treer med rot

* En samling treer kalles en skog
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V11, - . -, U16 €T lovnoder, eller
eksterne noder
Nodene vy, ..., v er ikke

lavnoder, eller interne noder
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V1, U3, Vg OF V14 €Y etterkommere
av vy




Treer - terminologi

Sekvensen v, v3, vg, v14 Kalles en
st
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Treer — Datastruktur

° null representerer et tomt tre
* Anta at v er en node, da gir

* y.element dataen som er lagret i noden
° v.parent foreldrenoden til v
* v.children barnenodene til v
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* Dybden til en node er én mer enn foreldrenoden

* Roten har dybde 0
¢ Siden vi tillater et tomt tre gir vi det dybde —1

ALGORITHM: FINN DYBDEN AV EN GITT NODE

Input: Ennodev
Output: Dybden av noden
Procedure Depth(v)

if v = null then
return —1
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Treer - dybde

* Dybden til en node er én mer enn foreldrenoden

* Roten har dybde 0
¢ Siden vi tillater et tomt tre gir vi det dybde —1

ALGORITHM: FINN DYBDEN AV EN GITT NODE

Input: Ennodev
Output: Dybden av noden
Procedure Depth(v)
if v = null then
| return-—1
return 1+ Depth(v.parent)
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* Detvil si dybden av den dypeste lovnoden

ALGORITHM: FINN HGYDEN AV EN GITT NODE

Input: Ennodev
Output: Hoyden av noden
1 Procedure Height(v)
2 h <+ —1
3 if v = null then
4 | returnh



Treer - hoyde

* Hoyden av et tre er gitt av den lengste stien til en lgvnode
* Detvil si dybden av den dypeste lovnoden

ALGORITHM: FINN HGYDEN AV EN GITT NODE

Input: Ennodev
Output: Hoyden av noden
1 Procedure Height(v)
2 h <+ —1
3 if v = null then
4 | returnh
5 for c € v.childrendo
6 | k<« Max(h,Height(c))
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Treer - hoyde

* Hoyden av et tre er gitt av den lengste stien til en lgvnode
* Detvil si dybden av den dypeste lovnoden

ALGORITHM: FINN HGYDEN AV EN GITT NODE

Input: Ennodev
Output: Hoyden av noden
Procedure Height(v)
h <+ —1
if v = null then
| returnh
for c € v.childrendo
| k<« Max(h,Height(c))
returnh 41
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* Vi har méter for & systematisk ga gjennom (traversere) et tre pa

* Underveis har vi en operasjon vi gnsker a utfore

» For mange operasjoner har rekkefolgen vi utferer operasjonen i en betydning
* preorder utforer operasjonen pa seg selv forst, og barna etterpa
* postorder utferer operasjonen pa barna forst, og seg selv etterpa

 For a kopiere et tre egner preorder seg bedre enn postorder

For 4 slette et tre kan postorder egne seg bedre enn preorder
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Treer - preorder og postorder

ALGORITHM: PREORDER TRAVERSERING
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ALGORITHM: POSTORDER TRAVERSERING

Input: Ennode v (som ikke er null)
Output: Utfer en operasjon pé v, deretter barna til v
Procedure Preorder(v)
if v =null then
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Input: Ennode v (som ikke er null)
Output: Utfer en operasjon pa barna til v, deretter v
Procedure Postorder(v)
if v =null then
| return
for ccv.childrendo
| Postorder(c)

10
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ALGORITHM: PREORDER TRAVERSERING

ALGORITHM: POSTORDER TRAVERSERING

Input: Ennode v (som ikke er null)
Output: Utfer en operasjon pé v, deretter barna til v
Procedure Preorder(v)
if v =null then
| return
Operate on v
for c € v.childrendo
| Preorder(c)
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Input: Ennode v (som ikke er null)
Output: Utfer en operasjon pa barna til v, deretter v
Procedure Postorder(v)
if v =null then
| return
for ccv.childrendo
| Postorder(c)
Operate on v

10



Treer - preorder (eksempel)




Treer - preorder (eksempel)

V1, U2,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, U5,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, U5, V11,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,

U6,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
Ve, V12,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
Ve, V12,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
Ve, V12,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
Ve, V12,

v3,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
Ve, V12,
U3, U7,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
Ve, V12,
V3, U7, V13,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
Ve, V12,
V3, U7, V13,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
U6, V12,

V3, U7, V13,

U8,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
Vs, V14,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
U6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
U6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
U6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,



Treer - preorder (eksempel)

V1, V2, Us, V11,
U6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,
V10,



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,
V105 V16



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,
V105 V16



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,
V105 V16



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,
V105 V16



Treer - preorder (eksempel)

U1, V2, Us, V11,
V6, V12,

V3, U7, V13,
U8, V14,

V4, V9, V15,
V105 V16
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Us, V12, V6, U2,
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V11, Vs, V12, Vg, V2,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
U13,

12



Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7,
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V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7,
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V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14,
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V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, U3,
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V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
V15, V9,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
V15, V9,

12



Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
V15, V9, V16,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
V15, V9, V16, V10,
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
V15, V9, V16, V10, V4,

12



Treer - postorder (eksempel)

V11, Vs, V12, Vg, V2,
V13, U7, V14, Ug, VU3,
V15, V9, V16, V10, V4,
U1
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Treer - postorder (eksempel)

V11, Us, V12, V6, V2,
V13, V7, V14, Us, U3,
V15, V9, V16, V10, V4,
U1

12



Binaere soketraer



Bineere treer

* Et binaertre er et tre hvor hver node har maksimalt to barn
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* Et binzrtre er et tre hvor hver node har maksimalt to barn
* I bineere treer referer vi til venstre og hayre barn
* Hvis v er en node i et bineertre, si gir

* y.element dataen som er lagret i noden
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Bineere treer

 Et binzgertre er et tre hvor hver node har maksimalt to barn
* I bineere treer referer vi til venstre og hayre barn
* Hvis v er en node i et bineertre, si gir

* y.element dataen som er lagret i noden

* v.left venstre barn av v

* v.right heyre barn av v

13



Binaere sgketraer

* Et binzert soketre er et binzertre som oppfyller folgende egenskap

14



Binaere sgketraer

* Et binzert soketre er et binzertre som oppfyller folgende egenskap
* For hver node v sd er

14



Binaere sgketraer

* Et binzert soketre er et binzertre som oppfyller folgende egenskap
* For hver node v sé er
¢ alle elementer i venstre subtre mindre enn v.element, og

14



Binaere sgketraer

* Et binzert soketre er et binzertre som oppfyller folgende egenskap
* For hver node v sd er

¢ alle elementer i venstre subtre mindre enn v.element, og
¢ alle elementer i hoyre subtre storre enn v.element

14



Binaere sgketraer

* Et binzert soketre er et binzertre som oppfyller folgende egenskap
* For hver node v sd er

¢ alle elementer i venstre subtre mindre enn v.element, og
¢ alle elementer i hoyre subtre storre enn v.element

* Merk at vi kan si mindre eller lik dersom vi gnsker & tillate duplikater

14



Binaere sgketraer

* Et binzert soketre er et binzertre som oppfyller folgende egenskap
* For hver node v sé er
¢ alle elementer i venstre subtre mindre enn v.element, og
¢ alle elementer i hoyre subtre storre enn v.element
* Merk at vi kan si mindre eller lik dersom vi gnsker & tillate duplikater
¢ For at vi skal kunne bruke binaere sgketraer ma elementene veere
sammenlignbare

14



Binaere sgketraer

Et binaert sgketre er et binaertre som oppfyller folgende egenskap
* For hver node v sé er
¢ alle elementer i venstre subtre mindre enn v.element, og
¢ alle elementer i hoyre subtre storre enn v.element
* Merk at vi kan si mindre eller lik dersom vi gnsker & tillate duplikater
¢ For at vi skal kunne bruke binaere sgketraer ma elementene veere
sammenlignbare
* Binzere treer er spesielt gode nar de er balanserte
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Binaere sgketraer

Et binaert sgketre er et binaertre som oppfyller folgende egenskap
* For hver node v sé er
¢ alle elementer i venstre subtre mindre enn v.element, og
¢ alle elementer i hoyre subtre storre enn v.element
* Merk at vi kan si mindre eller lik dersom vi gnsker & tillate duplikater
¢ For at vi skal kunne bruke binaere sgketrzer ma elementene veere
sammenlignbare
* Binzere treer er spesielt gode nar de er balanserte
* Det vil si at hgydeforskjellen mellom venstre og hayre subtre er liten i alle noder

14



Sammenheng mellom binzersgk og bineere soketraer

* Idéen bak binaersek er & halvere sokerommet hver gang vi gjor en
sammenligning, som gir O(log(n)) tid pa oppslag
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Sammenheng mellom binzersgk og bineere soketraer

* Idéen bak binaersek er & halvere sokerommet hver gang vi gjor en
sammenligning, som gir O(log(n)) tid pa oppslag
* Det fungerer stralende, men det forutsetter at vi jobbber pa et sortert array
* Et problem oppstar nar vi trenger en dynamisk struktur
° En datastruktur hvor vi stadig legger til og fjerner elementer

* Et bineert sgketre er en datastruktur som gjor binsersek enkelt og stetter effektiv
innsetting og sletting

15



Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,z)
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,z)
2 if v =null then
3 | v« newNode(z)
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,z)
2 if v =null then
3 | v« newNode(z)
4 else ifax <v.element then
5 | v.left« Insert(v.left,x)
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
Procedure Insert(v, )
if v =null then
| v« newNode(z)
else ifax <v.element then
| wv.left« Insert(v.left,x)
else ifax > v.element then
| wv.right <« Insert(v.right,z)
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
Procedure Insert(v, )
if v =null then
| v« newNode(z)
else ifax <v.element then
| wv.left« Insert(v.left,x)
else ifax > v.element then
| wv.right <« Insert(v.right,z)
returnv
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder x er en etterkommer av v
Procedure Insert(v, )
if v =null then
| v« newNode(z)
else ifax <v.element then
| wv.left« Insert(v.left,x)
else ifax > v.element then
| wv.right <« Insert(v.right,z)
returnv

* Denne algoritmen har kompleksitet O(h) der h er hgyden pa treet
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
Procedure Insert(v, )
if v =null then
| v« newNode(z)
else ifax <v.element then
| wv.left« Insert(v.left,x)
else ifax > v.element then
| wv.right <« Insert(v.right,z)
returnv

* Denne algoritmen har kompleksitet O(h) der h er hgyden pa treet

* Dersom n er antall noder i treet har vi O(n) i verste tilfelle
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET BINART SOKETRE
Input: En node v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
Procedure Insert(v, )
if v =null then
| v« newNode(z)
else ifax <v.element then
| wv.left« Insert(v.left,x)
else ifax > v.element then
| wv.right <« Insert(v.right,z)
returnv

* Denne algoritmen har kompleksitet O(h) der h er hgyden pa treet
* Dersom n er antall noder i treet har vi O(n) i verste tilfelle
* men hvis treet er balansert, sa er kompleksiteten O(log(n))

16



Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
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Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
1 Procedure Search(v,z)
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Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
1 Procedure Search(v,z)
2 if v = null then
3 | returnnull
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Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
1 Procedure Search(v,z)
if v = null then
| returnnull
if v.element = z then
| returnv

o oB W N

17
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Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
Procedure Search(v, x)
if v = null then
| returnnull
if v.element = z then
| returnv
ifz < v.element then
| returnSearch(v.left,z)

17
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Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
Procedure Search(v, x)
if v = null then

| returnnull
if v.element = z then

| returnv
ifz < v.element then

| returnSearch(v.left,z)
ifz > v.element then

| returnSearch(v.right,z)

17
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Oppslag

ALGORITHM: OPPSLAG I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, returner u, ellers null.
Procedure Search(v, x)
if v = null then

| returnnull
if v.element = z then

| returnv
ifz < v.element then

| returnSearch(v.left,z)
ifz > v.element then

| returnSearch(v.right,z)

* Oppslagi et bingertre har samme kompleksitet som innsetting
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Sletting

o Sletting fra et binzertre er litt vanskeligere enn innsetting og oppslag
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Sletting

o Sletting fra et binzertre er litt vanskeligere enn innsetting og oppslag
* men har samme kjoretidskompleksitet!

* Vi ma passe pd a tette eventuelle «hull»
Vi skiller mellom tre tilfeller:
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Sletting

* Sletting fra et binzertre er litt vanskeligere enn innsetting og oppslag
* men har samme kjoretidskompleksitet!

* Vi ma passe pd a tette eventuelle «hull»

¢ Vi skiller mellom tre tilfeller:
* Noden som skal slettes ikke har noen barn
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Sletting

* Sletting fra et binzertre er litt vanskeligere enn innsetting og oppslag
* men har samme kjoretidskompleksitet!

* Vi ma passe pd a tette eventuelle «hull»

¢ Vi skiller mellom tre tilfeller:

* Noden som skal slettes ikke har noen barn
* Noden som skal slettes kun har ett barn

18



Sletting

* Sletting fra et binzertre er litt vanskeligere enn innsetting og oppslag
* men har samme kjoretidskompleksitet!

* Vi ma passe pd a tette eventuelle «hull»

¢ Vi skiller mellom tre tilfeller:
* Noden som skal slettes ikke har noen barn

* Noden som skal slettes kun har ett barn
* Noden som skal slettes har to barn

18



Sletting - ingen barn

To

T
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Sletting - ingen barn

To

19



Sletting - ingen barn

To To
/N N
X T1 Tl

* Nér det ikke er noen barn er det tilstrekkelig & fjerne pekeren til
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Sletting - ett barn (venstre)

20



Sletting - ett barn (venstre)
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Sletting - ett barn (venstre)

* Nér noden har ett barn pa venstre side, erstatt x med 75
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Sletting - ett barn (hoyre)
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Sletting - ett barn (hoyre)
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Sletting - ett barn (hoyre)

 Helt tilsvarende, nér noden har ett barn pa heyre side, erstatt  med 75
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Sletting - to barn
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Sletting - to barn
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Sletting - to barn
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Sletting - to barn

* Nar noden har to barn, erstatt x med det minste elementet y i hayre subtre
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Sletting - to barn

To To
SN /N
xr T1 ) T1
/7 N\ 7/ \
T T3 T T3
/

¢ Nar noden har to barn, erstatt 2 med det minste elementet y i hoyre subtre
* Merk at vi like gjerne kunne erstattet + med det storste elementet i venstre subtre

22



Finn minste

* For sletting trenger vi en prosedyre for & finne minste element

ALGORITHM: FINN MINSTE NODE

Input: Ennode v
Output: Returner noden som inneholder den minste etterkommeren av v
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Finn minste

* For sletting trenger vi en prosedyre for & finne minste element

ALGORITHM: FINN MINSTE NODE

Input: Ennode v
Output: Returner noden som inneholder den minste etterkommeren av v
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Finn minste

* For sletting trenger vi en prosedyre for & finne minste element

ALGORITHM: FINN MINSTE NODE

Input: Ennode v

Output: Returner noden som inneholder den minste etterkommeren av v
1 Procedure FindMin(v)
2 | Etterlatt som ovelse!

23



Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

24



Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.
1 Procedure Remove(v,z)
2 if v = null then
3 | returnnull

24



Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.
1 Procedure Remove(v,z)
if v = null then
| returnnull
ifz < v.element then
v.left + Remove(v.left, )
returnv

o u B w N

24
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Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then
| returnnull
if z < v.element then
v.left + Remove(v.left, )
‘ returnv
ifx > v.element then
v.right < Remove(v.right, z)
‘ returnv

24
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Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then
| returnnull
if z < v.element then
v.left + Remove(v.left, )
‘ returnv
ifx > v.element then
v.right < Remove(v.right, z)
‘ returnv
ifov.left = null then
| returnv.right

24
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Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then
| returnnull
if z < v.element then
v.left + Remove(v.left, )
‘ returnv
ifx > v.element then
v.right < Remove(v.right, z)
‘ returnv
ifov.left = null then
| returnv.right
ifv.right = null then
| returnv.left

24
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Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then
| returnnull
if z < v.element then
v.left + Remove(v.left, )
‘ returnv
ifx > v.element then
v.right < Remove(v.right, z)
‘ returnv
ifov.left = null then
| returnv.right
ifv.right = null then
| returnv.left
u 4— FindMin(v.right)
v.element + u.element

24
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Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then
| returnnull
if z < v.element then
v.left + Remove(v.left, )
‘ returnv
ifx > v.element then
v.right < Remove(v.right, z)
returnv
ifov.left = null then
| returnv.right
ifv.right = null then
| returnv.left
u 4— FindMin(v.right)
v.element + u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)

24
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Sletting

ALGORITHM: SLETT EN NODE I ET BINART SOKETRE

Input: En node v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then

| returnnull
if z < v.element then

v.left + Remove(v.left, )

‘ returnv

ifx > v.element then
v.right < Remove(v.right, z)

‘ returnv
ifov.left = null then

| returnv.right
ifv.right = null then

| returnv.left
u 4— FindMin(v.right)
v.element + u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)
returnv
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AVL-treer

* AVL-treer oppfyller de samme egenskapene som ordinzere binaere sgketreer
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AVL-treer

* AVL-treer oppfyller de samme egenskapene som ordinzere binare sgketraer
* I tillegg ma de oppfyle folgende egenskap:

¢ for hver node i et AVL-tre, s& ma hoydeforskjellen pa venstre og hgyre subtre vare
mindre eller lik 1

* Denne invarianten ma opprettholdes ved innsetting og sletting
° (oppslag er helt uforandret)
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Hoyde

¢ Fordi vi ofte vil referere til hgyden i treet, utvider vi nodene i treet
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* Hvis v er en node i et AVL-tre, sa gir

* v.element dataen som er lagret i noden

* v.left venstre barn avv

* v.right heyre barn av v

* v.height hegyden til v

* Husk at heyden til et tomt tre er definert som —1
° og at hegyden til en node er én mer enn sitt hoyeste subtre
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Hoyde

¢ Fordi vi ofte vil referere til hayden i treet, utvider vi nodene i treet
* Hvis v er en node i et AVL-tre, sa gir

* v.element dataen som er lagret i noden

* v.left venstre barn av v

* v.right heyre barn av v

* v.height hegyden til v
* Husk at heyden til et tomt tre er definert som —1

° og at hegyden til en node er én mer enn sitt hoyeste subtre

* Ved innsetting og sletting ma vi vedlikeholde haydene
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Hoyde

¢ Fordi vi ofte vil referere til hgyden i treet, utvider vi nodene i treet

* Hvis v er en node i et AVL-tre, sa gir

* v.element dataen som er lagret i noden

* v.left venstre barn av v

* v.right heyre barn av v

* v.height hegyden til v
* Husk at heyden til et tomt tre er definert som —1

° og at hegyden til en node er én mer enn sitt hoyeste subtre
* Ved innsetting og sletting ma vi vedlikeholde haydene

* Vi benytter oss av to hjelpeprosedyrer SafeHeight og SetHe1ight nar vi skal

vedlikeholde haoydene
1 Procedure SafeHeight(v) 1 Procedure SetHeight(v)
2 | ifv =null then 2 | ifuv #null then
3 | return—1 3 | v.height « 1+ Max(SafeHeight(v.left), SafeHeight(v.right))

4 | returnv.height
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Overordnet idé

* Vi bruker metodene for sletting og innsetting fra ordingere bineere sgketraer
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 For a balansere en node, vil vi anvende rotasjoner
¢ Underveis ma vi passe pa 4 oppdatere hgydene
* Husk at ndr AVL innsetting og sletting gjores pa pa AVL-treer sa:
¢ kan vi anta at treet ikke har haydeforskjeller storre enn 1
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Overordnet idé

* Vi bruker metodene for sletting og innsetting fra ordingere bineere sgketraer
* Etter operasjonen er utfort, balanserer vi hver node lokalt fra der operasjonen
ble utfert og opp til roten (hvis det er nedvendig)
* Vi balanserer nar haoydeforskjellen mellom venstre og hgyre subtre er mer enn 1
 For a balansere en node, vil vi anvende rotasjoner
¢ Underveis ma vi passe pa 4 oppdatere hgydene
* Husk at ndr AVL innsetting og sletting gjores pa pa AVL-treer sa:

¢ kan vi anta at treet ikke har haydeforskjeller storre enn 1
° ved én innsetting eller sletting i et AVL-tre vil vi bare forarsake
en midlertidig heydeforskjell pa 2

27



Rotasjoner - venstrerotasjon
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Rotasjoner - venstrerotasjon

V4
7 N\
To Yy Yy
T RN VAN
xr z x
! N / \ / \
T2 T3 To T1 Tg T3

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINAZRTRE

Input: Ennode z
Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
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Rotasjoner - venstrerotasjon

V4
7 N\
To Yy Yy
T RN VAN
xr z x
! N / \ / \
T2 T3 To T1 Tg T3

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINAZRTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure LeftRotate(z)
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Rotasjoner - venstrerotasjon

V4
7 N\
To Yy Yy
T RN VAN
xr z x
! N / \ / \
T2 T3 To T1 Tg T3

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINAZRTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
Procedure LeftRotate(z)

y + z.right

T < y.left
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Rotasjoner - venstrerotasjon

V4
7 N\
To Yy Yy
T RN VAN
xr z x
! N / \ / \
T2 T3 To T1 Tg T3

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINAZRTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure LeftRotate(z)
2 y < z.right
3 T < y.left

4 y left «+ z
5 z.right < Ty




Rotasjoner - venstrerotasjon

V4
7 N\
To Yy Yy
T RN VAN
xr z x
! N / \ / \
T2 T3 TO T1 Tg T3

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINAZRTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure LeftRotate(z)
2 y < z.right
3 T < y.left

4 y left «+ z
5 z.right < Ty
6 SetHeight(z)

7 SetHeight(y)
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Rotasjoner - venstrerotasjon

V4
7 N\
To Yy Yy
T RN VAN
xr z x
! N / \ / \
T2 T3 To T1 Tg T3

ALGORITHM: VENSTREROTASJON AV ET BINAZRTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til venstre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure LeftRotate(z)
2 y < z.right
3 T < y.left

4 y left «+ z

5 z.right < Ty
6 SetHeight(z)
7 SetHeight(y)

8 returny
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Rotasjoner - hgyrerotasjon
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Rotasjoner - hgyrerotasjon

/N
Yy T3 Yy
/N 7\
48 Ts T z
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To Ty To Ty Ty T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: Ennode z
Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
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Rotasjoner - hgyrerotasjon

/N
Yy T3 Yy
/N 7\
48 Ts T z
/N / A\ / A\
To Ty To Ty Ty T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure RightRotate(z)
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Rotasjoner - hgyrerotasjon

/N
Yy T3 Yy
/N 7\
48 Ts T z
/N / A\ / A\
To Ty To Ty Ty T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
Procedure RightRotate(z)

y < z.left

Ty <+ y.right
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Rotasjoner - hgyrerotasjon

/N
Yy T3 Yy
/N 7\
48 Ts T z
/N / A\ / A\
To Ty To Ty Ty T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
Procedure RightRotate(z)

y < z.left

Ty <+ y.right

y.right « z
z. left < Ty
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Rotasjoner - hgyrerotasjon

/N
Yy T3 Yy
/N 7\
48 Ts T z
/N / A\ / A\
To Ty To Ty Ty T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure RightRotate(z)

y < z.left

Ty <+ y.right

y.right « z
z. left < Ty
SetHeight(z)
SetHeight(y)
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Rotasjoner - hgyrerotasjon

/N
Yy T3 Yy
/N 7\
48 Ts T z
/N / A\ / A\
To Ty To Ty Ty T3

ALGORITHM: HOYREROTASJON AV ET BINARTRE

Input: Ennode z

Output: Roter treet til hoyre, slik at y blir den nye roten
1 Procedure RightRotate(z)

y < z.left

Ty <+ y.right

y.right « z
z. left < Ty

SetHeight(z)
SetHeight(y)

returny
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Rotasjoner - doble rotasjoner

RightRotate(y)
z z
VAN VRN
T() Yy T() xr
SN 7N\
xr T3 T1 Y
VAN VAN



Rotasjoner - doble rotasjoner

RightRotate(y)
z z
RN /N
To Yy To
/N
T T3 T1
VAN
T Ty

LeftRotate(z)
N VAN
Yy z
/N /\ / \
T o Th 1> T3
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Rotasjoner - doble rotasjoner

LeftRotate(y)
z z
/N SN\
Yy T3 xr T3
7/ N\ /N
T() X Y Ty
/N RN



Rotasjoner - doble rotasjoner

LeftRotate(y)
z
/N
Yy 15 3
RN /
T() a5 Yy
/N RN

RightRotate(z)

7N\

/ \ / \
To Th 1o T3
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Balansefaktor

ALGORITHM: BALANSEFAKTOREN AV EN NODE

Input: Ennodev
Output: Returner hoydeforskjellen pa v sitt venstre- og hoyrebarn
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Balansefaktor

ALGORITHM: BALANSEFAKTOREN AV EN NODE

Input: Ennodev
Output: Returner hoydeforskjellen pa v sitt venstre- og hoyrebarn
Procedure BalanceFactor(v)
if v =null then
| returno
return SafeHeight(v.left) — SafeHeight(v.right)

* En hjelpeprosedyre som sier hvor venstre- eller hgyretungt v er
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ALGORITHM: BALANSEFAKTOREN AV EN NODE
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Output: Returner hoydeforskjellen pa v sitt venstre- og hoyrebarn
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if v =null then
| returno
return SafeHeight(v.left) — SafeHeight(v.right)

* En hjelpeprosedyre som sier hvor venstre- eller hgyretungt v er
* 0 betyr at v er balansert
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Balansefaktor

ALGORITHM: BALANSEFAKTOREN AV EN NODE

Input: Ennodev
Output: Returner hoydeforskjellen pa v sitt venstre- og hoyrebarn
Procedure BalanceFactor(v)
if v =null then
| returno
return SafeHeight(v.left) — SafeHeight(v.right)

* En hjelpeprosedyre som sier hvor venstre- eller hgyretungt v er
* 0 betyr at v er balansert

* Et positivt tall betyr at treet er venstretungt
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Balansefaktor

ALGORITHM: BALANSEFAKTOREN AV EN NODE

Input: Ennodev
Output: Returner hoydeforskjellen pa v sitt venstre- og hoyrebarn
Procedure BalanceFactor(v)
if v =null then
| returno
return SafeHeight(v.left) — SafeHeight(v.right)

* En hjelpeprosedyre som sier hvor venstre- eller hgyretungt v er
* 0 betyr at v er balansert

* Et positivt tall betyr at treet er venstretungt
* Et negativt tall betyr at treet er hgyretungt
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En AVL-balansert node

33



Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En AVL-balansert node
1 Procedure Balance(v)
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v

Output: En AVL-balansert node
Procedure Balance(v)

if BalanceFactor(v) < —1 then
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En AVL-balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v

Output: En AVL-balansert node

Procedure Balance(v)

if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then

| wv.right < RightRotate(v.right)

return LeftRotate(v)

if BalanceFactor(v) > 1 then
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En AVL-balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
if BalanceFactor(v.left) < 0 then
| wv.left <« LeftRotate(v.left)
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En AVL-balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
if BalanceFactor(v.left) < 0 then
| wv.left <« LeftRotate(v.left)
return RightRotate(v)
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Balansering

ALGORITHM: BALANSERING AV ET AVL-TRE

Input: Ennode v
Output: En AVL-balansert node
Procedure Balance(v)
if BalanceFactor(v) < —1 then
if BalanceFactor(v.right) > 0 then
| wv.right < RightRotate(v.right)
return LeftRotate(v)
if BalanceFactor(v) > 1 then
if BalanceFactor(v.left) < 0 then
| wv.left <« LeftRotate(v.left)
return RightRotate(v)
returnv
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,x)
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,x)
2 if v =null then
3 | v < newNode(x)

34



Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
1 Procedure Insert(v,x)
if v =null then
| v < newNode(x)
else ifz < wv.element then
| wv.left <+ Insert(v.left,z)

o B w N
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
Procedure Insert(v,x)
if v =null then
| v < newNode(x)
else ifz < wv.element then
| wv.left <+ Insert(v.left,z)
else ifxz > v.element then
| wv.right« Insert(v.right,z)

34
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Innsetting

ALGORITHM: INNSETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: En oppdatert node v der en node som inneholder z er en etterkommer av v
Procedure Insert(v,x)
if v =null then

| v < newNode(x)
else ifz < wv.element then

| wv.left <+ Insert(v.left,z)
else ifxz > v.element then

| wv.right« Insert(v.right,z)
SetHeight(v)
returnBalance(v)
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element
Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.
1 Procedure Remove(v,x)
2 if v =null then
3 | returnnull
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
ifv =null then
| returnnull
ifz < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,z)
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then
| returnnull
if z < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,z)
else ifz > v.element then
| wv.right < Remove(v.right,z)
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v = null then

| returnnull
if z < v.element then

| wv.left < Remove(v.left,z)
else ifz > v.element then

| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifv.left = null then

‘ v+ v.right
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v =null then

| returnnull
if x < v.element then

| wv.left < Remove(v.left,z)
else ifz > v.element then

| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifwv.left = null then

‘ v+ v.right
else ifwu.right = null then

| v+ wleft
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
if v =null then
| returnnull
if x < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,z)
else ifz > v.element then
| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifwv.left = null then
| v+ wv.right
else ifwu.right = null then
| v+ wleft
else
u 4 FindMin(v.right)
v.element < u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)

35
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Sletting

ALGORITHM: SLETTING I ET AVL-TRE

Input: Ennode v og et element

Output: Dersom z forekommer i en node u som en etterkommer av v, fjern u.

Procedure Remove(v, x)
ifv =null then
| returnnull
if x < v.element then
| wv.left < Remove(v.left,z)
else ifz > v.element then
| wv.right < Remove(v.right,z)
else ifwv.left =null then
| v+ wv.right
else ifwu.right = null then
| v+ wleft
else
u 4 FindMin(v.right)
v.element < u.element
v.right < Remove(v.right, u.element)
SetHeight(v)
return Balance(v)

35
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