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Bredde-forst sgk fungerer tar ikke hoyde for vektede kanter
En vektet graf G = (V, E) har en assosiert vektfunksjon w
For en kant fra u til v i grafen, angir w(u, v) vekten pa kanten
En korteste stimellom s € V ogt € V er en sti vy, vs,. .., v, slik at
v = 5 0g v, =t og S, w(v;,viy1) er minimal
Det vil si en sti som har lavest akkumulert vekt
Vi skal se pa to algoritmer for & finne korteste stier i vektede grafer:

Dijkstra: dersom vi antar at det ikke finnes kanter med negativ vekt
Bellman-Ford: dersom vi har kanter med negativ vekt

Algoritmene fungerer bade for rettede og urettede grafer
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Dijkstras algoritme for korteste stier

Input er en graf G og en startnode s

Idéen er & modifisere bredde-forst sgk til & ta heyde for kantenes vekt
Vi traverserer grafen fra s med en prioritetsko som ordner noder etter avstand fra
startnoden
Vi besgker alltid den «nzermeste» ubesgkte noden fra startnoden med hensyn til
akkumulert vekt

Initielt settes

avstanden fra startnoden s til s til 0
avstanden fra startnoden s til alle andre noder til co
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Dijkstras algoritme for korteste stier (eksempel)

queue dist
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Dijkstra (tradisjonell implementasjon)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER (TRADISJONELL)

Input: En vektet graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure Dijkstra(G,s)

queue < empty priority queue

dist < empty dictionary
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Dijkstra (tradisjonell implementasjon)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER (TRADISJONELL)

Input: En vektet graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv € Vdo
dist[v] + oo
Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + O
DecreasePriority(queue,s,0)
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Dijkstra (tradisjonell implementasjon)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER (TRADISJONELL)

Input: En vektet graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv € Vdo
dist[v] + oo
Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + O
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
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Dijkstra (tradisjonell implementasjon)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER (TRADISJONELL)

Input: En vektet graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv € Vdo
dist[v] + oo
Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + O
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € Edo
¢+ distu] + w(u,v)
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Dijkstra (tradisjonell implementasjon)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER (TRADISJONELL)

Input: En vektet graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv € Vdo
dist[v] + oo
Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + O
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € Edo
¢+ distu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
distfv] + ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
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Dijkstra (tradisjonell implementasjon)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER (TRADISJONELL)

Input: En vektet graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv € Vdo
dist[v] + oo
Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + O
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € Edo
¢+ distu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
distfv] + ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist
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Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € E do
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist
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Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € E do
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist




Dijkstra (kjoretidsanalyse)

Anta at DecreasePriority er logaritmisk
Hver node tas av prioritetskeen én gang
Det koster O(|V| - log(|V])) fordi

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € Edo
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist
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queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € Edo
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist




Dijkstra (kjoretidsanalyse)

Anta at DecreasePriority er logaritmisk
Hver node tas av prioritetskeen én gang
Det koster O(|V| - log(|V])) fordi

det er |V| noder pa prioritetskaen
RemoveMin er logaritmisk

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € Edo
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist
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Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] + 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € Edo
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist
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forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] «+ 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € E do
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
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returndist
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for (u,v) € E do
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Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] «+ 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € E do
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
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Anta at DecreasePriority er logaritmisk
Hver node tas av prioritetskeen én gang
Det koster O(|V| - log(|V])) fordi
det er |V| noder pa prioritetskaen
RemoveMin er logaritmisk
Hver kant besgkes noyaktig én gang
Det koster O(|E| -log(|V])) fordi

fra hver kant kaller vi DecreasePriority
DecreasePriority er logaritmisk

Til sammen har vi O((|V| + |E|) - log(|V]))
Kan forenkles til O(|E| - log(|V|)) hvis
grafen er sammenhengende
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Procedure Dijkstra(G,s)
queue < empty priority queue
dist < empty dictionary
forv e Vdo

dist[v] < oo

Insert(queue,v) with priority co
dist[s] «+ 0
DecreasePriority(queue,s,0)

while queue is not empty do
u <— RemoveMin(queue)
for (u,v) € E do
¢ « distfu] + w(u,v)
ifc < dist[v] then
distfv] < ¢
DecreasePriority(queue,v,c)
returndist
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Dijkstra (implementasjon uten DecreasePriority)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet og sammenhengende graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G

Procedure Dijkstra(G,s)

dist + empty dictionary with co as default

visited < empty set

queue < priority queue containing s with priority 0

dist[s] + 0
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Dijkstra (implementasjon uten DecreasePriority)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet og sammenhengende graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G

Procedure Dijkstra(G,s)

dist + empty dictionary with co as default

visited < empty set

queue < priority queue containing s with priority 0

dist[s] + 0

while queue is not empty do
u < RemoveMin(queue)
ifu € visited then

| continue
add uto visited
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Dijkstra (implementasjon uten DecreasePriority)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet og sammenhengende graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G

Procedure Dijkstra(G,s)

dist + empty dictionary with co as default

visited < empty set

queue < priority queue containing s with priority 0

dist[s] + 0

while queue is not empty do
u < RemoveMin(queue)
ifu € visited then
| continue
add u to visited
for (u,v) € Edo
¢+ distfu] + w(u,v)
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Dijkstra (implementasjon uten DecreasePriority)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet og sammenhengende graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G

Procedure Dijkstra(G,s)

dist + empty dictionary with co as default

visited < empty set

queue < priority queue containing s with priority 0

dist[s] + 0

while queue is not empty do
u < RemoveMin(queue)
ifu € visited then
| continue
add u to visited
for (u,v) € Edo
¢+ distfu] + w(u,v)
ifc < distv] then
distfv] < ¢
Insert(queue,v) with priority ¢
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Dijkstra (implementasjon uten DecreasePriority)

ALGORITHM: DIJKSTRAS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet og sammenhengende graf G = (V, E') med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G

Procedure Dijkstra(G,s)

dist + empty dictionary with co as default

visited < empty set

queue < priority queue containing s with priority 0

dist[s] + 0

while queue is not empty do
u < RemoveMin(queue)
ifu € visited then
| continue
add u to visited
for (u,v) € Edo
¢+ distfu] + w(u,v)
ifc < distv] then
distfv] < ¢
Insert(queue,v) with priority ¢

returndist
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Negative vekter

Dijkstra kan gi feil svar for grafer med negative vekter fordi den er «gradig»
En gradig algoritme gar ut i fra at den forste lgsningen er det beste

Dersom grafen inneholder negative sykler finnes det ingen korteste sti
Fordi det alltid lenner seg & ta en runde til i en negativ sykel

Bellman-Ford finner korteste sti i grafer med negative vekter
eller oppdager negative sykler



Bellman-Ford

En sti kan ikke inneholde mer enn |V| — 1 kanter

10



Bellman-Ford

En sti kan ikke inneholde mer enn |V| — 1 kanter
En vei med |V| kanter mé inneholde en sykel

10



Bellman-Ford

En sti kan ikke inneholde mer enn |V| — 1 kanter
En vei med |V| kanter mé inneholde en sykel

Algoritmen oppdaterer estimert avstand for alle noder «mange nok» ganger

10



Bellman-Ford

En sti kan ikke inneholde mer enn |V| — 1 kanter
En vei med |V| kanter mé inneholde en sykel

Algoritmen oppdaterer estimert avstand for alle noder «mange nok» ganger
|V| — 1 er mange nok ganger!

10



Bellman-Ford

En sti kan ikke inneholde mer enn |V| — 1 kanter
En vei med |V| kanter mé inneholde en sykel

Algoritmen oppdaterer estimert avstand for alle noder «mange nok» ganger
|V| — 1 er mange nok ganger!

Hvis en node far en lavere estimert avstand etter |V/| — 1 iterasjoner

10



Bellman-Ford

En sti kan ikke inneholde mer enn |V| — 1 kanter
En vei med |V| kanter mé inneholde en sykel

Algoritmen oppdaterer estimert avstand for alle noder «mange nok» ganger
|V| — 1 er mange nok ganger!

Hvis en node far en lavere estimert avstand etter |V/| — 1 iterasjoner
sd inneholder G en negativ sykel

10
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Bellman-Ford (implementasjon)

ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noder i G
Procedure BellmanFord(G, s)

dist < empty dictionary with oo as default

dist[s] =0
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ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noder i G
Procedure BellmanFord(G, s)

dist < empty dictionary with oo as default

dist[s] =0

repeat |V| — 1 times
for (u,v) € E do
¢+ distfu] + w(u,v)
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Bellman-Ford (implementasjon)

ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noder i G
Procedure BellmanFord(G, s)

dist < empty dictionary with oo as default
dist[s] =0

repeat |V| — 1 times
for (u,v) € E do
¢+ distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| distfv] +c
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Bellman-Ford (implementasjon)

ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noder i G
Procedure BellmanFord(G, s)

dist < empty dictionary with oo as default

dist[s] =0

repeat |V| — 1 times
for (u,v) € E do
¢+ distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| distfv] +c

for (u,v) € Edo
¢ < distfu] + w(u,v)
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Bellman-Ford (implementasjon)

ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noder i G
Procedure BellmanFord(G, s)

dist < empty dictionary with oo as default

dist[s] =0

repeat |V| — 1 times
for (u,v) € E do
¢+ distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| distfv] +c

for (u,v) € Edo
¢ < distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| error G contains a negative cycle
returndist

Denne gar gjennom alle
kanter |V| ganger
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Bellman-Ford (implementasjon)

ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noder i G
Procedure BellmanFord(G, s)

dist < empty dictionary with oo as default

dist[s] =0

repeat |V| — 1 times
for (u,v) € E do
¢+ distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| distfv] +c

for (u,v) € Edo
¢ < distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| error G contains a negative cycle
returndist

Denne gar gjennom alle
kanter |V| ganger
Det gir O(|V| - |E|)
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Bellman-Ford (implementasjon)

ALGORITHM: BELLMAN-FORDS ALGORITME FOR KORTESTE STIER

Input: En vektet graf G = (V, E) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noder i G
Procedure BellmanFord(G, s)

dist < empty dictionary with oo as default

dist[s] =0

repeat |V| — 1 times
for (u,v) € E do
¢+ distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| distfv] +c

for (u,v) € Edo
¢ < distfu] + w(u,v)
if c < dist[v] then
| error G contains a negative cycle
returndist

Denne gar gjennom alle
kanter |V| ganger

Det gir O(|V] - |E])
Dette kan forenkles til
o(IV]?)
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Korteste stier i DAGs

Hvis G er en rettet asyklisk graf (DAG), kan vi finne korteste stieri O(|V| + |E|)
Korteste sti til en node u € V kan ikke pavirkes av en etterfelger v € V
Fordi grafen ikke kan inneholde sykler

Vi besgker nodene i topologisk sortert rekkefolge
Nér u € V besgkes vet vi at alle noder som kan pavirke den er ferdig prosessert

ALGORITHM: KORTESTE STIER I EN DAG

Input: En vektet, asyklisk graf G = (V, E)) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure DAGShortestPaths(G, s)

dist < empty dictionary with co as default

dist[s] =0
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Procedure DAGShortestPaths(G, s)
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Korteste stier i DAGs

Hvis G er en rettet asyklisk graf (DAG), kan vi finne korteste stieri O(|V| + |E|)
Korteste sti til en node u € V kan ikke pavirkes av en etterfelger v € V
Fordi grafen ikke kan inneholde sykler

Vi besgker nodene i topologisk sortert rekkefolge
Nér u € V besgkes vet vi at alle noder som kan pavirke den er ferdig prosessert

ALGORITHM: KORTESTE STIER I EN DAG

Input: En vektet, asyklisk graf G = (V, E)) med vektfunksjon w og en startnode s
Output: En ordbok dist som angir korteste vei fra s til alle noderi G
Procedure DAGShortestPaths(G, s)

dist < empty dictionary with co as default
dist[s] =0

for u € TopSort(G) do
for (u,v) € E do
¢+ distu] + w(u,v)
if c < distv] then
| dist[v] «c
returndist
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Traer

Alle treer er grafer, men ikke alle grafer er treer

En sammenhengende, urettet og asyklisk graf G = (V, E) er et tre
Et slik tre har neyaktig [V| — 1 kanter
A legge til en kant i et tre vil fore til en sykel

En enkel graf der hver komponent er et tre kalles en skog

13
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Spenntreer

Et spenntre av en sammenhengende og urettet graf G = (Viz, E) er et tre
T = (VT, ET), der VT = VG og ET - EG

Det vil si et tre som bestar av de samme nodene og et utvalg av kantene

Vi har sett spenntreer fra bredde-forst sgk og Dijkstra allerede
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Minimale spenntraer

Nér G er urettet og vektet er vi ofte interessert i & finne minimale spenntraer
Et eksempel er 4 koble sammen hustander med nettverkskabler billigst mulig

Gitt en graf G er T' et minimalt spenntre for G hvis ingen andre spenntrar for G
har mindre total vekt

Legg merke til at det kan finnes flere minimale spenntreer for samme graf
(For eksempel hvis alle kantene har samme vekt)
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snarere enn den akkumulerte vekten av stien sa langt (som vi gjorde for Dijkstra)
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Prims algoritme for minimale spenntraer (implementasjon)

ALGORITHM: PRIMS ALGORITME FOR MINIMALE SPENNTRAR

Input: En sammenhengende, vektet, urettet graf G = (V, E') med vektfunksjon w
Output: Et minimalt spenntre for G

Procedure Prim(QG)

queue < empty priority queue

parents < empty dictionary
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Input: En sammenhengende, vektet, urettet graf G = (V, E') med vektfunksjon w
Output: Et minimalt spenntre for G
Procedure Prim(QG)
queue < empty priority queue
parents < empty dictionary
Insert(queue, (null, s)) with priority 0, for some arbitrary s € V
while queue is not empty do

(p, u) < RemoveMin(queue)

if u & parents then

parents[u] < p
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Output: Et minimalt spenntre for G
Procedure Prim(QG)
queue < empty priority queue
parents < empty dictionary
Insert(queue, (null, s)) with priority 0, for some arbitrary s € V
while queue is not empty do
(p, u) < RemoveMin(queue)
if u & parents then
parents[u] < p
for (u,v) € E do
| Insert(queue, (u,v)) with priority w(u,v)
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Procedure Prim(QG)
queue < empty priority queue
parents < empty dictionary
Insert(queue, (null, s)) with priority 0, for some arbitrary s € V
while queue is not empty do
(p, u) < RemoveMin(queue)
if u & parents then
parents[u] < p
for (u,v) € E do
| Insert(queue, (u,v)) with priority w(u,v)
return parents
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Prims algoritme for minimale spenntraer (implementasjon)

ALGORITHM: PRIMS ALGORITME FOR MINIMALE SPENNTRAR

Input: En sammenhengende, vektet, urettet graf G = (V, E') med vektfunksjon w
Output: Et minimalt spenntre for G
Procedure Prim(QG)
queue < empty priority queue
parents < empty dictionary
Insert(queue, (null, s)) with priority 0, for some arbitrary s € V
while queue is not empty do
(p, u) < RemoveMin(queue)
if u & parents then
parents[u] < p
for (u,v) € E do
| Insert(queue, (u,v)) with priority w(u,v)
return parents

Kjoretidskompleksiteten er den samme som Dijkstra: O(|E)|

-log(|V]))
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Kruskals algoritme for minimale spenntraer

Kruskals algoritme for minimale spenntrzer er i gradig, i likhet med Prim
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Kruskals algoritme for minimale spenntrzer er i gradig, i likhet med Prim
I motsetning til Prim bygger ikke Kruskal opp ett spenntre, men en spennskog
En spennskog er flere treer (eller en mengde med treer)

Hvis G er ssmmenhengende vil Kruskal returnere ett spenntre

Hvis G bestar av flere komponenter returnerer Kruskal ett spenntre for hver
komponent

Idéen for algoritmen er a:

Ga gjennom hver kant sortert etter vekt
Legg kanten til en mengde av valgte kanter dersom det ikke finnes en sti mellom
nodene fra for
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En siste algoritme for minimale spenntraer er Bortivkas
I likhet med Kruskal gir den et minimalt spenntre for hver komponent i grafen
Den gér ut pa 4 anse hver node i grafen som et eget lite tre

Disse traerene utgjor en skog
For alle traerene, velg den billigste kanten som forbinder treet med et annet
Algoritmen terminerer nar det ikke lenger finnes kanter som forbinder
forskjellige treer
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