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Oppgave 1 Flyti nettverk

Sporsmal 1(a)

Vi har en rettet graf G, og A og B er to (forskjellige) noder i G. Vi sier at et
sett (en mengde) av rettede veier fra A til B i G er kant-uavhengig dersom to
veier i settet aldri bruker samme kant (men de kan godt ga giennom samme
node).

Du skal beskrive hvordan man kan finne det maksimale antall veier man kan
ha i et kant-uavhengig sett av veier fra A til B. Du skal altsa ikke finne selve
veiene, men bare antallet. Nar du beskriver din l@sningsmetode kan du
henvise til algoritmer som er kjent fra pensum, og bare angi hvilke data
algoritmen(e) skal arbeide pa. Forklar.

Hint: Overskriften pa oppgaven er Flyt i nettverk



En mulig flyt

Oppgave 1 Flytinettverk .- - - .

Svar 1(a)
* Lag et flytnettverk av grafen ved a sette kapasiteten av hver kant til 1.

* Finn maks flyt fra A til B i dette nettverket pa standard mate (Ford-
Fulkerson).

* Denne flyten blir altsa enten 1 eller O pa alle kanter, og kantene med flyt 1

¥i| (flA‘er_rpgd angi det maksimale antall veier i et kantuavhengig sett av veier
ra A til B.

Problemet her er veldig naer til Mengers Teorem, som behandles i Kap 14.2.6
(side 442) i laereboka, og l@sningen ligger i Korollar 14.2.10, og i teksten
under det. Hele 14.2.6 er pensum, men vi snakket pa forelesningen lite
direkte om Mengers Teorem, men la derimot vekt pa det som star under,
nemlig at om vi har heltallige kapasiteter, sa vil vi kunne oppna maks ﬂYt
med en heltallig flyt, og at Ford-Fulkerson-algoritmen vil gi oss en slik flyt.



Oppgave 1 Flyti nettverk

Sporsmal 1(b)

Vi sier na at et sett med rettede veier fra A til B er node-uavhengig
dersom to veier i settet aldri gar gjiennom samme node (bortsett fra at
alle starter i A og ender i B)

Du skal beskrive hvordan man kan finne det maksimale antall veier man
kan ha i et node-uavhengig sett av veier fra A til B. Du skal altsa ikke
finne selve veiene, men bare antallet. Nar du beskriver din
l@sningsmetode kan du henvise til algoritmer som er kjent fra pensum,
og bare angi hvilke data algoritmen(e) skal arbeide pa. Forklar kort.



Oppgave 1 Flyt i (apasiet: 1
nettverk ~

Svar 1(b)

Trikset her er a dele hver node N i to noder N1 og N2, med en kant med
kapasitet 1 fra N1 til N2. Videre skal alle kanter inn til N ga til N1, og
alle kanter ut fra N ga fra N2. Alle kanter skal ha kapasitet 1. Om vi sa
finner en maksimal 0/1-flyt F i dette nettverket fra A til B er det opplagt
at vi ogsa har et node-uavhengig sett av F veier fra A til B, og at det ikke
kan finnes noe stgrre slikt sett. Dette er mer opplagt enn i 1(a) siden
kantene med flyt 1 selv ma utgjgre et antall node-uavhengige veier.



Q&A Den ungarske algoritmen
—terminering og Halls teorem

* Bipartite grafer kan ha 2 °
perfekte matchinger
Y @

. . S
* Men ikke hvis en mengde S X R = I\S) = the set of
har naboer r(S) med / nodes in Y directly
r( S) | < | S | v connected to nodes in S
R =T(S)
e Det er Hall’s teorem Hall’s Theorem: There is a perfect matching if and only if

there is no subset S in X so that r(S) has fewer nodes than S.



Q&A Den ungarske algoritmen !
—terminering og Halls teorem

* Den ungarske algoritmen leter etter \ \
forgkningsveier I

e Starter med r
e Gror treet med en umatchet og en matchet kant



Q&A Den ungarske algoritmen
—terminering og Halls teorem

* Den ungarske algoritmen leter etter
forgkningsveier
e Starter med r
e Gror treet med en umatchet og en matchet kant

* Nar en runde terminerer har vi enten
* En forgkningsvei (og en stgrre matching), eller
* En «Hall-situasjon»

T
To a node y ™ Y \
already in T.
Do nothlng X3
’ y1 (‘ Y3
Unmatchet y. We
have then found
an augmenting
Thenodeyis  path. We use this
matched. We o obtain a larger
then include matching M. We
in T the then trow away
chosen edge the built tree T,
toy and the and start building
matched edge 3 new tree if we

adjacent to y.

don’t have a
perfect matching



Q&A Den ungarske algoritmen !
—terminering og Halls teorem

* Den ungarske algoritmen leter etter
forgkningsveier I
e Starter med r
e Gror treet med en umatchet og en matchet kant

* Nar en runde terminerer har vi enten
* En forgkningsvei (og en stgrre matching), eller

* En «Hall-situasjon»
* Finner ingen kant ut av treet (fra en rgd til en bla node)

 Dergde nodeneitreet erS, de bla er r(S),
* Vihar |S| >r(S)| pagrunnavr

No such edge can exist
(or we would have used it!)

NB: The two trees are not the same!



Oppgave 4 Prioritetskger

| deloppgavene under skal du kun angi hvilke av skogene som er lovlige
og hvilke som er ulovlige binomial-heaper og Fibonacci-heaper.

(Flere valg kan vaere lovlige i hver deloppgave.)



Oppgave 4 Prioritetskger

Spersmal 4(a)
Hvilke av skogene under er en lovlig binomial-heap?




Oppgave 4 Prioritetskger

Svar 4(a)

Hvilke av skogene under er en lovlig binomial-heap?




Oppgave 4 Prioritetskger

Sporsmal 4(b)
Hvilke av skogene under er en lovlig Fibonacci-heap?




Oppgave 4 Prioritetskger

Svar 4(b)

Hvilke av skogene under er en lovlig Fibonacci-heap?




Q&A Amortisert kjpretid

* Mer ngyaktig analyse enn worst case

* Krever at vi kjenner hvilke sekvenser av operasjoner som er
mulige/lovlige

v

v



Oppgave 5: A* og heuristikker

Vi ser pa heuristikker for A*-algoritmen.

Sporsmal 5(a)
Besvar fglgende, kort:
i. Hva vil det si at en heuristikk er monoton?

ii. Hva er det vi oppnar/unngar med en monoton heuristikk i
A*-algoritmen?



Oppgave 5: A* og heuristikker

Svar 5(a)
i. Definisjonen pa en monoton heuristikk krever at vi skal ha:

1. h(g) =0for alle malnoder g,

2. h(u) £c(u,v) + h(v) for alle u og v langs en sti mot en malnode hvor c(u,v) er
kostnaden/vekten av kanten uv.

Fra en malnode g og «bakover» kan altsa ikke heuristikken vokse
brattere enn c(u,v).



Oppgave 5: A* og heuristikker

Svar 5(a) [forts.]

ii. Det vidirekte oppnar med en monoton heuristikk er at nodene tas ut av
prioritetskpen (PQ) i rett rekkefglge. Vi finner aldri en ny kortere vei til
en node vi har tatt ut av prioritetsk@en og over i treet av noder som vi er
ferdige med.

Det vil altsa aldri vaere noen re-beregning av noder som har fatt sin
korteste-sti-verdi satt.

Den monotone heuristikken gir oss tidseffektiv algoritme.



Q&A A*, heuristikker (admissible, monotone)

En heuristikk h for A* kan vaere

Inadmissible Gir (trolig) feil svar
(ingen krav pa h)

Monotone Gir rett svar,

1. h(g) = O for alle malnoder g, . .
2. h(u) < c(u,v) + h(v) Optlmal (t|d)




Q&A A*, heuristikker (admissible, monotone)

«Terreng»
6 5 4 5 6
5 4 3 4 5
4 3 2 3 4
3 2 1 2 3
2 1 0 1 2

Dijkstras algoritme ser bare pa
veien vi har gatt - g




Q&A A*, heuristikker (admissible, monotone)

«Terreng»

N Wb U1 O
P N W b~ WU,
N W A 1O




Q&A A*, heuristikker (admissible, monotone)

22222

11111

00000

11111

22222

22222

44444

44444

44444

00000

66666

55555

55555



Q&A A*, heuristikker (admissible, monotone)




Oppgave 5: A* og heuristikker

Sporsmal 5(b)

Vi er gitt en rund variant av 8-spillet. Figur 1 viser den gnskede slutt-
tilstanden for spillet, med den blanke brikken b («hullet») i midten.

Figur 1 Slutt-tilstanden for det runde 8-spillet. Figur 2 Mulige flytt av den blanke brikken
(«hullet») i det runde 8-spillet.



Oppgave 5: A* og heuristikker

Sporsmal 5(b) [forts.]

Som i den obligatoriske oppgaven, er det enklest
a modellere de mulige trekkene vi kan gjgre ved
a se pa hvordan den blanke brikken («hullet»)
flyttes. Figur 2 viser de mulige matene a flytte
den blanke brikken pa for alle rutene pa brettet. e it o der b b
(Legg merke til at vi kun flytter en og en brikke, (chullet») i det runde -spile.
vi vrir ikke hele ringer i ett flytt.)

Besvar folgende: Er heuristikken h nedenfor monoton? Begrunn svaret
kort.

h = antall feilplasserte brikker



Oppgave 5: A* og heuristikker

Svar 5(b)

Ja, h er monoton. Ett flytt (en brikke flyttes «inn i
hullet») vil ha kostnad 1 og flyttet vil maksimalt
kunne bedre (senke) heuristikkverdien med 1.

Star vi i tilstand X og gjor et flytt slik at vi kommer
over i tilstand Y, vil vi altsa ha

h(Y) >=H(X) - 1

Vi vil med andre ord ha
h(X) <=1+ h(Y)

Mulige flytt av den blanke brikken

(«hullet») i det runde 8-spillet.



Oppgave 5: A* og heuristikker

Sparsmal 5(c) /{{\
| den runde varianten av 8-spillet er ikke avstanden < T >}

mellom to ruter helt entydig. Figur 3 viser tre mulige stier

man kan flytte hullet langs, alle med forskjellig lengde.

(Den rgde stien tilsvarer a flytte langs en Manhattan-sti. < 0
Den bla stien vil pa mange mater tilsvare et diagonalt flytt

i det tradisjonelle, firkantede 8-spillet.)

| det tradisjonelle, firkantede 8-spillet kan vi bruke Tre mulige ml pé avstandern
summen av Manhattan-avstandene mellom brikkenes mellom to ruter pd brettet
naveerende posisjon og riktige posisjon som heuristikk.

Besvar folgende:

i. Beskriv(med ord) et egnet mal pa et avstandsmal mellom to ruter pa det
runde brettet, som lar deg bruke summen av disse avstandene mellom
brikkenes naveerende posisjon og riktige posisjon som heuristikk for
A*-algoritmen pa det runde 8-spillet.



Oppgave 5: A* og heuristikker

Sporsmal 5(c) [forts.] /{{\

| den runde varianten av 8-spillet er ikke avstanden \
mellom to ruter helt entydig. Figur 3 viser tre mulige stier @_
man kan flytte hullet langs, alle med forskjelliilengde.

(Den rgde stien tilsvarer a flytte langs en Manhattan-sti. < 0
Den bla stien vil pa mange mater tilsvare et diagonalt flytt

i det tradisjonelle, firkantede 8-spillet.)

| det tradisjonelle, firkantede 8-spillet kan vi bruke Tre mulige ml pé avstandern
summen av Manhattan-avstandene mellom brikkenes mellom to ruter pd brettet
naveerende posisjon og riktige posisjon som heuristikk.

Besvar folgende:

ii. Begrunn hvorfor ditt valgte avstandsmal vil gi en monoton heuristikk.



Oppgave 5: A* og heuristikker A

Svar 5(c) T

i. Vikan (les:ma) bruke den korteste stien (indikert med bla e oo il i avetanden
pil) mellom to aktuelle ruter som avstandsmal for a fa en mellom to ruter pd brettet
monoton heuristikk. Vi kan ikke bruke Manhattan-

avstanden (rgde piler), eller mellomtingen (gule piler).



Oppgave 5: A* og heuristikker <ﬂé\_\;

Svar 5(c) [forts.]
i

Ved a bruke summen av korteste stier mellom brikkers plass og riktige plass som
heuristikk, vil vi maksimalt forbedre (senke) heuristikken med 1 i hvert flytt. Vi
flytter kun en brikke, og den kan kun flytte seg ett steg langs den korteste stien
mot sin rette plass.

Hadde vi isteden benyttet et annet (lengre) avstandsmal, ville vi med et flytt
(f.eks langs den bla pilen) kunne forbedret heuristikken med mer enn 1.

(Noen av flyttene pa det runde brettet vil pa den maten tilsvare diagonale flytt
pa et firkantet brett.)

Hadde vi valgt Manhattan-avstanden, og gatt fra en tilstand X med et flytt langs
den bla pilen til en tilstand Y kunne vi ha forbedret heuristikken med 4, slik at vi
ville hatt

h(Y) >=h(X) - 4.
Forbedrer vi heuristikkverdien med 2, 3 eller 4 vil vi ikke ha h(X) <= h(Y) +1 .



Oppgave 6: Strengsgk

Vi skal spke etter patterent ananas med to ulike strengsgke-algoritmer.
Anta alfabetet vart bestar av de vanlige norske bokstavene.

Sporsmal 6(a)

For hver mulige indeks for mismatch i patterent, vis hvor lange shift vi far
med KnuthMorrisPratt-algoritmen. Indiker overlappende prefikser og
suffikser.

Sporsmal 6(b)

Beregn shiftene-verdiene vi far med patternet i den forenklede Hoorspool-
algoritmen som vi sa pa i kurset (den forenklede BoyerMoore-algoritmen).



Oppgave 6: Strengsgk

Svar 6(a)

B ]2]3 5
ajlnja
1 IFBE 5
ajnfaln S
dEI IE 5
ajnfaln S
o[1]2 5
ajlnfia|ln S
a|ln
o[1]2[3H]5
ana_n S
a_n
o123
ana_n S
a | B n

Ingen overlapp er mulig.
Flytt: 1 steg.

Fortsatt ikke mulig med overlapp
Flytt: 1 steg.

Her har vi bade et suffiks til venstre for mismatch-ruten, n, og et prefiks a, men det er ingen
overlapp. Vi kan altsa flytte 2 steg, og begynne igjen i ruten med index 2 i T.
Flytt: 2 steg.

Her har vi et prefix, a, som overlapper med et suffix, a. Vi kan altsa flytte to steg, slik at de
overlappende prefiksene og suffiksene star overfor hverandre.
Flytt: 2 steg.

Her har vi et prefiks, an, som overlapper med et suffix, an. Vi kan altsa fortsatt bare flytte to
steg, de overlappende prefiksene og suffiksene ma sta overfor hverandre.
Flytt: 2 steg.

Her har vi et prefiks, ana, som overlapper med et suffix, ana. Vi kan altsa fortsatt bare flytte to
steg, de overlappende prefiksene og suffiksene ma sta overfor hverandre.
Flytt: 2 steg.



Oppgave 6: Strengsgk

Svar 6(b)

ananas
a:1
n:2

resten av bokstavene i alfabetet: 6



Q&A KMP, Horspool

e KnuthMorrisPratt leser fra venstre mot hgyre (prefiksbasert)
* Horspool/BoyerMoore leser fra hgyre mot venstre (suffiksbasert)

* Begge bruker det man kan vite om teksten T (ut fra det vi har lest av
patternet P) til a
* Flytte mer enn bare ett steg hvis mulig (det blir mer effektivt)
* Men ikke for langt (da far vi feil svar)



Q&A KMP, Horspool

KnuthMorrisPratt, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

KnuthMorrisPratt, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

KnuthMorrisPratt, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

KnuthMorrisPratt, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

KnuthMorrisPratt, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

Horspool, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

Horspool, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

Horspool, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

Horspool, hvor langt kan vi flytte?




Q&A KMP, Horspool

Horspool, hvor langt kan vi flytte?




