Ifi, UiO: inf1010 - notat
Stein Krogdahl og Arne Maus:

Kombinatorisk sgking, rekursjon, avskjaering

Vi skal her se pa et felt som alltid har hatt et visst innpass115 (IN 110) pensum og na i inf1010,
men ofte litt spredt og under litt uklare overskrifter. Vi thet na tidlig i pensum, for & kunne komme
i gang med stoff som farer til litt spennende programmeramm er noksa intuitivt forstaelig Det
gir ogsa en naturlig grunn til & innfgre rekursiv programimgr noe som man erfaringsmessig
trenger en viss modningstid for & fa tak pd. Dessuten sedtesss i stand til & komme i gang med
en obligatorisk oppgave ganske tidlig.

Feltet er her kalt “kombinatorisk sgking”, og problemstilen ma pa en eller annen mate veere
a finne en rekkefalge, gjare et utplukk, lage en oppdelingr diknende, ut fra et endelig antall
elementer. Vi skal generelt snakke om a finne en “konsteliésjog de konstellasjoner vi er ute
etter vil typisk veere karakterisert ved at de tilfredstikd mer eller mindre krunglete krav. Noen
eksempler pa slike problemstillinger kan vaere fglgende:

1. Anta at vi har en skoleklasse, og vet hvilke (par) av elev@m er uvenner. Spagrsmal: Finn
en mate 4 stille elevene pa rekke slik at ingen som er uvenitestdende ved siden av
hverandre.

2. Anta at en selger ma innom et antall byer, og at vi kjenngregvstanden mellom ethvert
par av byer. Finn den rekkefglgen av byer som gir minst tqtaiekengde.

3. Plasser 8 dronninger pa et sjakkbrett, slik at ingen amrdngene kan sla hverandre.

4. Finn en mate a farge landene pé et kart slik at ingen natbdéansamme fargen, nar man
bare har et begrenset antall farger (Det klarer seg alltid 4narger).

5. En kunstforening far en gave pa like mange bilder som fogam har medlemmer, og hvert
medlem setter opp en gnskeliste med et antall bilder deajeirha. Finn, om mulig, en
utdeling av bilder slik at alle far et bilde de vil ha.

Vi skal altsa her finne en eller annen konstellasjon (opjstil ordning, rekkefalge) av et endelig
antall elementer. Oppgaven kan ha forskjellige form, s& eks. at vi bare skal finnen eller
annenkonstellasjon som tilfredstiller kravet, man skal fireée konstellasjoner som tilfredstiller
kravet, eller man skal finnden besteslike konstellasjonen i en eller annen forstand.

Vi skal her se pa en mate a lgse denne type oppgave pa, somsieksamsom falger: Vi deler det
kravet vi har satt opp i to deler, @mkel delog envrien del. Den enkle delen méa veere slik at det
er rimelig greit & lage et program som systematisk geneediekonstellasjoner som tilfredstiller
dette kravet. Vi lager sa et slikt program, og lager i tillegyg programbit som tester om en gitt
konstellasjon generert av dette programmet, ogsa tilfitestsien vriene delen av kravet. Det er sa
til slutt lett & sette sammen disse bitene til et program somefien eller annen, alle, eller den beste
konstellasjonen, slik vi nevnte over.

Om vi f.eks. skal lage et program som skriver ut alle konasgdiner som tilfredstiller det fulle
kravet vart, sa kunne et farste forsgk pa a lage et slikt progreere som fglger:
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<Generer den farste konstellesjon som tilfredstiller det e nkele kravet>;
IF <konstellasjon tilfredst. vrien del> THEN <skriv ut kons tellasjon>;
do {

<Generer neste konstellasjon som tilfredstiller det enkle kravet>;

if ( <konstellasjon tilfredst. vrien del>) <skriv ut konste llasjon>;

} while( <den konstellasjonen vi har ikke er siste> );

Som vi straks skal se vil de programmene vi skal skrive ofte ili& denne enkle formen, da gene-
reringen av konstellasjonene vanligvis foregar i et systemekursive metoder. Mer om dette om
et gyeblikk.

1 Effektivitet

Vi skal her umiddelbart ile til med fglgende bemerkning: Deaten & lgse problemene pa som er
skissert over (og som vi skal se pa i det fglgende) vil vaiidere til uhyre tidkrevende program-
mer, som gjerne er slik at eksekveringstiden gker f.ekdetitlobbelte hver gang problemstarrelsen
gker med én, altsa at eksekveringstiden @Ij2"). Typisk vil man da bare kunne ha praktisk nytte
av programmet for uhyre sma versjoner av problemet, f.eksKoleklasser med opp til 10 elever
i det fgrste eksempelet over.

For en del slike problemer (f.eks. oppgave 2 over) kiennéde noen bedre mate & lgse problemet
pa enn denne metoden, som essensielt bestar i & ga gjeneomuditje konstellasjoner og plukke
ut de som er “brukbare” (p& engelsk gjerne kalt “exhaustwarch”). Som vi skal se pd i det
falgende kan denne metoden imidlertid programmeres marraihdre raffinert, og dette kan bety
mye for effektiviteten, selv om tiden algoritmen brukemfréeles oftest vil forbli “ekponensiell”,
altsaO(a™) for en passelig konstamt En viktig klasse problemer som vi ikke kjenner noen bedre
lzsningsmetode for er de sakalN®-komplette problemesom vi kortfattet skal behandle i et eget
noat.

For andre slike problemer kjenner vi imidlertid mer effektimetoder enn det & ga gjennom alle
mulige lgsninger. Disse vil i en passelig forstand bygge epfzsning etter en malrettet metode,
og dette gjelder f.eks. oppgave 5 over, som kan lgses ettaeget effektiv metode.

Vi skal imidlertid i denne delen ikke tenke sa mye pa om megleiffe metoder finnes, men i stedet
se pa de programmeringsmessige problemene omkring deteéegeralle konstellasjonene ut fra
et passelig sett meehkle krav Her skal vi se at en programmeringsteknikk som kai&airsjon
far en meget naturlig anvendelse.

De metodene vi her skal se pa kalles i engelsk litteratur“bfiektracking algorithms”, og i leere-
boka star det lite eller intet om slike metoder.

Et annet begrep som ofte brukes i forbindelse med slike reeterd“branch-and-bound”. Dette er

betegnelsen pa en spesiell tenkemate for & gjare lur avskjgse under), nar man er ute etter a
finne den “beste” konstellasjonen i en eller annen betydrirem er ikke omtalt i laereboka , men

er behandlet i mange andre liknende baker.

2 Avskjeering

| det fglgende skal vi se pa hvordan man kan veere mer ellerrmiradfinerte under programme-
ringen, og raffinementet vil da stort sett ga ut pa at man ikkar til hver gang man har generert
en ferdig konstellasjon (etter det enkle kravet) med & testeogsa den mer kompliserte delen av
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kravet er tilfredstilt. | stedet forsgker vi & filtre dennstan inn i selve genereringen av konstel-
lasjonene, slik at vi unngdr & generere en masse konstellasgom likevel umulig kunne fare til
noen fullstendig lgsning. Dette kalles gjeraeskjeering(engelsk: “pruning”), i og med at vi altsa
avskjeerer videre genering av konstellasjoner som vi inbagr er fafengt arbeid.

Som et eksempel kan vi se pa den farste oppgaven over. Vilss@fiane en rekkefalge av elevene,
slik at to som er uvenner ikke kommer ved siden av hverantieor(vanskelig dette er, er selvfgl-

gelig avhengig av hvor mye uvennskap det er i klassen, ogteikdig ille kan det godt hende at

ingen slik rekkefglge finnes). Vi kan her velge den enkle mielekravet rett og slett til & vaere at vi
skal ha en rekkefglge av elevene, og vi gjer altsa dette walggp om at det er forholdsvis greit &
lage et program som genererer alle rekkefglger av et giéllagiever. Den vriene delen av kravet
blir da at ingen uvenner star ved siden av hverandre, og siette at det er lett & sjekke for en gitt
rekkefglge, dersom vi har en passelig tabell over hvem sameaner.

Som et eksempel p& hvordan vi kan lage en effektiv avskjeeking vi tenke oss at de forskjellige
rekkefglgene blir generert slik at vi over en periode hottketil venstre for et visst punkt fast, mens
vi til hgyre for dette genererer alle mulige kombinasjonedaresterende elevene. Over en periode
under genereringen star da kanskje Anne og Britt helt tistren rekkefalgen, og om Anne og Britt
er uvenner er det da tydeligvis bare tav & generere alle mudikkefalger ut fra dette, da ingen av
disse tydeligvis vil tilfredstille den vriene delen av st Vi skal siden se at det ofte er ganske lett
a programmere slik at man ikke bruker tid pa denslags tav.

3 Fullstendig avskjeering

Nar vi legger vare hoder i blgt og legger inn kraftigst mulgkjeering ut fra den vriene delen av
kravet, sa far vi ofte det vi kunne kalfellstendig avskjeeringMed det mener vi at hver gang vi

kommer til en ny Igsning som tilfredstiller den enkle delerkeavet, og som har sluppet gjennom
det vi har lagt inn av avskjeering, sa ergarantertat denne lgsningen ogsa tilfredstiller den vri-
ene delen av kravet. Ingen videre test er altsd ngdvendig.ddegeklar over at det ofte kan veere
vanskelig & fa til sa kraftig avskjeering.

4 Generering av alle permutasjoner

| eksempel 1 over (med elevene som skulle stilles opp), &afgiltsa & la den enkle delen av kravet
rett og slett veere at elevene er stilt opp i en eller annerefeldie, og vi far derfor problemet med
a skrive en programbit som genererer alle mulige rekkefgdgeet gitt antall elever (eller mer
generelt: av et gitt antall “elementer”). En slik rekkef@lgv et gitt antall elementer kalles ofte en
permutasjorav disse elementene, og vi skal i fortsetningen bruke detteto(Ordetpermutasjon
brukes ofte ogsa i en harfint annerledes betydning, nemiigtsetegnelse pa esmordningfra én
gitt rekkefglge til en annen. Til hver rekkefglge svarer ieidlertid naturlig en omordning, og
omvendt, sa det gjer liten forskijell.)

Dette med & skulle generere alle permutasjoner av et gatl @ementer er et problem som dukker
opp ganske ofte i denne type problemer (vi skal bl.a. brukédin farste obligatoriske oppgaven),
og vi skal derfor se litt spesielt pa dette. Samtidig skaleviits pa sakalt rekursiv programmering.

For enkelhets skyld kan vi tenke oss at dew.eglever, og at de er nummerert ftail n. Vi kan
videre tenke oss at de ferdige permutasjonene skal pressmtnint [] p = new int [n], etter hvert
som de blir generert. Arrayankan vi tenke oss er global.

En grei mate & generere alle permutasjoner pa, er igjen ase d@pgaven som en kombinatorisk
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sw@keoppgave, og vi ma derved dele kravet a vaere en permuaitsj@llenel til » — 1 opp i en
enkel og en vrien del. Den enkle delen kan da rett og slett asgsfiesil ha ensekvensned lengde:

av tallenel til n — 1 (i en sekvens har vi altsa ikke noe krav om at tallene skal feeskjellige), og
den vriene delen av kravet ma da veere at alle tallene i sekmemd veere forskjellige. Oppgaven
er da redusert til & generere alle slike sekvenser, samké&eplut de av sekvensene der alle tallene
er forskjellige (helst ved en passelig avskjeering).

5 Generering av alle sekvenser

Det a systematisk generere alle sekvenser er en oppgavedsswagrt mange mater tilsvarer det
telle. Nar vi teller fra null (som vi her bar skrive 000) til 9generer vi alle sekvenser av lengde 3 av
siffrene 0 til 9. Som vi ser gar denne telleprosessen ut péeddiet farste sifferet “sakte” opp, og for
hvert slikt fgrste siffer, & generere alle mulige sekvemsierto siste posisjonene. Alle sekvenser i
de to siste posisjonene framkommer sa etter samme mgnsteii €kal lage alle mulige sekvenser
av lengde tre av tallene 0,1 og 2 kan det gjgres helt tilselErenemlig slik (leses linjevis):

000 001 o002 010 011 012 020 021 022
100 101 102 110 111 112 120 121 122
200 201 202 210 211 212 220 221 222

Om vi vil programmere dette (og vi f.eks. gnskeskiive utalle siffer-sekvensene) sa kunne vi,
slik som antydet over, ha en globiakt arrayp[] = new int[3] hvor sekvensene skal produseres.
Vi kunne sd passelig skrive tre metodgen0, genlog gen2 som er ansvarlige for & genere alle
kombinasjoner av siffer i henholdsvis feltepl®, 1, 2], p[1,2] og p[2], samt agen2ogsa kan sgrge
for utskrift. Om vi skal lage nettopp denne tellingen fra @d@22, sa kan vi skrive metodene slik:

class Gen {
int [] p = new int [3];
int n;

void gen0()
{for(int siff= 0; siff < 3; siff++)
}{ p[O]=siff; genl(); }

void genl()
{for(int siff= 0; siff < 3; siff++)
}{ p[1]=siff; gen2(); }

void gen2()
{for(int siff= 0; siff < 3; siff++)
{ p[2] =siff; System.out.printin(* " + p[0]+ p[1] + p[2]) ;}

}
public class GenProgl{

public static void main (String [] args)
{ new Gen().gen0();
}

}
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6 Rekursiv programmering

Om vi vil prave & generalisere denne metoden til lengereeselar, mgter vi problemer. En ting er
at det virker noksa irriterende & matte skrive en masse reetmin er nesten like. Et mer alvorlig
problem er at om vi ikke pa forhand kjenner den maksimaledengi vil ha pa sekvensene, sa blir
denne metoden prinsippielt umulig. Den rimelige maten &dke a lgse begge disse problemene
pa er & skrive bare én prosedure, som da ma veere generagliserialle tre, og som kan styres
til & virke ngyaktig songen0, genleller gen2ved hjelp av en parameter (som passelig kan ha
verdiene 0, 1 eller 2). Forsgker vi & generalisere ut fra deste over, ser vi at fglgende metode
virker lovende:

class Gen {
int [ p = new int [3];
int n;

void gen(int i)
{for(int siff= 0; siff < 3; siff++)
{ plil=siff,
if (i<2 ) gen(i+1);
else System.out.printin(* " + p[0]+ p[1] + p[2]);

}
}
}

public class GenProg{

public static void main (String [] args)
{ new Gen().gen(0);
}

}

Om man forsgker & kjare dette (eller et tilsvarende progriagt)rimelig moderne sprak (f.eks.
Java, Simula, Pascal, C++ eller Ada), sa vil man se at deewinelt stralende. Forsgker man
derimot i gode gaml&ortran (eller i Minila fra IN 102) sa blir det bare tull. Grunnen er at man i
de farstnevnte sprakene oppretter et nytt dataareal tokidd variablene (inklusive parametrene)
hver gang man gjer et metodekall. Dermed kan man godt gjgngtekall pa en metode som
allerede har et kall i gang, uten at de to kallene kommer tdrétyrre hverandre i det hele tatt. |
Fortran og Minila far imidlertid hver metode bare ett settdwariable, og om man forsgker a gjare
noe som likner pa det over, vil derfor de forskjellige kattearbeide pa de samme variablene, med
tilsvarende katastrofale falger.

Det at det gjares nye kall pa en metode mens gamle er i gangnkomettopp til & skje i utfarelsen
av metoden over. Fgrst startes et kalggdimed parameteren 0. Fra dette vil vi sa (gjentatte ganger)
starte kall pa den samme metoden, denne gang med parantet&reatelig vil hver av disse kallene

i sin tur starte et antall kall med parameteren 2, men disse il ikke gjgre noen videre kall, men
bare gjare utskrift. Utfgrelsen gar altsd ngyaktig som otdetre forskjellige metoder vi kalte,
slik det var skrevet farst.

Denne teknikken med & la en metode kalle seg selv, kalleagiekursiv programmeringog de
aller fleste moderne sprak tillater altsa dette. For prograreren kan denne teknikken virke litt
forvirrende og problematisk i begynnelsen, men nar man éiadtseg til tankegangen viser det seg
a veere et meget nyttig hjepemiddel som vi stadig skal beogtev.
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7 Rekursjonsbrgnner

En ting man skal passe seg for ndr man benytter rekursiv amugering, er & havne i en sakalt
“rekursjonsbrgnn”. Med dette mener vi at man bare settengdall etter kall, uten noen gang a
avslutte noen av dem. Dersom man ved en feiltakelse lagengtgm som gjar dette, vil lageret
snart bli fylt opp med metodekall (det trengs litt plass tieht), og programmet vil stoppe med
en beskjed om at all tilgjengelig plass for denne utfgreksenrukt opp. For & unnga slike rekur-
sjonsbrgnner, ma man alltid passe pa at noe forandrer skalfftd kall (det er gjerne parameteren
som forandres, slik som i eksempelet over), og denne foiragein ma vaere slik at man en gang
kommer til et kall sonikke gjar nye kall (dette skjer i eksempelet i det kallet der pastmren: er
2).

Vi ser til slutt pa en generalisering av programmet overmMi&an lage sekvensene av lengedeog
der de enkelte elementer i sekvensene vi veere tall filan — 1. | tillegg til at vi ma passe pa at
arrayenp er (minst)n lang, er det stort sett bare & erstatte hvert tre-tall med antar atn er en
global variabel.

class Gen {

int [T p;
int n;

Gen(int i) { n = i; p = new int [n];}
void gen(int i)

{for(int siff= 0; siff < n; siff++)
{ plil=siff,
if (i < n-1) gen(i+1);
else
{for (int j=0; j < n; j++)
System.out.print(""+p[j]);
System.out.printin("  ");

}

public class GenProg{

/I start program >java GenProg 'n’

public static void main (String [] args)

{ new Gen(Integer.parselnt(args[0])).gen(0);

}

8 Rekursiv generering av alle permutasjoner

Vi har altsa na et program som systemetisk genererer alleesskr med lengde av tallene fra

1 til n. (Det hadde ikke her veert noe vanskeligere om lengden aesskne og verdiomradet for
tallene hadde veert forskjellige. Det er bare fordi vi skaleyere permutasjoner at vi lar disse veere
like). Avskjeeringen som skal sgrge for at vi bare far ut deveeker som er permutasjoner viser
det seg ogsa er grei a legge inn, men la oss farst skrive etgmmogpm ikke gjar noen avskjeering,
bortsett fra a teste hver ny sekvens for & se om det er en pasjont Hvordan denne testen skal
gjores i detalj bryr vi oss ikke med, for vi skal snart gi enbiedret utgave av hele programmet.
Programmet kan ta seg slik ut.
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class Gen {

int [] p;
int n;
Gen(int i) { n = i; p = new int [n];}
void gen(int i)
{for(int siff= 0; siff < n; siff++)
{ pli]=siff;
if i < n-1) gen(i+1);
else
{ Il ny sekvens er generert i p

< Test om denne sekvensen er en permutasjon>
< | sa fall: lever den videre til 'bruk()’>

}
}
}

}

public class GenProg{

/I start program >java GenProg 'n’

public static void main (String [] args)

{ new Gen(Integer.parselnt(args[0])).gen(0);

}

Dette er altsd ingen genial mate a generere alle permutaspnlengde n, da vi vil ende opp
med sveert mange ferdiglagede sekvenser som ikke er pejomgasOm vi ser pa lista fon = 2
lenger opp, ser vi at metoden i alt vi gener@fieforslag, mens baré av disse faktisk vil veere
permutasjoner. Nau blir starre blir forholdet bare enda verre. Avskjeeringerskal foreta under
vil rette pa dette pa en dramatisk mate.

9 Genereringsrekkefglgen

Programmet over er imidlertid fint pa en mate, nemlig med tekeaer lett & se at permutasjo-
nene blir generert i “stigende rekkefglge”. Det vil si at oirs@mmenlikner permutasjoner (eller
sekvenser generelt) omtrent som vi sammenlikner navnfotgtatalogen, sa vil alltid en mindre

permutasjon bli generert far en starre. Dette folger utdare av at dette helt selvfalgelig gjelder
for de sekvenser som genereres (studér f.eks. genereringsekvensene fra 000 til 222), og nar
vi bare plukker ut de sekvenser som er permutasjoner, s&wvigka gjelde dette utplukket.

10 Avskjeering

For a lage en versjon av dette programmet som ikke kastenbgttid pa & produsere sekvenser
som det umulig kan bli permutasjoner av, skal vi legge innudistendig avskjeering. Denne skal
rett og slett ga ut pa at vi ikke forsgker a bygge videre pa eviidrdig sekvens som allerede
inneholder to like tall. Dette kan gjagres pa flere mater, mem greieste maten er a ha en tabell
som viser hvilke tall som allerede er i bruk (til venstre fendposisjonen vi holder pa med). Denne
tabellen kan veere droolean(] brukt = new boolean[n] , og den kan veerrue for de verdier som
er brukt, ogfalseellers.

Programmeringen av dette blir helt rett etter nesa. Dettersesn det kan veere lett & glemme er
at vi ma ta vekk igjen avmerkingen i arraybrukt nar vi er ferdig med et tall i en gitt posisjon.
Programmet kan f.eks. ta seg slik ut:
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class Gen {
int [] p;
boolean [] brukt;
int n;

Gen(int i)

{n =1 p = new int [n];
brukt= new boolean[n];
for(int j = 0; j<n; j++)

brukt[j] = false;

void gen(int i)

{for(int siff= 0; siff < n; siff++)
if (! brukt[siff])

{ brukt[siff] = true;

pli]=siff;

if (i < n-1) gen(i+1);

else

{ ! Ny kombinasjon er generert i p;

I Vi VET na at dette er en permutasjon (fullst. avskjeering) ;
< Lever arrayen p til videre "bruk" >;

}
brukt[siff] = false;

}

public class AvskjProg{

/I start program >java AvskjProg 'n’
public static void main (String [] args)

{ new Gen(Integer.parselnt(args[0])).gen(0);

}

Det er nd lett & observere at permutasjonene her blir g¢gnsemme rekkefalge som i programmet
over, altsa ogsa her i stigende rekkefalge.

11 En mer direkte generering av permutasjoner

Far vi forlater temaet med & generere permutasjoner, sl g en metode som hvertfall i prin-
sippet er mer effektiv enn metoden diskutert over, da demausih natur aldri kan generere noe
annet en permutasjoner, og derfor ikke behgver noe slaggeaisg. Den krever imidlertid noe
mer administrasjon, og vil derfor i praksis neppe veere gaaie raskere enn metoden over, hvert-
fall ikke for rimelig sma verdier aw. Nar det gjelder rekursiv programmering krever denne at man
holder tunga litt rettere i munnen, sa vi tar den ogsa medémingens skyld.

Metoden skal altsa programmeres som et rekursivt progrgrnyitken del av arrayep de enkelte
kall har ansvaret for, skal styres ngyaktig som i progranovet. Den store forskjellen er imidlertid
at arrayerp na fra begynnelsen av skal inneholde de aktuelle elemenbgnat vi hele tiden bare
skal bytte rundt pa disse. Dermed blir det selvfglgelig iadtiakk om & fa fram noe annet enn
permutasjonetr.

For & kunne bytte rundt pa elementene i arrgyslik vi gnsker, skal vi definere to metoder, nemlig

én som rett og slett bytter om innholdet av de to posisjoriee; (den hetebytf), og én som gjar
en forskyvning ett hakk mot venstre av alle elementeneétfélan posisjon til posisjonn, og som
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flytter det som stod i posisjohopp til posisjonn. Denne operasjonen skal vi kalle enasjonmot
venstre. Begge disse metodene trenger en ekstra hjelgleehrog de er programmert under.

Hovedideen med det programmet vi na skal skrive er at nar iatlér var rekursive metode med
parameteren, sa har dette kallet til oppgave a generere alle permutasinde elementene som
i kallayeblikket star i feltet fra posisjontil posisjonn (samt & levere arrayemtil “videre bruk
(f.eks. utskrift) for hver av disse permutasjoner). | tieskal metoden sgrge for at nar kontrollen
leveres tilbake til kalleren, sa skal elementene sta i ni;yalkmme rekkefglge som da den ble kalt.

Om hver av metodekallene holder seg til denne spesifikasj@#ekan de gjgre sin del av jobben
som fglger: For & generere alle permutasjoner av elementsité felt (fra posison: til posisjon

n — 1), s& bytter den hver av disse elementene etter tur ned j@osjog ber sa, for hver av disse,
om & fa generert alle permutasjoner av elementene i feftgtdsisjoni + 1 til posisjonn — 1.

La oss anta at var rekursive metode hgmn-permOmyn = 6, sa kan jobben til kallegen-perm(2)
passelig gjagres som falger:

gen_perm(3); I Behold farst den opprinnelige i p[2] ;
bytt(2,3); gen_perm(3); ! Bytt p[3] ned i p[2] ;

bytt(2,4); gen_perm(3); ! Bytt p[4] ned i p[2] ;

bytt(2,5); gen_perm(3); ! Bytt p[5] ned i p[2] ;

roterVenstre(2); ! Rydd opp ;

Grunnen til at vi ma gjgre erter-venstreoperasjon pa slutten, er for a korrigere for den samlede
effekt av de ombyttingene vi har gjort. Legg merke til at vidftsetter at kallegen-perm(3hver
gang returnerer med den samme sekvensétifelt (posisjonene 3, 4 og 5) som vi gav den ved kal-
let, ogvi ma altsa gjare det samme overfor den som har kalt oss (forénrgrt alle permutasjoner
av det som stér i posisjonene 2, 3, 4 og 5).

Om vi fremdeles antar at = 6, sa ser vi at kallegen-perm(5plir noksa spesielt. Det skal generere
alle permutasjoner av den sekvensen som gifi i og dette blir selvfalgelig bare én permutasjon.
Dette kallets eneste oppgave blir derfor & sarge for at aétoiiclet som na liggerp blir levert til
videre bruk (hva na det matte veere).

Om vi summerer opp alt dette, og generaliserer det hele tillkarlig n, sa kan metodene skrives
som falger.
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class Perm {

int [] p;
int n;

Perm(int num)
{ /I Konstruktor: initier p
n = num;
p = new int[n];
for (int i = 0; i < n ; i++) pli

void roterVenstre(int i)
{ Il syklisk roter p[i..n-1] en plass til venstre

int x,k

x = plil,

for (k= i+1; k < n; k++) p[k-1] = p[Kk];
p[n-1] = x;

}

void bytt(int i, int j)

{ /I bytt om pl[i] og plj]
int t = p[i];
p[i]=p[il;
pli] = ¢

final void permuter (int i)
{ I finn neste permutasjon og kall "brukPerm()
/I N.B. Permutasjonene startes ved kallet: permuter(0);
if (i == n-1) brukPerm();
else {
permuter(i+1);
for (intt = i+1 ; t < n; t++)
{ bytt (i,b);
permuter(i+1);

roterVenstre(i);

}
}

void brukPerm ()

{ Il standard Bruk - byttes ut i subklasse
/I skriv ut permutasjonene
for (int i = 0; i < n; i++)
System.out.print  (p[i]);
System.out.printin();

}
}

public class PermProg{

/I start program: >java PermProg 'n’

public static void main (String [] args)

{ new Perm (Integer.parselnt(args[0])).permuter (0);

Dette programmet har altsd den egenskapen at det vil genaitermulige permutasjoner av de
elementene som stodpifra begynnelsen, og vil avslutte med elementene satt glbalen opp-
rinnelige rekkefglge. Dette vil gjelde uavhengig av om edatene er tall, blomsternavn, eller hva

annet man kunne tenke seg.
Det er imidlertid interessant & observere at dersom mardah@ed heltall, og lar den opprinnelige

sekvensen i arrayemveere tallene i stigende rekkefglge (slik det er gjort i pamgmert over), s
vil ogsa dette programmet generere permutasjonene i stigerkkefglge, altsa i ngyaktig samme
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rekkefglge som de tidligere programmene. Vi lar beviset ettedveere en oppgave, men rgper
at ngkkelen til dette ligger i at hver gang metoden kalles pa&@metereri, sa er elementene
pli],-..,p[n — 1] i stigende rekkefglge.

12 Tilbake til elevene som skulle stilles opp

Vi har na flere metoder til systematisk & generere permutasjoi har trening i rekursiv program-
mering (I?) og vi har sett eksempler pa enkel avskjeering.r\desfor vel rustet til & ga tilbake til
noen av de opprinnelige problemene, og vi vil farst se merrpélpmet med elevene som skulle
stilles opp pé rekke, slik at ingen uvenner ble stdende \dihsiv hverandre.

For enkelhets skyld kan vi her anta at de som er uvenner appette som har nabonummer i den
nummerrekkefglgen vi gav dem. (Vi kan tenke oss at de er nuentrieden rekkefglgen dpleier

a bli stilt opp, og at alle er blitt uvenner med sine naboer) et blir imidlertid helt tilsvarende
om vi har en tabell over de som er uvenner, f.eks. som en todijmeal boolsk matrise. Det er en
passelig oppgave & gjgre de ngdvendige forandringer i amuget vi kommer fram til under.

Det viser seg da & vaere lett, ut fra begge versjonene vi hagrawjtasjonsgenereringsprogrammet,
a legge inn avskjeering med hensyn péa dette kravet. Det erenéi#tlhet ikke noe vits i & arbei-
de videre med et forslag som allerede har to uvenner ved sidéwverandre. Om vi velger a ta
utgangspunkt permuter og vi antar at vi bare er interessesn eller annerbrukbar oppstillings-
rekkefalge, sa kan programmet da ta seg slik ut:

/I Innledende deklarasjoner av arrayen "p" og
/I ombyttinsmetodene blir som tidligere;

boolean ferdig = false;

final void permuter (int i)
{ /Il finn neste permutasjon og kaller "brukPerm()"
/l N.B. Permutasjonene startes ved kallet: permuter(0);
if (! ferdig)
{if (i==n18&& (i==0 || (Math.abs(p[i]-p[i-1])) = 1) )
/I Arrayen p inneholder en lovlig oppstiling av elevene
{ brukPerm(); ferdig = true;}
else {
if (i==0 || (Math.abs( p[i]-p[i-1])!= 1)) permuter(i+1);
for (intt = i+1 ; t < n; t++)
{ bytt (i,b);
if (i==0 || (Math.abs( p[i]-p[i-1]))!= 1) permuter(i+1);

roterVenstre(i);

permuter(0) // Kallet som setter det hele i gang;

Dette programmet er altsd skrevet med tanke pa at vi barenteressert en eller annerlovlig
oppstilling. Dersom vi er interessertlle lovlige oppstillinger, sa er det bare ta veikk! ferdig)-
setningen, slik at genereringen av oppstillinger foresett
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13 Korteste reiserute

Som et siste eksempel skal vi se pa problemet til en reisemmensd innom 'n’ byer, og som vil
gjere reisen sa kort som mulig. Vi kan anta at byene han skahiner nummerert fra til n — 1,
og at han starter i by nummer 0, og at han ogsa skal tilbakéWétanden mellom ethvert par av
byer kan vi tenke oss finnes i en to-dimensjonal aeestand

En rekkefglge & besgke byene i kan vi se som en permutasjoyeae b, 2,...,n — 1. Vi kan
derved lgse oppgaven ved a generere alle slike permutasjegee ut den reiselengde hver av
dem representerer, for sa til slutt & velge den som gav nengtle. Det blir lett et sveert stort antalll
permutasjoner & ga gjennom, og enhver avskjeering vil deeie av interesse. Her er det mange
mer eller mindre intrikate metoder og triks som kunne viedemen vi skal ngye oss med a se pa
en type avskjeering som typisk kommer pa tale nar man, sonehete etter et maksimum eller et
minimum.

Denne avskjaeringen gar ut pa a stoppe videre vurdering dteetativ sa fort vi innser at videre
utbygging av dette alternativet ma fare til en lgsning somtéeligere enn den beste vi allerede har
sett. | vart konkrete tilfelle kan vi generere permutasjanslik som over, og hele tiden holde orden
pa hvor lang den reiseruten vi til nd har valgt, vil veere. N&aasvurderer hvilken by vi skal reise
til som den neste, kan vi rett og slett hoppe over de byenewdtaraden fram til denne byen pluss
avstanden derfra direkte tilbake til startstedet, er lemge den korteste (fullstendige) reiseruten
vi allerede har sett.Dette programmet forutsetter i sikjasgng at den sakalte trekant-ulikheten er
tilfellet mellom avstandene - dvs. at avstanden direktertiby fra enhver annen by er kortere enn
a ga til denne byen via en tredje (vilkarlig valg) by. (Prewgfare hvorfor)

Det er lett & se at om vi ogsa gjar denne betrakningen for dém Isyen sa blir dette en fullstendig
avskjeering, i den betydning at nar vi farst kommer ut med efulistendig rekkefglge, sé er dette
ogsa en kortere reiserute en den beste vi har sett til na.

Programmeringen av dette blir derfor ganske enkel, og somagasjon kan vi denne gangen bruke
det permutsjonsprogrammet fgirstskrev, som utgangspunkt:

float []J[] avstand,;
int [] p, minp ;
int n;

boolean [] brukt;
float lengde = 0, minLengde = Float. MAX_VALUE;

void finnVeier (int i)

for (int by= 1; by < n; by++)
{if (* (brukt [by]) && !(lengde+avstand[p[i-1]][by]
+ avstand[by][0]>= minLengde))
{ brukt[by] = true;
lengde = lengde + avstand [p[i-1]][by];

pli] = by;
if (i< n -1) finnVeier(i+1);
else

{ Il nytt, bedre mulig forslag er generert
minLengde = lengde + avstand[by][0];

}
brukt[by] = false;
lengde = lengde - avstand [pl[i-1]][by];
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/I 1 omliggende klasse initieres brukt[i] til false
/I avstand[i][j] leses inn, og p[0]= O;

finnVeier (1); /| starter sgket
System.out.printin(“Korteste vei er: “ + minLengde);

Hvis vi ikke kan anta at trekantulikheten er oppfylt (f.eksd noen veier er svingete og lengere
mens andre er nesten helt rette), blir sgkeprosedyren fiens@m nedenfor. Merk at vi na ma teste
mer nar vi vil oppdaterenin Lengde. Initiering og oppstart som tidligere.

void finnVeier (int i)

for (int by= 1; by < n; by++)
{if (' (brukt [by]) && !(lengde+avstand[p[i-1]][by] >= min Lengde))
{ brukt[by] = true;
lengde = lengde + avstand [p[i-1]][by];
pli] = by;
if (1< n -1) finnVeier(i+1);
else if( lengde + avstand[by][0] < minLengde )
{ Il nytt, bedre mulig forslag er generert
minLengde = lengde + avstand[by][0];

}
brukt[by] = false;
lengde = lengde - avstand [pl[i-1]][by];

En annen avskjaering som alltid vil virke, er a farst lage eayakorteste[..]over summen av de

i korteste avstander, i= 1,2,..,n-1, totalt i avtandsmeatriog s i testen for avskjaering teste om
I(lengde + avstand[p[i-1]] [by] + korteste [n-i-1] >= minbgde). Denne kan legges inn i den-
ne andre versjonen afinnVeier, men merk at vi likevel ma beholde testen nar vi oppdaterer
minLengde.

Programmet overfor vil ikke til slutt kunne skrive ut den teegeien (som en sekvens av byer), men
bare hvor lang denne veien er. Det er en passelig gvelsedeygragrammet slik at det ogsa skriver
ut selve veien som bgr velges. Verdien av “uendelig” kanegkpm(n + 1) ganger den lengste
avstanden i avstandstabellen. Det vil imidlertid effelstive programmet betraktelig om man pa
forhand per hand finner et rimelig godt veivalg, og sa irig&ierminLengdeil lengden av denne
veien. Hvorfor hjelper dette?

Man kan ogsa lett tenke seg andre muligheter som kunne fi@lpedgrammet. F.eks. tar program-
met over de aktuelle byene vi kan ga til i neste steg i en f&kefelge. Kanskje kunne man i stedet
farsgke de naermeste byene farst, for derved tidligere ali#seing som er rimelig god, og derved

fa bedre avskjeering siden. Generelt kan vi si at det kan gfted seg a bruke noksa tidkrevende
tester til avskjeeringen dersom det er hap om at de kan oppdufggese dellgsninger pa et tidlig

tidspunkt.
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14 Permutasjoner Igser ikke alle problemer

Ut fra eksemplene over kan det virke som om generering av ygesjoner alltid kommer inn i
lgsningen av kombinatoriske sgkeproblemer. Dette er artidl langt fra sannheten, og vi skal
forhapentligvis i lasning av oppgaver demonstrere dett. idan farst forstatt prinsippene for
avskjeering etc. for permutasjoner, lar disse seg imidlefdiholdvis lett overfgre ogsa til andre
situasjoner.

15 Oppsummering om effektiv avskjaering

Som en avslutning pa dette kapittelet summerer vi opp naemfingerregler man bar fglge nar
man skal forsgke a lgse et kombinatorisk sgkeproblem sétigtfsom mulig.

* Oppdelingen av kravet i eenkelog vrien del bagr gjgres slik at mest mulig av kravet kommer
inn i den enkle delen, men samtidig slik at man effektivt kamerere alle lgsninger som
tilfredstiller det enkle kravet.

e Méaten man systematisk genererer alle lgsninger pa dee damklet bgr veere slik at det
underveis er lettest mulig a teste ting som har med det viiemet & gjare.

At man séidlig som muligunder genereringen av de enkle lgsningene, klarer a kjgpew i
de del-lgsninger som umulig kan utbygges til en fullsteridigning som tilfredstiller den
vriene delen av kravet (eller bli noen “bedre” lgsning enn deste vi allerede har funnet). |
disse tilfellene ma man da sgrge for & avskjaere videre gemg@ enkle lgsninger.

Et par oppgaver:
16 Plassering av 9 sifre

Vi skal forsgke & finne mater a sette sammen de 9 sifrere: . ., 9 til en sekvensey, zo, . . . , zg,
slik at (det desimale) tallet,z5 er delelig med 2, tallet;z2x5 er delelig med 3 osv., helt til at
talletz 1z, ... zg er delelig med 9. Finn alle slike mater & ordne disse siffemh

Tillegg: Man kan ogsa tenke seg a utvide denne oppgaven tillRystemet (i stedet for ti-tall-
systemet), og forsgke a finne en rekkefglge av sifiege. .., R — 1 slik at det tilsvarende kravet
blir oppfylt. Oppgavestilleren er ikke kjent med om det finh@sninger for verdier av R forskjellige
fra ti.

17 Magiske firkanter

Vi tenker oss at en skjema pdgangem ruter skal fylles med tallene fra 1 til?, slik at summen av
alle kolonner, alle linjer og begge hoveddiagonalene tdim damme. Skriv et program som finner
alle slike konstellasjoner for en gitt n.

Det programmet man naturlig ender opp med lar seg lett utimre = 3, men allerede fon = 4 tar
det gjerne noen minutter fgr den farste lgsninger kommedebd@ fa ut alle lgsningene ser haplast
ut. Forn = 5 ser det haplgst ut allerede & fa ut den fgrste lgsningend:Atsdre avskjaering
etterlyses!



