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For & vise kompletthet, viser vi den ekvivalente pastanden:

Hvis T = A ikke er bevisbar i LK, s3 er den falsifiserbar.

Husk:

@ En modell M falsifiserer ' = A hvis ethvert valg av variabeltilordning
for M gjgr alle formler i [ sanne og alle formler i A usanne.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Teorem (Kompletthet)
Hvis T = A er gyldig, sa er den bevisbar i fri-variabel LK. J

For & vise kompletthet, viser vi den ekvivalente pdstanden:

Lemma (Modelleksistens)

Hvis I = A ikke er bevisbar i LK, sa er den falsifiserbar.

Husk:

@ En modell M falsifiserer [ = A hvis ethvert valg av variabeltilordning
for M gjgr alle formler i [ sanne og alle formler i A usanne.

@ Hvis formlene i [ og A er lukkede, vil sannhetsverdiene til formlene
under M veere uavhengig av variabeltilordning.
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Beviset for modelleksistens for fri-variabel LK bygger pd beviset for grunn
LK. Hovedtrekkene i beviset for grunn LK:

@ Vi antar at en sekvent [ = A ikke er bevisbar i grunn LK.
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Modelleksistens for grunn LK — repetisjon

Beviset for modelleksistens for fri-variabel LK bygger pd beviset for grunn
LK. Hovedtrekkene i beviset for grunn LK:

@ Vi antar at en sekvent [ = A ikke er bevisbar i grunn LK.
o Det betyr at alle utledninger med rotsekvent I' = A har en dpen gren.
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Beviset for modelleksistens for fri-variabel LK bygger pd beviset for grunn
LK. Hovedtrekkene i beviset for grunn LK:

@ Vi antar at en sekvent [ = A ikke er bevisbar i grunn LK.
o Det betyr at alle utledninger med rotsekvent I' = A har en dpen gren.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & konstruere en grenseutledning for
I = A der hver dpen gren G har fglgende egenskaper:
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Beviset for modelleksistens for fri-variabel LK bygger pd beviset for grunn
LK. Hovedtrekkene i beviset for grunn LK:

@ Vi antar at en sekvent [ = A ikke er bevisbar i grunn LK.
o Det betyr at alle utledninger med rotsekvent I' = A har en dpen gren.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & konstruere en grenseutledning for
I = A der hver dpen gren G har fglgende egenskaper:

e enhver a-, 3- og d-formel pa G er hovedformel i en slutning pd G
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Beviset for modelleksistens for fri-variabel LK bygger pd beviset for grunn
LK. Hovedtrekkene i beviset for grunn LK:

@ Vi antar at en sekvent [ = A ikke er bevisbar i grunn LK.
o Det betyr at alle utledninger med rotsekvent I' = A har en dpen gren.
@ Vi bruker en rettferdig strategi til & konstruere en grenseutledning for
I = A der hver dpen gren G har fglgende egenskaper:

e enhver a-, - og d-formel pd G er hovedformel i en slutning pd G, og
o hvis G inneholder en ~y-formel p& formen Qx, sd er ¢[t/x] aktiv
formel i en slutning pd G for hver term t i Herbrand-universet til G.
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o Det betyr at alle utledninger med rotsekvent I' = A har en dpen gren.
@ Vi bruker en rettferdig strategi til & konstruere en grenseutledning for
I = A der hver dpen gren G har fglgende egenskaper:

e enhver a-, - og d-formel pd G er hovedformel i en slutning pd G, og
o hvis G inneholder en ~y-formel p& formen Qx, sd er ¢[t/x] aktiv

formel i en slutning pd G for hver term t i Herbrand-universet til G.
o "Alle mulige regelanvendelser er forsgkt pa alle apne grener.”
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Beviset for modelleksistens for fri-variabel LK bygger pd beviset for grunn
LK. Hovedtrekkene i beviset for grunn LK:

@ Vi antar at en sekvent [ = A ikke er bevisbar i grunn LK.
o Det betyr at alle utledninger med rotsekvent I' = A har en dpen gren.
@ Vi bruker en rettferdig strategi til & konstruere en grenseutledning for
I = A der hver dpen gren G har fglgende egenskaper:
e enhver a-, - og d-formel pd G er hovedformel i en slutning pd G, og
o hvis G inneholder en ~y-formel p& formen Qx, sd er ¢[t/x] aktiv
formel i en slutning pd G for hver term t i Herbrand-universet til G.
o "Alle mulige regelanvendelser er forsgkt pa alle apne grener.”
@ Siden I' - A ikke er bevisbar, s3 ma grenseutledningen inneholde en
apen gren G (ved Konigs lemma).
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@ Vi benytter informasjonen i G til & konstruere en Herbrand-modell M
pa fglgende mate:
e Domenet til M er Herbrand-universet til G.
o For lukkede termer t pa G: tM =t
e For n-zre relasjonssymboler P pa G:
(ti,...,t)) € PM & P(ty,...,t,) €GT
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@ Vi benytter informasjonen i G til & konstruere en Herbrand-modell M
pa fglgende mate:
e Domenet til M er Herbrand-universet til G.
o For lukkede termer t pa G: tM =t
e For n-zre relasjonssymboler P pa G:
(ti,...,t)) € PM & P(ty,...,t,) €GT
@ Husk: Herbrand-universet til en gren er mengden av alle grunne termer
som kan konstrueres fra konstant- og funksjonssymboler pa grenen.
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@ Vi benytter informasjonen i G til & konstruere en Herbrand-modell M
pa fglgende mate:
e Domenet til M er Herbrand-universet til G.
o For lukkede termer t pa G: tM =t
e For n-zre relasjonssymboler P pa G:
(ti,...,t)) € PM & P(ty,...,t,) €GT
@ Husk: Herbrand-universet til en gren er mengden av alle grunne termer
som kan konstrueres fra konstant- og funksjonssymboler pa grenen.

@ Vi viser sd ved strukturell induksjon pé formler i G at M oppfyller alle
formler i G' og falsifiserer alle formler i G*.
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@ Vi benytter informasjonen i G til & konstruere en Herbrand-modell M
pa fglgende mate:
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o Basissteget har to tilfeller: P(ty,...,t,) € GT og P(t1,...,t,) € G*.
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@ Vi benytter informasjonen i G til & konstruere en Herbrand-modell M
pa fglgende mate:
e Domenet til M er Herbrand-universet til G.
o For lukkede termer t pa G: tM =t
e For n-zre relasjonssymboler P pa G:
(ti,...,t)) € PM & P(ty,...,t,) €GT
@ Husk: Herbrand-universet til en gren er mengden av alle grunne termer
som kan konstrueres fra konstant- og funksjonssymboler pa grenen.
@ Vi viser sd ved strukturell induksjon pé formler i G at M oppfyller alle
formler i G' og falsifiserer alle formler i G*.
o Basissteget har to tilfeller: P(ty,...,t,) € GT og P(t1,...,t,) € G*.
e | induksjonssteget far vi ett hovedtilfelle for hvert konnektiv.
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@ Vi benytter informasjonen i G til & konstruere en Herbrand-modell M
pa fglgende mate:
e Domenet til M er Herbrand-universet til G.
o For lukkede termer t pa G: tM =t
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o Basissteget har to tilfeller: P(ty,...,t,) € GT og P(t1,...,t,) € G*.
e | induksjonssteget far vi ett hovedtilfelle for hvert konnektiv.
o | hvert hovedtilfelle ma vi se pd om formelen forekommer i GT eller G*.
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@ Vi benytter informasjonen i G til & konstruere en Herbrand-modell M
pa fglgende mate:
e Domenet til M er Herbrand-universet til G.
o For lukkede termer t pa G: tM =t
e For n-zre relasjonssymboler P pa G:
(ti,...,t)) € PM & P(ty,...,t,) €GT
@ Husk: Herbrand-universet til en gren er mengden av alle grunne termer
som kan konstrueres fra konstant- og funksjonssymboler pa grenen.
@ Vi viser sd ved strukturell induksjon pé formler i G at M oppfyller alle
formler i G' og falsifiserer alle formler i G*.
o Basissteget har to tilfeller: P(ty,...,t,) € GT og P(t1,...,t,) € G*.
e | induksjonssteget far vi ett hovedtilfelle for hvert konnektiv.
o | hvert hovedtilfelle ma vi se pd om formelen forekommer i GT eller G*.

@ Det fglger at M falsifiserer I - A, siden T C G" og A C G*.
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o | argumentet for at M oppfyller alle formler i G' og falsifiserer alle
formler i G gjgr vi strukturell induksjon pa formlene i G.
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Modelleksistens for grunn LK — repetisjon IlI

o | argumentet for at M oppfyller alle formler i G' og falsifiserer alle
formler i G gjgr vi strukturell induksjon pa formlene i G.

o Basissteget fglger pr. definisjon av Herbrand-modellen M.
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Modelleksistens for grunn LK — repetisjon IlI

o | argumentet for at M oppfyller alle formler i G' og falsifiserer alle
formler i G gjgr vi strukturell induksjon pa formlene i G.
o Basissteget fglger pr. definisjon av Herbrand-modellen M.

@ | induksjonssteget antar vi at en formel ¢ forekommer péd den &pne
grenen G og benytter oss av at grenseutledningen er konstruert med
en rettferdig strategi:
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o | argumentet for at M oppfyller alle formler i G' og falsifiserer alle
formler i G gjgr vi strukturell induksjon pa formlene i G.

o Basissteget fglger pr. definisjon av Herbrand-modellen M.

@ | induksjonssteget antar vi at en formel ¢ forekommer péd den &pne
grenen G og benytter oss av at grenseutledningen er konstruert med
en rettferdig strategi:

e For a-, (- og d-formler bruker vi at ¢ er hovedformel i en slutning pé
G, og at de umiddelbare delformlene til ¢ derfor ma veere i G.
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G, og at de umiddelbare delformlene til ¢ derfor ma veere i G.
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o | argumentet for at M oppfyller alle formler i G' og falsifiserer alle
formler i G gjgr vi strukturell induksjon pa formlene i G.

o Basissteget fglger pr. definisjon av Herbrand-modellen M.

@ | induksjonssteget antar vi at en formel ¢ forekommer péd den &pne
grenen G og benytter oss av at grenseutledningen er konstruert med
en rettferdig strategi:

e For a-, (- og d-formler bruker vi at ¢ er hovedformel i en slutning pé
G, og at de umiddelbare delformlene til ¢ derfor ma veere i G.

e For ~y-formler bruker vi at den umiddelbare delformelen til ¢ er
instansiert med alle termer i Herbrand-universet til G.

@ Siden delformlene er av enklere struktur enn ¢, kan vi anta at
pastanden holder for disse, og bruke semantikken til & slutte at
pastanden holder for .
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e bruke en rettferdig strategi til 3 konstruere en grenseutledning med en
apen gren for en ikke-bevisbar sekvent, og
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Modelleksistens for fri-variabel LK

@ | beviset for modelleksistens for fri-variabel LK skal vi
e bruke en rettferdig strategi til 3 konstruere en grenseutledning med en
apen gren for en ikke-bevisbar sekvent, og
e anvende en grunn substitusjon pd alle formlene i den dpne grenen slik
at alle frie variable blir instansiert med grunne termer.
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@ | beviset for modelleksistens for fri-variabel LK skal vi
e bruke en rettferdig strategi til 3 konstruere en grenseutledning med en
apen gren for en ikke-bevisbar sekvent, og
e anvende en grunn substitusjon pd alle formlene i den dpne grenen slik
at alle frie variable blir instansiert med grunne termer.
@ Vi kan s konstruere en Herbrand-modell fra den grunnede apne
grenen pa samme mate som for grunn LK, og bruke det samme
induksjonsargumentet.
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@ | beviset for modelleksistens for fri-variabel LK skal vi
e bruke en rettferdig strategi til 3 konstruere en grenseutledning med en
apen gren for en ikke-bevisbar sekvent, og
e anvende en grunn substitusjon pd alle formlene i den dpne grenen slik
at alle frie variable blir instansiert med grunne termer.
@ Vi kan s konstruere en Herbrand-modell fra den grunnede apne
grenen pa samme mate som for grunn LK, og bruke det samme
induksjonsargumentet.

@ | fri-variabel LK introduserer -reglene imidlertid frie variable
istedenfor termer, sa vi trenger en ny definisjon av rettferdig strategi.
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@ | beviset for modelleksistens for fri-variabel LK skal vi
e bruke en rettferdig strategi til 3 konstruere en grenseutledning med en
apen gren for en ikke-bevisbar sekvent, og
e anvende en grunn substitusjon pd alle formlene i den dpne grenen slik
at alle frie variable blir instansiert med grunne termer.
@ Vi kan s konstruere en Herbrand-modell fra den grunnede apne
grenen pa samme mate som for grunn LK, og bruke det samme
induksjonsargumentet.

@ | fri-variabel LK introduserer -reglene imidlertid frie variable
istedenfor termer, sa vi trenger en ny definisjon av rettferdig strategi.

@ Vi ma ogsa velge den grunnende substitusjonen slik at den grunnede
apne grenen far samme egenskaper m.h.p. v-formler som i
grenseutledningen i grunn LK.
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ikke-atomaer formel i en lgvsekvent i utledningen.
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o En rettferdig strategi vil f@r eller senere anvende en regel pa enhver
ikke-atomaer formel i en Igvsekvent i utledningen.

@ Siden hovedformelen i en ~-slutning kopieres, vil vi (hvis vi fortsetter
a anvende regler i det uendelige) matte introdusere uendelig mange
frie variable for hver v-formel pa en gren.

Institutt for informatikk (UiO) INF3170 — Logikk 30.04.2007 8/18



Kompletthet av fri-variabel LK
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o En rettferdig strategi vil f@r eller senere anvende en regel pa enhver
ikke-atomaer formel i en Igvsekvent i utledningen.

@ Siden hovedformelen i en ~-slutning kopieres, vil vi (hvis vi fortsetter
a anvende regler i det uendelige) matte introdusere uendelig mange
frie variable for hver v-formel pa en gren.

Definisjon (Rettferdig strategi)
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o En rettferdig strategi vil f@r eller senere anvende en regel pa enhver
ikke-atomaer formel i en Igvsekvent i utledningen.

@ Siden hovedformelen i en ~-slutning kopieres, vil vi (hvis vi fortsetter
a anvende regler i det uendelige) matte introdusere uendelig mange
frie variable for hver v-formel pa en gren.

Definisjon (Rettferdig strategi)

En strategi er rettferdig hvis enhver grenseutledning som fas ved & fglge
strategien har fglgende egenskaper:
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a anvende regler i det uendelige) matte introdusere uendelig mange
frie variable for hver v-formel pa en gren.

Definisjon (Rettferdig strategi)

En strategi er rettferdig hvis enhver grenseutledning som fas ved & fglge
strategien har fglgende egenskaper:

© Hvis ¢ er en a-, 3- eller 5-formel i en gren, sa er ¢ hovedformel i en
slutning i grenen.
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o En rettferdig strategi vil f@r eller senere anvende en regel pa enhver
ikke-atomaer formel i en Igvsekvent i utledningen.

@ Siden hovedformelen i en ~-slutning kopieres, vil vi (hvis vi fortsetter
a anvende regler i det uendelige) matte introdusere uendelig mange
frie variable for hver v-formel pa en gren.

Definisjon (Rettferdig strategi)

En strategi er rettferdig hvis enhver grenseutledning som fas ved & fglge
strategien har fglgende egenskaper:

© Hvis ¢ er en a-, 3- eller 5-formel i en gren, sa er ¢ hovedformel i en
slutning i grenen.

@ Huvis ¢ er en y-formel ps formen Qxi) i en gren, si er Y[u/x| aktiv
formel i en slutning i grenen, for uendelig mange variable u.
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VxPx, Puy, Puy, Pus  Qfa
VxPx, Puy, Puy = Qfa
VxPx, Puy - Qfa

VxPx + Qfa




@ Grenseutledningen til hgyre er

generert med en rettferdig strategi. :
VxPx, Puy, Pup, Pus - Qfa

VxPx, Puy, Puy = Qfa
VxPx, Puy - Qfa
VxPx + Qfa
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Rettferdig substitusjon

o Grenseutledningen til hgyre er
generert med en rettferdig strategi.

@ Formelen VxPx introduserer uendelig
mange frie variable u;.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon

o Grenseutledningen til hgyre er

generert med en rettferdig strategi. :
VxPx, Puy, Puy, Puz = Qfa

VxPx, Puy, Pu, - Qfa

VxPx, Puy - Qfa
@ La substitusjonen o vere slik at VxPx - Qfa

o(uj) = a for alle u;.

@ Formelen VxPx introduserer uendelig
mange frie variable u;.

@ Utledningen har kun én gren, kall den G.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon

o Grenseutledningen til hgyre er

generert med en rettferdig strategi. :
VxPx, Pa, Pa, Pa - Qfa

VxPx, Pa, Pa - Qfa

VxPx, Pa - Qfa
@ La substitusjonen o vere slik at VxPx - Qfa

o(uj) = a for alle u;.

@ Formelen VxPx introduserer uendelig
mange frie variable u;.

@ Utledningen har kun én gren, kall den G. Hvis vi anvender ¢ pa
formlene i G, sa vil alle Pu;-formlene bli til Pa.

Vi ser at Herbrand-universet til Go er a, fa, ffa, fffa, . . .
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o Grenseutledningen til hgyre er
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@ La substitusjonen o vere slik at VxPx - Qfa

o(uj) = a for alle u;.

@ Formelen VxPx introduserer uendelig
mange frie variable u;.

@ Utledningen har kun én gren, kall den G. Hvis vi anvender ¢ pa
formlene i G, sa vil alle Pu;-formlene bli til Pa.

@ Vi ser at Herbrand-universet til Go er a, fa, ffa, fffa, ... Det finnes na
termer t i Herbrand-universet slik at Pt ikke er i Go, f.eks. t = fa.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon

o Grenseutledningen til hgyre er

generert med en rettferdig strategi. :
VxPx, Pa, Pa, Pa - Qfa

VxPx, Pa, Pa - Qfa

VxPx, Pa - Qfa
@ La substitusjonen o vere slik at VxPx - Qfa

o(uj) = a for alle u;.

@ Formelen VxPx introduserer uendelig
mange frie variable u;.

@ Utledningen har kun én gren, kall den G. Hvis vi anvender ¢ pa
formlene i G, sa vil alle Pu;-formlene bli til Pa.

@ Vi ser at Herbrand-universet til Go er a, fa, ffa, fffa, ... Det finnes na
termer t i Herbrand-universet slik at Pt ikke er i Go, f.eks. t = fa.

@ Herbrand-modellen generert fra Go vil derfor ikke gjgre VYxPx sann.
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@ La substitusjonen 7 veaere definert :
rekursivt slik at VxPx, Puy, Pup, Puz - Qfa
VxPx, Puy, Puy - Qfa
VxPx, Puy = Qfa
VxPx - Qfa




@ La substitusjonen 7 veaere definert :
rekursivt slik at VxPx, Puy, Puy, Puz - Qfa

o T(11)=a VxPx, Puy, Puy - Qfa
VxPx, Puy = Qfa
VxPx - Qfa



@ La substitusjonen 7 veaere definert :
rekursivt slik at VxPx, Puy, Puy, Puz - Qfa

o 7(u1) =a, og VxPx, Puy, Pus F Qfa
o 7(ujr1) = fr(uj). VxPx, Puy = Qfa
VxPx - Qfa



@ La substitusjonen 7 veaere definert :
rekursivt slik at VxPx, Puy, Puy, Puz - Qfa

o 7(u1) =a, og VxPx, Puy, Pus F Qfa
o 7(ujr1) = fr(uj). VxPx, Puy = Qfa
e Vi anvender 7 pa formlene i grenen G. VxPx - Qfa



@ La substitusjonen 7 veaere definert :
rekursivt slik at VxPx, Pa, Pfa, Pffa - Qfa

o 7(u1) =a, og VxPx, Pa, Pfa - Qfa
o T(uir1) = fr(u;). VxPx, Pa - Qfa
e Vi anvender 7 pa formlene i grenen G. VxPx - Qfa



Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon Il

@ La substitusjonen 7 veaere definert :
rekursivt slik at VxPx, Pa, Pfa, Pffa - Qfa

o 7(u1) =a, og VxPx, Pa, Pfa - Qfa
o T(ujy1) = fr(u). VxPx, Pa b Qfa
@ Vi anvender 7 pa formlene i grenen G. VxPx + Qfa

@ Vi har na at Pt € Gt for alle termer t i Herbrand-universet til Gr.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon Il

@ La substitusjonen 7 veaere definert :
rekursivt slik at VxPx, Pa, Pfa, Pffa - Qfa
o 7(u1) =a, og VxPx, Pa, Pfa - Qfa
o m(uis1) = fr(u). VxPx, Pa - Qfa
e Vi anvender 7 pa formlene i grenen G. VxPx F Qfa

Vi har nd at Pt € G7 for alle termer t i Herbrand-universet til Gr.

Derfor vil Herbrand-modellen generert fra Gt oppfylle VxPx.

Vi kaller 7 en rettferdig substitusjon.
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La m vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi




La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
vaere en gren i .




La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veaere en gren i w. La o vare en substitusjon.




La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veaere en gren i w. La o vare en substitusjon.

@ o er rettferdig m.h.p. en y-formel Qxy i G hvis




Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon Il

Definisjon (Rettferdig substitusjon)

La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veere en gren i w. La o vaere en substitusjon.

@ o er rettferdig m.h.p. en v-formel Qxp i G hvis for alle termer t i
Herbrand-universet til G
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Definisjon (Rettferdig substitusjon)
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Rettferdig substitusjon Il

Definisjon (Rettferdig substitusjon)

La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veere en gren i w. La o vaere en substitusjon.

@ o er rettferdig m.h.p. en v-formel Qxp i G hvis for alle termer t i
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Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon Il

Definisjon (Rettferdig substitusjon)

La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veere en gren i w. La o vaere en substitusjon.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon Il

Definisjon (Rettferdig substitusjon)

La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veere en gren i w. La o vaere en substitusjon.

@ o er rettferdig m.h.p. en v-formel Qxp i G hvis for alle termer t i
Herbrand-universet til G sa finnes en formel @[u/x| aktiv i en
v-slutning i G slik at o(u) = t.

@ o er rettferdig m.h.p. grenen G hvis o er rettferdig m.h.p. alle
~-formlene i G.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon Il

Definisjon (Rettferdig substitusjon)

La w vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veere en gren i w. La o vaere en substitusjon.

@ o er rettferdig m.h.p. en v-formel Qxp i G hvis for alle termer t i
Herbrand-universet til G sa finnes en formel @[u/x| aktiv i en
~v-slutning i G slik at o(u) = t.

@ o er rettferdig m.h.p. grenen G hvis o er rettferdig m.h.p. alle
~-formlene i G.

@ o er rettferdig m.h.p. utledningen m hvis

Institutt for informatikk (UiO) INF3170 — Logikk 30.04.2007 11 /18



Kompletthet av fri-variabel LK

Rettferdig substitusjon Il

Definisjon (Rettferdig substitusjon)

La 7 vaere en grenseutledning generert med en rettferdig strategi, og la G
veere en gren i w. La o vaere en substitusjon.

@ o er rettferdig m.h.p. en v-formel Qxp i G hvis for alle termer t i
Herbrand-universet til G sa finnes en formel @[u/x| aktiv i en
v-slutning i G slik at o(u) = t.

@ o er rettferdig m.h.p. grenen G hvis o er rettferdig m.h.p. alle
~-formlene i G.

@ o er rettferdig m.h.p. utledningen w hvis o er rettferdig m.h.p. hver
gren i .
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@ Anta at sekventen [ = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.



@ Anta at sekventen [ = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.

o Det betyr at for alle utledninger med I' H A som rotsekvent, s finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.



Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

@ Anta at sekventen [ = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.

e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
I = A som rotsekvent.
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Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis
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Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

@ Anta at sekventen [ = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.

e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
I = A som rotsekvent.

@ Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen
og som instansierer alle frie variable i utledningen med grunne termer.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

@ Anta at sekventen [ = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.

e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
I = A som rotsekvent.

@ Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen
og som instansierer alle frie variable i utledningen med grunne termer.

@ Siden o ikke lukker grenseutledningen, sa vil det finnes en gren G i
grenseutledningen som ikke er lukket av o (ved Konigs lemma).
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Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

@ Anta at sekventen [ = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.

e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
= A som rotsekvent.

@ Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen
og som instansierer alle frie variable i utledningen med grunne termer.

@ Siden o ikke lukker grenseutledningen, sa vil det finnes en gren G i
grenseutledningen som ikke er lukket av o (ved Konigs lemma).

@ Vi anvender o pa alle formlene i G.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

o Anta at sekventen I' = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.
e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
= A som rotsekvent.

@ Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen
og som instansierer alle frie variable i utledningen med grunne termer.

@ Siden o ikke lukker grenseutledningen, sa vil det finnes en gren G i
grenseutledningen som ikke er lukket av o (ved Konigs lemma).

@ Vi anvender o pa alle formlene i G. Merk at Go kun inneholder
lukkede formler.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

@ Anta at sekventen ' = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.
e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.

@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
= A som rotsekvent.

@ Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen
og som instansierer alle frie variable i utledningen med grunne termer.

@ Siden o ikke lukker grenseutledningen, sa vil det finnes en gren G i
grenseutledningen som ikke er lukket av o (ved Konigs lemma).

@ Vi anvender o pa alle formlene i G. Merk at Go kun inneholder
lukkede formler. Vi kan derfor gjgre resten av beviset pd samme mate
som for grunn LK.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

o Anta at sekventen I' = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.
e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.
@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
I = A som rotsekvent.

Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen
og som instansierer alle frie variable i utledningen med grunne termer.

Siden o ikke lukker grenseutledningen, s vil det finnes en gren G i
grenseutledningen som ikke er lukket av o (ved Konigs lemma).

Vi anvender o pa alle formlene i G. Merk at Go kun inneholder
lukkede formler. Vi kan derfor gjgre resten av beviset pd samme mate
som for grunn LK.

@ Merk at ' = A er lukket.
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Kompletthet av fri-variabel LK

Modelleksistens for fri-variabel LK — bevis

o Anta at sekventen I' = A ikke er bevisbar i fri-variabel LK.
e Det betyr at for alle utledninger med I' = A som rotsekvent, s3 finnes
ingen substitusjon som lukker utledningen.
@ Vi bruker en rettferdig strategi til & lage en grenseutledning med
= A som rotsekvent.
Vi velger en substitusjon o som er rettferdig m.h.p. grenseutledningen
og som instansierer alle frie variable i utledningen med grunne termer.

Siden o ikke lukker grenseutledningen, s vil det finnes en gren G i
grenseutledningen som ikke er lukket av o (ved Konigs lemma).

Vi anvender o pa alle formlene i G. Merk at Go kun inneholder
lukkede formler. Vi kan derfor gjgre resten av beviset pd samme mate
som for grunn LK.

@ Merk at I' + A er lukket. Herbrand-modellen generert fra Go vil
derfor falsifisere ' = A uavhengig av variabeltilordning.

Institutt for informatikk (UiO) INF3170 — Logikk 30.04.2007 12 /18



Vi viste forrige gang at sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.



Vi viste forrige gang at sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Hvis en sekvent er bevisbar i fri-variabel LK, s3 er den gyldig. I




Vi viste forrige gang at sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Hvis en sekvent er bevisbar i fri-variabel LK, s3 er den gyldig. '

Sentralt i beviset stdr argumentet for at det 3 anvende en LK-regel pa en
falsifiserbar utledning gir en falsifiserbar utledning.




Vi viste forrige gang at sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Hvis en sekvent er bevisbar i fri-variabel LK, s3 er den gyldig. '

Sentralt i beviset stdr argumentet for at det 3 anvende en LK-regel pa en
falsifiserbar utledning gir en falsifiserbar utledning.

Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar.




Repetisjon: sunnhet av fri-variabel LK

Sunnhet

Vi viste forrige gang at sekventkalkylen fri-variabel LK er sunn.

Teorem (Sunnhet)

Hvis en sekvent er bevisbar i fri-variabel LK, s3 er den gyldig.

Sentralt i beviset stdr argumentet for at det 3 anvende en LK-regel pa en
falsifiserbar utledning gir en falsifiserbar utledning.

Lemma

Enhver utledning med falsifiserbar rotsekvent er falsifiserbar.

Vi skal ta en kort repetisjon av sunnhetsargumentet.
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@ | sunnhetsbeviset for grunn LK viste vi at alle reglene bevarer
falsifiserbarhet oppover.



@ | sunnhetsbeviset for grunn LK viste vi at alle reglene bevarer
falsifiserbarhet oppover.

@ | fri-variabel LK utvidet vi semantikken med variabeltilordninger for a
tolke formler med frie variable.



Repetisjon: sunnhet av fri-variabel LK

Falsifiserbarhet

@ | sunnhetsbeviset for grunn LK viste vi at alle reglene bevarer
falsifiserbarhet oppover.

o | fri-variabel LK utvidet vi semantikken med variabeltilordninger for a
tolke formler med frie variable.

@ Vi matte ogsa innfgre et nytt falsifiseringsbegrep for sekventer med
frie variable.
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Repetisjon: sunnhet av fri-variabel LK

Falsifiserbarhet

@ | sunnhetsbeviset for grunn LK viste vi at alle reglene bevarer
falsifiserbarhet oppover.

o | fri-variabel LK utvidet vi semantikken med variabeltilordninger for a
tolke formler med frie variable.

@ Vi matte ogsa innfgre et nytt falsifiseringsbegrep for sekventer med
frie variable.

@ [-reglene i fri-variabel LK bevarer ikke falsifiserbarhet oppover.
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Repetisjon: sunnhet av fri-variabel LK

Falsifiserbarhet

| sunnhetsbeviset for grunn LK viste vi at alle reglene bevarer
falsifiserbarhet oppover.

| fri-variabel LK utvidet vi semantikken med variabeltilordninger for a
tolke formler med frie variable.

Vi matte ogsd innfgre et nytt falsifiseringsbegrep for sekventer med
frie variable.

(-reglene i fri-variabel LK bevarer ikke falsifiserbarhet oppover.

Vi innfgrte derfor falsifiserbarhet for utledninger.
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Falsifiserbarhet

| sunnhetsbeviset for grunn LK viste vi at alle reglene bevarer
falsifiserbarhet oppover.

| fri-variabel LK utvidet vi semantikken med variabeltilordninger for a
tolke formler med frie variable.

Vi matte ogsd innfgre et nytt falsifiseringsbegrep for sekventer med
frie variable.

(-reglene i fri-variabel LK bevarer ikke falsifiserbarhet oppover.

Vi innfgrte derfor falsifiserbarhet for utledninger.

En modell falsifiserer en utledning hvis ethvert valg av
variabeltilordning for modellen gir en falsifisert gren.
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@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu bt Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM = a




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu bt Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, aM =a, bM = b




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu bt Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b}




@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu bt Pa, Qb
PuV Qu Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
Puv QuF Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: u1(u) = a og pa(u) = b.
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: p1(u) = a og p2(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.

@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: p1(u) = a og p2(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: p1(u) = a og p2(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
e M, u1 E Quog M,y = Pu, s M gjgr formelen i antecedenten sann
uavhengig av variabeltilordning.
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
PuV Qut Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
@ Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: p1(u) = a og p2(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
e M, u1 E Quog M,y = Pu, s M gjgr formelen i antecedenten sann
uavhengig av variabeltilordning.

@ Premissene er ikke falsifiserbare. (Prgv!)
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(-regelen bevarer ikke falsifiserbarhet oppover

@ Se pa slutningen
Put Pa, Qb Qu = Pa, Qb
Puv QuF Pa, Qb
o La M vare en modell slik at |[M| = {a, b}, a™M = a, bM = b,
PM = {b} og QM = {a}.
Vi har to aktuelle variabeltilordninger for M: p1(u) = a og p2(u) = b.
o M falsifiserer konklusjonen:

o M falsifiserer begge formlene i succedenten.
e M, u1 E Quog M,y = Pu, s M gjgr formelen i antecedenten sann
uavhengig av variabeltilordning.

Premissene er ikke falsifiserbare. (Prgv!)

Konklusjonen er falsifiserbar, mens premissene ikke er det!
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utledninger.

@ | induksjonssteget
e antar vi at en utledning 7 er falsifiserbar, og
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet

@ Beviset for falsifiserbarhetslemmaet gar ved strukturell induksjon pd
utledninger.
o | induksjonssteget

e antar vi at en utledning 7 er falsifiserbar, og
e viser at utledningen vi far nar vi utvider 7 med en fri-variabel LK-regel
ogsa er falsifiserbar.
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet

@ Beviset for falsifiserbarhetslemmaet gar ved strukturell induksjon pd
utledninger.
o | induksjonssteget

e antar vi at en utledning 7 er falsifiserbar, og
e viser at utledningen vi far nar vi utvider 7 med en fri-variabel LK-regel
ogsa er falsifiserbar.

o Vi far ett tilfelle for hver LK-regel.
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet

@ Beviset for falsifiserbarhetslemmaet gar ved strukturell induksjon pd
utledninger.

o | induksjonssteget

e antar vi at en utledning 7 er falsifiserbar, og
e viser at utledningen vi far nar vi utvider 7 med en fri-variabel LK-regel
ogsa er falsifiserbar.

o Vi far ett tilfelle for hver LK-regel.

@ Antagelsen om at 7 er falsifiserbar gir oss en falsifiserende modell M.
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet

@ Beviset for falsifiserbarhetslemmaet gar ved strukturell induksjon pd

utledninger.
o | induksjonssteget
e antar vi at en utledning 7 er falsifiserbar, og
e viser at utledningen vi far nar vi utvider 7 med en fri-variabel LK-regel
ogsa er falsifiserbar.
o Vi far ett tilfelle for hver LK-regel.
@ Antagelsen om at 7 er falsifiserbar gir oss en falsifiserende modell M.
@ For a-, 3- og -reglene kan vi vise at M ogsa falsifiserer den utvidete

utledningen.
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet

Beviset for falsifiserbarhetslemmaet gar ved strukturell induksjon pa
utledninger.
| induksjonssteget

e antar vi at en utledning 7 er falsifiserbar, og
e viser at utledningen vi far nar vi utvider 7 med en fri-variabel LK-regel
ogsa er falsifiserbar.

Vi far ett tilfelle for hver LK-regel.
Antagelsen om at 7 er falsifiserbar gir oss en falsifiserende modell M.

For a-, 3- og y-reglene kan vi vise at M ogsa falsifiserer den utvidete
utledningen.

Det holder ikke for d-reglene. Her konstruerer vi en ny modell (basert
pd M) som falsifiserer den utvidete utledningen.
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Coolf(ur,... un)/x] A

FoxpFA




Coolf(ur,... un)/x] A
Moo F A

L3

@ Huvis vi utvider med en §-slutning, sa vil den nye Igvsekventen
inneholder Skolemtermen f(uy, ..., up).
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet — d-regelen

Moolf(ury...,un)/x] F A
I axe A

L3

@ Huvis vi utvider med en §-slutning, sa vil den nye Igvsekventen
inneholder Skolemtermen f(u,. .., up).

@ Vi lager en ny modell M’ som er lik M bortsett fra tolkningen av f.
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet — d-regelen

Moolf(ury...,un)/x] F A
I axe A

L3

@ Huvis vi utvider med en §-slutning, sa vil den nye Igvsekventen
inneholder Skolemtermen f(u,. .., up).

@ Vi lager en ny modell M’ som er lik M bortsett fra tolkningen av f.

@ For hver variabeltilordning . for M’ spesifiserer vi M’ i sin tolkning
av den introduserte Skolemtermen
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet — d-regelen

Moolf(ury...,un)/x] F A

FoxpoF A

@ Huvis vi utvider med en §-slutning, sa vil den nye Igvsekventen
inneholder Skolemtermen f(u,. .., up).

@ Vi lager en ny modell M’ som er lik M bortsett fra tolkningen av f.

@ For hver variabeltilordning . for M’ spesifiserer vi M’ i sin tolkning
av den introduserte Skolemtermen slik at M’, u gjgr
o[f(u1,...,un)/x] sann dersom M, u gjgr Ixep sann.
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet — d-regelen

Moolf(ury...,un)/x] F A

FoxpoF A

@ Huvis vi utvider med en §-slutning, sa vil den nye Igvsekventen
inneholder Skolemtermen f(u,. .., up).

@ Vi lager en ny modell M’ som er lik M bortsett fra tolkningen av f.

@ For hver variabeltilordning . for M’ spesifiserer vi M’ i sin tolkning
av den introduserte Skolemtermen slik at M’, u gjgr
o[f(u1,...,un)/x] sann dersom M, u gjgr Ixep sann.

@ Siden f ikke forekommer i m og M er lik M’ utenom f, sd er
falsifisert av M.
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Beviset for falsifiserbarhetslemmaet — d-regelen

Moolf(ury...,un)/x] F A

FoxpoF A

Hvis vi utvider med en d-slutning, sd vil den nye Igvsekventen
inneholder Skolemtermen f(u,. .., up).

Vi lager en ny modell M’ som er lik M bortsett fra tolkningen av f.

For hver variabeltilordning 1 for M’ spesifiserer vi M’ i sin tolkning
av den introduserte Skolemtermen slik at M’, u gjgr
o[f(u1,...,un)/x] sann dersom M, u gjgr Ixep sann.

@ Siden f ikke forekommer i m og M er lik M’ utenom f, sd er
falsifisert av M.

@ Ved 3 bruke de semantiske definisjonene, viser vi s at M’ falsifiserer
den utvidete utledningen.
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. Repetisjon: sunnhet av frivariabel LK
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, s er I = A gyldig. l

@ Anta at (m,0) er et bevis for I - A.




Repetisjon: sunnhet av fri-variabel LK

Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Bevis.
@ Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.

@ Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
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Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Bevis.
@ Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.

@ Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.

@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer .
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Repetisjon: sunnhet av fri-variabel LK

Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Beuvis.
@ Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.
@ Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.

@ La 4 vaere en variabeltilordning slik at yu(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.
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Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Bevis.
Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.

@ Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.
°

La p vaere en variabeltilordning slik at ju(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.

Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.
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Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Beuvis.

@ Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.

@ Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.
°

La p vaere en variabeltilordning slik at ju(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.

Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.

@ Siden o lukker Igvsekventen pa G, sa finnes atomaere formler o € G
og 1 € G slik at po = 1o.
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Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Beuvis.

@ Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.

@ Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
@ Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.
°

La p vaere en variabeltilordning slik at ju(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.

Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.

@ Siden o lukker Igvsekventen pa G, sa finnes atomaere formler o € G
og 1 € G slik at po = 1o.
Siden G er falsifisert av. M under p, s3 M, = ¢ og M, 1 [~ 1.
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Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Beuvis.

Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.
Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.

La p vaere en variabeltilordning slik at ju(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.

Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.

Siden o lukker Igvsekventen pa G, sa finnes atomaere formler o € G
og 1 € G slik at po = 1o.

Siden G er falsifisert av. M under p, s3 M, = ¢ og M, 1 [~ 1.

Fra Lemma har vi M = po og M [~ 9o
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Teorem (Sunnhet)
Hvis T = A er bevisbar i fri-variabel LK, sd er I = A gyldig.

Beuvis.

Anta at (m, o) er et bevis for [ - A.
Anta for motsigelse at [ = A ikke er gyldig, men er falsifiserbar.
Ved Lemma finnes en modell M som falsifiserer 7.

La p vaere en variabeltilordning slik at ju(x) = (xo)™ for hver
variabel x i stgtten til 0.

Da finnes en gren G i m som er falsifisert av M under p.

Siden o lukker Igvsekventen pa G, sa finnes atomaere formler o € G
og 1 € G slik at po = 1o.

Siden G er falsifisert av. M under p, s3 M, = ¢ og M, 1 [~ 1.

Fra Lemma har vi M = o og M [~ ¥o. Men po = 1o, motsigelse.
O]
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