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1 Syntaks

Vi skal bruke samme de�nisjon av f�rsteordens spr�ak som i l�reboken kap.

5.1. Merk at spr�aket brukes til �a de�nerer termer og formler. Begge de�n-

isjonene er induktive og de�nisjonen av formler er bygget p�a de�nisjonen av

termer.

N�ar vi viser generelle egenskaper ved formelle objekter som formler og termer,

gj�r vi det ofte ved induksjon over genereringen av objektene. Skal vi f.eks.

vise at alle termer har balanserte paranteser, s�a viser vi det ved induksjon. I

basis-steget ser vi p�a de enkleste termene: variable og konstanter. Disse har

ingen paranteser, og derfor er alle parantesene i dem balanserte. I induksjon-

ssteget tar vi for oss en term f (t1; : : : ; tn). Det gjelder n�a �a �nne en m�ate

�a gj�re bruk av induksjonshypotesen (IH) p�a. I dette tilfellet er det sv�rt

enkelt, siden termen inneholder t1; : : : ; tn som deltermer, og vi kan bruke IH

p�a hver av dem separat. IH sier at parantesene i hver term ti er balanserte.

Vi har n�a f�rt argumentet til et punkt der vi gjerne m�a tenke litt for �a kunne

konkludere at hele objektet har den �nskede egenskap, men her er dette ogs�a

sv�rt enkelt, siden vi har lagt til en venstreparentes og en h�yreparentes!

Oppgave 1

La FV (A) betegne mengden av frie variable i formelen A. La � v�re en

substitusjon med endelig st�tte D (�nite support D, Fitting def. 5.2.6), og

anta at �(x) er en grunnterm (dvs. variabelfri term) for alle x 2 D. Du skal

vise at hvis A er en formel, s�a er A� ogs�a en formel og at FV (A�) = FV (A)nD

[Husk at hvis B ogs�a er en mengde, betegner B n D en mengdedi�erans!]

Dette kan virke opplagt, men du skal vise at p�astanden holder ved �a f�re et

induksjonsbevis for den. Du m�a da f�rst vise at en tilsvarende egenskap holder

for alle termer og s�a vise at den holder for alle formler! �
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Oppgave 2

Angi det minste spr�aket som f�lgende 5 uttrykk er formler i. Har alle formlene

en naturlig tolkning som sanne utsagn om tall?

A1: 8x8y (Sx _= Sy ! x _= y)

A2: 8x (:(x _= 0)! 9y (x _= Sy))

A3: 8x :(0 _= Sx)

A4: 8x (0 _+ x _= x)

A5: 8x8y (x _+ Sy _= S(x _+ y))

�

Merk: Vi indikerer at _+ og _= er symboler i objektspr�aket ved �a sette en prikk

over symbolene. P�a den m�aten kan vi skille dem fra + og =, som vi 
ittig

bruker som symboler i metaspr�aket. Vi kunne f.eks. skrevet @ for _+ og ? for

_= i objektspr�aket, men da hadde den intenderte tolkningen av symbolene og

formlene over blitt skjult.

2 Semantikk

Vi angir en modell hD; Ii (som i Def. 5.3.1. av l�reboken) som oppfyller

formlene fra forrige oppgave. Denne kalles standardmodellen.

� Domenet D er N = f0; 1; 2; : : :g.

� SI er suksessorfunksjonen, dvs. SI : N! N gitt av SI(n) = n + 1.

� _=I er identitetsrelasjonen, dvs. f(0; 0); (1; 1); (2; 2); : : : g.

� _+
I
er addisjonsfunksjonen dvs. _+

I
: N � N ! N gitt av _+

I
(m; n) =

m + n.
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Oppgave 3

Du skal n�a jobbe videre med spr�aket fra oppgave 2 { la oss kalle det L. Hvis vi

�nsker �a uttrykke mindre-enn-relasjonen i L, kan vi gj�re dette uten �a innf�re

et symbol for det i L. Isteden kan vi bruke symbolene for addisjon og identitet

til �a kode inn mindre-enn-relasjonen, dvs. at vi kan �nne en formel �(t1; t2)

som er slik at �(t1; t2) er sann i standardtolkningen hvis og bare hvis t I
1
< t I

2
.

Finn et uttrykk for formelen �(t1; t2). �

Bmk: Selv om vi klarer �a kode inn mindre-enn, s�a �nnes det er lang rekke

naturlige p�astander om tall som vi ikke kan uttrykke i dette spr�aket, uansett

hvor 
inke vi er til �a kode. For eksempel kan vi ikke kode inn multiplikasjon.

Oppgave 4

Skriv f�rst ned en formel i spr�aket L som inneholder minst 3 konnektiver.

Formelen skal v�re sann i standardtolkningen, men den skal ikke v�re logisk

gyldig. Du skal vise at den ikke er logisk gyldig ved �a angi en motmodell (dvs.

en tolkning som gj�r den usann). �

3 Konsistens

La ` ' bety at det �ns et tabl�abevis for ' og 6` ' at det ikke �ns noe tabl�abevis

for '. En tabl�akalkyle er konsistent hvis 6` ?. (Husk: En mengde formler er

konsistent hvis det ikke �nnes noe lukket tabl�a for den.) En tabl�akalkyle er

komplett hvis den beviser enhver gyldig formel.

Oppgave 5

Vis at ` ? ! ' for alle formler '. �
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Oppgave 6

Vis at en tabl�akalkyle er konsistent hvis og bare hvis det �ns en formel '

slik at 6` '. HINT. Du kan fritt bruke snittregelen: Hvor som helst i

en tabl�akonstruksjon kan du foreta en forgrening og introdusere de lukkede

formlene  og : . �

Oppgave 7

Vis at en tabl�akalkyle er komplett hvis og bare hvis enhver konsistent mengde

er oppfyllbar. �
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